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ЭНЕРГОЭФФЕКТИВНЫЙ ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ПОЛУПРОВОДНИКОВЫЙ   

ТЕПЛООТВОД  ДЛЯ  КОМПЬЮТЕРНЫХ  ПРОЦЕССОРОВ 

Т.А. Исмаилов, Х.М. Гаджиев, А.М. Ибрагимова 

Дагестанский государственный технический университет, 

367026 г. Махачкала, пр. И.Шамиля,70, Россия 

 

Резюме. Цель. В статье рассматривается отвод тепла от компьютерных процессоров 

с целью обеспечения необходимых тепловых режимов и термостатирования тепловыделяю-

щих компонентов на интегральных схемах. Метод. Применены методы моделирования тепло-

обменных процессов при теплопереносе от нагретого интегрального кристалла в окружаю-

щую среду. Результат. Энергоэффективность процессоров теплоотвода возрастает при 

применении излучающих термоэлектрических полупроводниковых устройств за счёт того, 

что поглощение тепла осуществляется на одних переходах, а вместо выделения тепла на дру-

гих происходит испускание фотонов ультрафиолетового диапазона с целью получения лучших 

энергетических характеристик для обеспечения необходимого отвода мощности от тепловы-

деляющих компонентов радиоэлектронных схем. Такой подход обладает большим  преимуще-

ством за счет того, что излучение обладает максимальным быстродействием при переносе 

энергии по сравнению с конвекцией и кондукцией, что позволяет осуществить безынерционный 

отвод тепла от тепловыделяющих компонентов в окружающую среду. Также такой подход 

позволяет повысить коэффициент полезного действия системы охлаждения и ускорить пере-

нос тепла от нагретых участков для предотвращения теплового пробоя. Вывод. Проведенные 

исследования позволяют сделать вывод, что для охлаждения с высокой энергоэффективно-

стью можно использовать светоизлучающие термоэлектрические  полупроводниковые 

устройства, которые могут с малой инерционностью осуществить перенос больших объемов 

мощности в окружающую среду. Инновационная система охлаждения компьютерных процес-

соров позволяет повысить степень интеграции на несколько порядков, что приведет к увели-

чению производительности компьютеров и их быстродействию. 

Ключевые слова: светоизлучающий, термоэлектрический, полупроводниковый,  процес-

сор, эффект Пельтье 
 

POWER-EFFECTIVE THERMOELECTRIC SEMICONDUCTOR HEAT REJECTION  

FOR COMPUTER PROCESSORS 

T.A. Ismailov, H.M. Gadjiev, A.M. Ibragimova 

Daghestan State Technical University, 

70 I. Shamilya Ave., Makhachkala 367026, Russia 
 

Abstract. Objective. The article deals with heat removal from computer processors in order to 

provide the necessary thermal conditions and temperature control of heat-generating components on 

integrated circuits. Methods. Methods for modeling heat exchange processes during heat transfer 

from a heated integral crystal to the environment are applied. Results. The power efficiency of heat 
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rejection processors increases when using radiating thermoelectric semiconductor devices since heat 

is absorbed in some junctions, and instead of generating heat photons of the ultraviolet range are 

emitted to obtain better energy characteristics to ensure the necessary power removal from the heat-

generating components of radio-electronic circuits. This approach has a significant advantage as ra-

diation has the maximum speed when transferring energy compared to convection and conduction, 

which allows for non-inertial heat removal from heat-generating components to the environment. This 

approach also allows increasing the efficiency of the cooling system and accelerating the transfer of 

heat from the heated areas to prevent heat breakdown. Conclusion. The conducted research allows 

concluding that light-emitting thermoelectric semiconductor devices can be used for cooling with high 

power efficiency, which can transfer large amounts of power to the environment with low inertia. An 

innovative cooling system for computer processors allows increasing the degree of integration by sev-

eral orders of magnitude, which will increase the performance of computers and their speed. 

Keywords: light-emitting, thermoelectric, semiconductor, processor, Peltier effect 

 

Введение. Современный этап развития человечества привел к широкому внедрению 

компьютерных технологий во все области человеческой жизни. Прогресс приводит к повыше-

нию степени интеграции компьютерных процессоров и быстродействию. В результате растет 

уровень тепловых потерь при выполнении логических операций и необходимо паразитное теп-

ло отводить в окружающую среду [1-6, 14-17]. Увеличение степени интеграции для повышения 

быстродействия компьютерных процессоров приводит к тому, что даже при незначительных 

тепловыделениях каждого переключающего компонента интегральная совокупность устрой-

ства придёт к тому, что удельная мощность тепловыделения превышает допустимую.  

При выполнении логических операций на компьютерном процессоре возникают ситуа-

ции, при которых возможно резкое пиковое увеличение тепловыделений для отдельных компо-

нентов. За счет высокой инерционности процессов кондуктивного теплопереноса излишнее 

тепло будет накапливаться в районе тепловыделения, что приведет к повышению температуры.  

В результате может наступить тепловой пробой [11-13, 18-20]. 

Дополнительную проблему составляют возникающие тепловые сопротивления при пе-

реносе тепла от интегрального кристалла через подложку и корпус процессора на систему 

охлаждения. Существующие системы охлаждения компьютерных процессоров используют 

воздушное охлаждение при не больших мощностях и водяное охлаждение при больших мощ-

ностях тепловыделения компьютерных процессоров.  

Для интенсификации процессов теплопереноса целесообразно использовать термоэлек-

трическое устройство, позволяющее в режиме теплового насоса увеличить теплоперенос от 

нагретой зоны в окружающую среду. Однако такой подход недостаточен для дальнейшего ро-

ста производительности компьютерных процессоров. Увеличение степени интеграции и быст-

родействия увеличивает на порядки уровень тепловыделений. Главным препятствием для даль-

нейшего развития современных компьютерных процессоров является инерционность тепловых 

процессов по кондуктивному переносу и конвективному теплообмену.  

Самый эффективный способ теплопереноса по быстродействию и мощности является 

излучение [7-11]. Процесс излучения основывается на нагреве поверхности и превращении из-

быточной тепловой энергии в электронные переходы с изменением энергетических состояний с 

испусканием фотонов соответствующей мощности. Главным препятствием для применения 

высокоэффективного переноса энергии в виде излучения является необходимость доведения до 

высоких температур поверхностей, излучающих фотоны. Чем выше температура поверхности, 

тем большую частоту имеют фотоны и, соответственно, большую мощность.  

 Постановка задачи. С появлением полупроводниковых компонентов появился еще 

один способ излучения, основанный на работе p-n-перехода. При переходе электронов из полу-

проводника n-типа через p-n-переход в полупроводник p-типа электрон может быть рекомби-

нирован с вакантной дыркой, и избыток энергии может быть излучен виде фотона.  Чем больше 

перепад энергии между полупроводниковыми зонами, тем более мощный получается фотон и 
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выше его частота.  Светодиоды могут испускать фотоны: инфракрасные, красные, оранжевые, 

жёлтые, зелёные, голубые, синие, фиолетовые и ультрафиолетовые. Выгодным качеством све-

тодиодов является их маленькое сопротивление, что обуславливает малый уровень Джоулевых 

паразитных тепловыделений. 

Если разместить светодиоды последовательно, то на всех полупроводниковых переходах 

будет происходить излучение, а на всех электродах с противоположной стороны электроны бу-

дут поглощать энергию за счёт того, что они будут переходить из полупроводника с меньшей 

энергетической величиной в полупроводник с большей энергетической величиной. 

Таким образом, полупроводниковое устройство, испускающее излучение, способно от-

водить тепло с малой инерционностью и большой мощностью.  Уровень паразитных тепловы-

делений будет незначительным за счёт того, что p-n-переход имеет малое сопротивление.  До-

полнительным преимуществом является возможность рекуперировать часть излученной энер-

гии опять в электричество на солнечных полупроводниковых батареях.  

Полупроводниковые светодиоды позволяют при невысокой температуре излучающей 

поверхности получить мощное излучение в широком диапазоне частот.  Это делает возможным 

применить такое устройство для охлаждения нагретого компьютерного процессора. Причём 

можно интегрировать это устройство в компьютерный кристалл.  Обычно компьютерные про-

цессоры охлаждаются при помощи электрических вентиляторов и медных теплопроводов 

(рис. 1) [11-13, 21].  

 
Рис. 1. Охлаждение компьютерного процессора электрическим вентилятором  

и медными теплопроводами 

Fig. 1. Cooling the computer processor with an electric fan and copper heat conductors 

 

Политическая нестабильность в мире приводит к ужесточению санкций в отношениях 

между государствами и требует проведения политики импортозамещения.  Отечественная про-

мышленность создала два типа мощных компьютерных процессоров. Это процессоры Байкал 

(рис. 2) и Эльбрус (рис. 3).  

Эти процессоры обладают высоким быстродействием и производительностью.  Соответ-

ственно для их охлаждения потребуется энергоэффективная мощная система. Применение из-

лучающей полупроводниковой системы охлаждения повысит уровень отводимого тепла.   

 

 
Рис. 2. Процессор Байкал 

Fig. 2. Processor Baikal 
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Рис.3. Процессор Эльбрус 

Fig. 3. Elbrus processor  

Мощность излучения светодиодной матрицы, состоящей из последовательно соединен-

ных диодов,  можно определить по формуле (1) как произведение постоянной планка на часто-

ту фотонов и их количество. Количество фотонов определяется из величины тока за единицу 

времени, делённое на заряд электрона, так как каждый электрон после рекомбинации дает не 

более одного фотона.   

Методы исследования. Подставляя формулу (2) в формулу (1) можно получить форму-

лу (3). При подаче напряжения питания на полупроводниковый охладитель необходимо рас-

считать баланс мощностей, приведённый в формуле (4). После преобразования и сокращения 

будет получена формула (5). 

 

                                                𝑃𝑈 = ℎ𝜈𝑚                                                      (1) 

 

                                                   𝑚 =
𝐽𝑡

𝑒
                                                         (2) 

 

                                                𝑃𝑈 =
ℎ𝜈𝐽𝑡

𝑒
                                                        (3) 

 

                                       𝑃 = 𝑈𝐽 = 𝐽2𝑅𝑡 − 𝐽П𝑡 −
ℎ𝜈𝐽𝑡

𝑒
                                  (4) 

 

                            𝑈 = 𝐽𝑅𝑡 − П𝑡 −
ℎ𝜈𝑡

𝑒
= 𝑡 (𝐽𝑅 − П −

ℎ𝜈

𝑒
),                           (5) 

 

где 𝑃𝑈 - мощность излучения фотонов, 

      h - постоянная Планка,  

      𝜈 - частота излучения фотонов, 

     m -  количество излученных фотонов, 

     J -   величина тока в амперах, 

     t -   время в секундах, 

     е -  заряд электрона, 

    U-  напряжение питания, 

    R - сопротивление p-n перехода,  

    П - коэффициент Пельтье. 

На рис. 4 приведён график оптимальных характеристик работы термоэлектрического 

устройства по охлаждению компьютерных процессоров. По графику видно, что уменьшение 

сопротивления p-n перехода приводит к тому, что оптимальный ток возрастает по величине. 

Таким образом, применение светодиодов позволяет существенно увеличить оптимальный ток и 

увеличить степень охлаждения. При этом будет возрастать уровень излучения, и большая часть 

энергии может быть возвращена для питания системы охлаждения.   
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Рис.4. Зависимость количества теплоты  Джоуля (Q1 и Q2) и Пельтье (Q3), поступающей  

на холодный спай от тока (J), 

Fig.4. Dependence of the amount of heat Joule (Q1 and Q2) and Peltier (Q3) supplied  

to the cold junction on the current (J), 

где:   Q – теплота, приходящая на холодный спай термоэлемента, Q is the heat arriving at the cold 

junction of the thermoelement, 

Q1 – кривая теплоты Джоуля обычного термоэлектрического полупроводникового устройства, is 

the Joule heat curve of a conventional thermoelectric semiconductor device, 

Q2 – кривая теплоты Джоуля излучающего термоэлектрического полупроводникового устрой-

ства, Joule heat curve of a radiating thermoelectric semiconductor device, 

Q3 – кривая теплоты Пельтье, Peltier heat curve, 

-Q1опт – оптимальное количество теплоты для обычного термоэлектрического полупроводнико-

вого устройства при оптимальном токе питания, the optimal amount of heat for a conventional thermoelec-

tric semiconductor device at an optimal supply current, 

-Q2опт – оптимальное количество теплоты для излучающего термоэлектрического полупроводни-

кового устройства при оптимальном токе питания, the optimal amount of heat for a radiating thermoelectric 

semiconductor device at an optimal supply current, 

Q1+Q3 – сумма теплоты Джоуля обычного термоэлектрического полупроводникового устройства 

и теплоты Пельтье, is the sum of the Joule heat of a conventional thermoelectric semiconductor device and the 

Peltier heat, 

Q2+Q3 – сумма теплоты Джоуля излучающего термоэлектрического полупроводникового 

устройства и теплоты Пельтье, is the sum of the Joule heat of the radiating thermoelectric semiconductor de-

vice and the Peltier heat, 

J – ток питания, supply current, 

J1опт – оптимальный ток питания обычного термоэлектрического полупроводникового устрой-

ства, J1opt  the optimal supply current for a conventional thermoelectric semiconductor device, 

J2опт – оптимальный ток питания излучающего термоэлектрического полупроводникового 

устройства, is the optimal supply current for the emitting thermoelectric semiconductor device. 

Обсуждение результатов. В результате проведенных исследований становится очевид-

ным, что применение светоизлучающих термоэлектрических полупроводниковых устройств 

для охлаждения позволяет повысить мощности, отводимые энергии от тепловыделяющих ком-

понентов компьютерных процессоров, и увеличить скорость охлаждения.  

J 
Q2+Q3 

Q1+Q3 

Q1 

Q2 

Q3 

-Q1опт 

Q 

-Q2опт 

J1опт J2оп
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При этом точность термостатирования возрастает за счет увеличения быстродействия 

реакции системы охлаждения на возможные режимы термостатирования, в том числе нестаци-

онарные процессы.  

Чем выше частота излучения фотонов, тем большую мощность они могут отвести. Чем 

меньше сопротивление p-n переходов светодиодов, тем больше ток для оптимального значения 

охлаждения. Применение инновационной системы охлаждения позволит увеличить степень ин-

теграции компьютерных процессоров и ускорить выполняемые ими операции. Для отечествен-

ных типов процессоров применение светоизлучающих устройств позволит реализовать энер-

гоэффективные режимы работы.  

Вывод. Перенос тепла от компьютерных процессоров в виде излучения обладает боль-

шими преимуществами по сравнению с конвекцией и кондукцией.  Часть излучения может 

быть рекуперирована для повышения энергоэффективности работы термоэлектрического полу-

проводникового охладителя в целом. Применение светотранзисторов при проектировании оте-

чественных компьютерных процессоров позволит уменьшить тепловые выделения и реализо-

вать криоэлектронные режимы работы вплоть до возникновения сверхпроводящих режимов.  

Надежность работы компьютерных процессоров будет значительно увеличена как при стацио-

нарных режимах, так и при нестационарных режимах работы. 
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ, МЕТАЛЛУРГИЧЕСКОЕ И ХИМИЧЕСКОЕ МАШИНОСТРОЕНИЕ 

POWER, METALLURGICAL AND CHEMICAL MECHANICAL ENGINEERING 
 

УДК 629.5.035.5 

DOI: 10.21822/2073-6185-2020-47-3-16-25 

 

МОДЕЛИРОВАНИЕ РАБОЧИХ ПРОЦЕССОВ ВОДОХОДНОГО ДВИЖИТЕЛЯ  

ПАРОМНО-МОСТОВОЙ МАШИНЫ ПММ-2М 

А.В. Месропян, Е.А. Платонов, Р.Р. Рахматуллин 

Уфимский государственный авиационный технический университет (УГАТУ), 

450008, г. Уфа, ул.К.Маркса, 12, Россия 

 

Резюме. Цель. В статье рассматриваются аспекты моделирования рабочих процессов, 

протекающих в водоходных движителях амфибийных машин, с учетом специфики их эксплуа-

тации. Метод. Применены методы трехмерного моделирования гребных винтов в CAD- и 

CAE- пакетах, способные с достоверной точностью определять и оптимизировать парамет-

ры протекающих рабочих процессов. Результат. Предложен математический аппарат, поз-

воляющий рассчитывать характеристики водоходных движителей машин-амфибий. Спроек-

тирован гребной винт, обеспечивающий большую тягу по сравнению с исходной конструкцией, 

позволяющий увеличить скорость движения по воде и уменьшить радиус циркуляции при дви-

жении по воде. Рассчитанный вариант гребного винта обеспечивает повышение тяги на 36%, 

позволяет развить большую скорость движения по воде и значительно снизить радиус цирку-

ляции паромно-мостовой машины при маневрировании на воде. Вывод. Предложенный вари-

ант увеличения скорости движения и маневренности на воде паромных машин является 

наиболее эффективным и наименее затратным; перспективным направлением дальнейших ис-

следований для достижения максимальной эффективности является создание и верификация 

программно-аппаратных и методических комплексов для моделирования совместной работы 

системы «водоходный движитель – корпус – силовая установка». 

Ключевые слова: паромно-мостовая машина, гребной винт в кольцевой насадке, водо-

ходный движитель, машина-амфибия, кольцевая насадка, моделирование рабочих процессов 

 

MODELING WORKING PROCESSES OF THE MARINE THRUSTER OF THE  

PMM-2M FERRY-BRIDGE MACHINE 

A. V. Mesropyan, E. A. Platonov, R. R. Rakhmatullin 

Ufa State Aviation Technical University (USATU), 

12 K. Marx  St., Ufa 450008,  Russia  

 

Abstract. Objective. The article deals with aspects of modeling the working processes occur-

ring in marine thrusters of amphibious vehicles, taking into account the specifics of their operation. 

Methods. The methods of 3D modeling of propellers in CAD and CAE packages are applied, which 

can determine and optimize the parameters of ongoing work processes with reliable accuracy. Re-

sults. A mathematical construct is proposed that allows calculating the characteristics of marine 

thrusters of amphibious vehicles. The propeller is designed to provide more thrust compared to the 

original design, making it possible to increase the speed of movement on the water and reduce the ra-

dius of circulation when moving through the water. The calculated version of the propeller provides 
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an increase in thrust by 36%, allows developing a high speed on the water, and significantly reduces 

the radius of circulation of the ferry-bridge machine when maneuvering on the water. Conclusion. 

The proposed option for increasing the speed and maneuverability of ferry vehicles on the water is the 

most effective and least expensive; a promising direction for further research to achieve maximum ef-

ficiency is the creation and verification of software, hardware, and methodological complexes for 

modeling the joint operation of the "marine thruster – hull – power plant" system. 

Keywords: ferry-bridge machine, propeller in a ring nozzle, marine thruster, amphibious vehi-

cle, ring nozzle, working processes modeling 

 

Введение. Совершенствование и глубокая модернизация паромной техники, разрабо-

танной на рубеже 70-80-х гг. прошлого веква и до сих пор используемой в МЧС, инженерно-

технических подразделениях МО, предопределяют актуальность работ, направленных на без-

условное обеспечение повышенных требований и энергоэффективности водоходных движите-

лей, применяемых в схемных решениях паромно-мостовой техники, паромов, машин-амфибий 

и т.д. Выполнение подобных работ неразрывно связано с моделированием рабочих процессов, 

сопровождающих функционирование водоходных движителей, при этом должна учитываться 

специфика эксплуатации подобной техники, используемые технологии ремонта и обслужива-

ния, а также ограничения, связанные с обеспечением бескавитационной работы водоходных 

движителей и требуемыми прочностными и ресурсными характеристиками узлов и агрегатов. 

Постановка задачи. Объектом исследования является паромно-мостовая машина ПММ-

2М (рис. 1). Согласно паспортным данным, скорость, развиваемая данной ПММ с нагрузкой на 

воде, составляет 10 км/ч [1]. К специфике конструктивно-компоновочного решения относится 

труднообтекаемый корпус и наличие выступающего за пределы корпуса гусеничного движите-

ля, что, в совокупности, обуславливает большое сопротивление движению при преодолении 

водной преграды. 

  
 

Рис. 1. Паромно-мостовая машина ПММ-2М в походном положении 

Fig. 1. Ferry-bridge machine PMM-2M in the stowed position 

 

Повышение скоростных характеристик можно обеспечить несколькими путями: измене-

ние параметров водоходного движителя, уменьшение сопротивления паромной техники за счет 

изменения обводов корпуса машины в сочетании повышением мощностных характеристик 

двигателя. Наиболее перспективным и наименее затратным является вариант модернизации во-

доходного движителя. 

Методы исследования. Параметры водоходного движителя определяются с учетом 

полного сопротивления и буксировочной мощности корпуса ПММ [2 - 4] на основе исходных 

данных, к которым относятся габаритные размеры и значение осадки ПММ (табл.1). 
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Таблица 1. Исходные данные для расчета параметров водоходного движителя 

Table 1. Initial data for calculating the parameters of the water propulsion 

 

Наименование параметра 

Parameter name 

Значение параметра 

Parameter value 

Длина, L, м 

Length, L, m 

Основной корпус 

Main body 
12,4  

Левый понтон 

Left pontoon 
12,1 

Правый понтон 

Right pontoon 
11,8 

Ширина, B, м 

Width, B, m 

Основной корпус 

Main body 
3,36 

Левый понтон 

Left pontoon 
3,36 

Правый понтон 

Right pontoon 
3,36 

Осадка с грузом 42,5 т, Т, м 

Draft with a load of 42.5 t, T, m 

Основной корпус 

Main body 
1,8 

Левый понтон 

Left pontoon 
0,62 

Правый понтон 

Right pontoon 
0,62 

Величину смоченной поверхности корпуса ПММ необходимо определять с наиболее 

возможной точностью, поскольку сопротивление движению изменяется прямо пропорциональ-

но величине смоченной поверхности, при этом очевидно, что поверхность подводной части 

данной машины нельзя представить в виде явной функции от координат, вычислить её площадь 

аналитически невозможно, поэтому для вычисления смоченной поверхности необходимо при-

менять приближённые методы расчета. 

Площадь смоченной поверхности без учета выступающих элементов определяется по 

зависимости (1): 

Ω = 2
𝐿

𝑛
∑ (𝑙𝑖 −

𝑙0−𝑙𝑛

2
)𝑛

𝑖=0 ,     (1) 

где 𝐿 – длина парома; n – число теоретических шпангоутов; l – полудлина спрямленного 

теоретического шпангоута 

Данная формула не учитывает влияния продольной кривизны обводов корпуса машины 

на величину смоченной поверхности, но это влияние незначительно (примерно 1÷1,15%), по-

этому никаких поправок в расчёт не вводится. Результаты расчета сведены в табл.2. 

Таблица 2. Расчет площади смоченной поверхности 

Table 2. Calculation of wetted surface area 

 
№ сече-

ния 

Section 

No. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ∑ 
Поправка 

Amendment 
∑исп  

Т 1=1,8 

ОК 
- 1,33 2,35 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 2,69 2,52 2,18 26,11 2,875 23,23 83,9 

Т2=0,62 

ПП 
- 1,34 2,08 2,08 2,08 2,08 2,08 2,08 2,08 2,08 2,08 20,09 2,875 17,22 33,1 

Т 3=0,62 

ЛП 
- - 2,08 2,08 2,08 2,08 2,08 2,08 2,08 2,08 2,08 18,75 2,875 15,87 33,1 
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Таким образом, суммарная площадь смоченной поверхности: 

Ω =∑Ω1Ω2Ω3 = 83,9 + 33,08 + 33,08 = 150,073 м2 .  

Для верификации значения смоченной поверхности, полученной путем расчета по фор-

муле (1), предложена трехмерная модель ПММ-2М с отсечением плоскостью, расположенной 

на уровне ватерлинии при нулевом дифференте, для определения площади смоченной поверх-

ности корпуса. 

Смоченная поверхность, определенная в ПК КОМПАС 3D, составила 158 м
2
 (рис. 2). 

Сходимость результатов расчета составила 95%.  

 
Рис. 2. Площадь смоченной поверхности, определенная в ПК КОМПАС-3D 

Fig. 2. The Wetted surface area determined in the KOMPAS-3D PC 

Суммарная площадь смоченной поверхности необходима для расчета полного сопротив-

ления корпуса машины, включающего сопротивление трения и сопротивление давлений. 

Сопротивление трения обусловлено влиянием вязкости жидкости и рассчитывается с 

учётом состояния поверхности корпуса машины. Оно включает также влияние неидеальности, 

с точки зрения судостроения, поверхности корпуса машины. Одним из главных участков со-

противления на ПММ является наличие полностью погруженных гусеничных движителей. 

Учитывая, что сопротивление трения и сопротивление формы обусловлены вязкостью, они мо-

гут быть объединены в одну составляющую, которую принято называть вязкостным сопротив-

лением. 

Разделение полного сопротивления на сопротивление давлений и сопротивление трения 

основано на учёте физического различия элементарных сил, действующих на поверхность ма-

шины. В данном случае, из-за недостаточности полных сведений сопротивления сложных об-

водов данной машины (корпусные детали, покраска, не предназначенная для минимального со-

противления поверхности, выступающие гусеницы и т.п.) ими пренебрегается с учетом даль-

нейшей возможной поправки по геометрии корпуса ПММ. 

Расчет полного сопротивления и буксировочной мощности рассчитывается на основе 

диаграмм серийных испытаний моделей судов с возможными поправками на геометрию па-

ромно-мостовой машины. 

Для расчёта полного сопротивления движению судна следует рассчитать соответствую-

щие заданным скоростям коэффициенты сопротивления трения, ввести поправочные коэффи-

циенты на шероховатость и на наличие выступающих частей корпуса. Сумма этих коэффици-

ентов и коэффициента остаточного сопротивления определяет коэффициент полного сопротив-

ления рассматриваемого корпуса парома, используемый далее для расчета полного сопротив-

ления корпуса ПММ и буксировочной мощности для случая движения на тихой воде.  

При расчете данных параметров, применимых к обводам корпуса ПММ-2М, использует-

ся приближение в расчетах дебаркадеров и сложных форм плавучих земснарядов, однако необ-
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ходимо учитывать, что поскольку скоростной параметр для судов подобного типа не имеет 

смысла, они никогда не испытывались в аэродинамической трубе и испытательном бассейне. 

Это, в свою очередь, не позволяет оценить степень адекватности существующих методик ре-

альным объектам. 

Расчет полного сопротивления корпуса ПММ включает в себя определение числа Фру-

да, поправочных коэффициентов, учитывающих тип судна, числа Рейнольдса, коэффициентов 

трения, сопротивления трения, остаточного сопротивления, полного сопротивления и буксиро-

вочной мощности. 

Результаты расчета зависимости полного сопротивления корпуса ПММ от скорости 

движения на воде Rx = f(Vs) при постоянном значении осадки представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Зависимость полного сопротивления парома от скорости движения на воде 

Fig. 3. Dependence of the ferry impedance on the speed of movement on water 

Следует отметить, что расчет сопротивления корпуса и буксировочной мощности про-

водился по методикам, предложенным для судов с обтекаемыми формами подводной части 

корпуса. Значение большинства коэффициентов, определяемых из диаграмм (коэффициент, 

учитывающий влияние относительной длины 𝜓 = 𝐿 √𝑉
3
⁄ , коэффициента продольной полноты φ 

= δ/β, отношение ширины к осадке B/T), приходится экстраполировать, что дает существенную 

погрешность в определении искомых параметров. Для получения более точных значений со-

противления корпуса необходимо применять специализированные CAE-пакеты, такие как Ansys 

(модули CFX и Fluent), FlowSimulation, FlowVision и т.д. [5-12]. 

По полученным данным значения сопротивления корпуса ПММ в соответствии с из-

вестными методиками [13-17] определяются параметры водоходного движителя, проводится 

профилирование лопастей винта и строится его трехмерная твердотельная модель. Результат 

расчета гребного винта представлен в виде трехмерной модели (рис. 4 а). 

На тяжелой водоизмещающей машине трудно получить высокий КПД гребного винта, 

если он приводится от сравнительно высокооборотного двигателя. Винт в этих случаях работа-

ет с большим скольжением и не развивает необходимый упор. Установка кольцевой насадки 

позволяет решить эту проблему и повысить скорость судна на 5-8%. При скоростях около 

20 км/ч установка насадки нецелесообразна, поскольку резко возрастает сопротивление. Про-

ектная скорость ПММ составляет порядка 12 км/ч, соответственно, применение насадки на 

данной технике целесообразно и актуально, поскольку она является хорошей защитой гребного 

винта от повреждений и, благодаря постоянному заполнению водой, не позволяет ему обна-

житься при килевой качке. Трехмерная твердотельная модель спроектированной насадки сов-

местно с гребным винтом представлена на рис. 4 б. 
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Рис. 4. Трехмерная CAD-модель гребного винта: 

а – гребной винт; б – гребной винт в кольцевой насадке 

Fig. 4. Three-dimensional CAD-model of the propeller: 

a - propeller; b - propeller in an annular nozzle 

Построенные трехмерные модели необходимы для моделирования рабочих процессов, 

протекающих в гребном винте с насадкой, в ПК Ansys [18-20]. Строится расчетная область те-

чения рабочего тела, и далее в модуле Mesh расчетная область разбивается на сетку, состоящую 

из тетраэдрических элементов, количеством 3,8 млн. ячеек (рис. 5).  

 

 
 

Рис. 5. Общий вид КЭ модели расчетной области в разрезе 

Загущение сетки в районе гребного винта увеличено 

Fig. 5. Sectional view of the finite element model of the computational domain 

Propeller mesh thickening increased 

В модуле CFX-Pre расчетная модель настроена со следующими параметрами: 

– плотность воды ρ=1000 кг/м
3
; 

– динамическая вязкость μ=0,001 Па·с; 

– моделирование течения через гребной винт проводится в режиме Frozen Rotor; 

– расчеты проводятся при стандартных атмосферных условиях: р=101325 Па, Т=288К; 

– в расчетах используется модель турбулентности k-ε. 

Расчет гребного винта в кольцевой насадке в процессоре CFX-Solver проводится до по-

лучения погрешности не более 10
-5

 по каждому из гидродинамических параметров (скорость, 

давление, массовый расход, параметры турбулентности).   

Результаты расчета представлены на рис. 6–8. 
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Рис. 6. Вектора скорости в проточной части водоходного движителя 

Fig. 6. The velocity vector in the flow part of the water  propulsion device 

 
Рис. 7. Эпюра распределения давлений в проточной части водоходного движителя 

Fig. 7. Diagram of the distribution of pressure in the flow part of the water propulsion 

 

Рис. 8. Вектора скорости на поверхности лопастей гребного винта 

Fig. 8. Speed vectors on the surface of the propeller blades 

Обсуждение результатов. Анализ результатов численного моделирования позволяет 

получить представление о процессах и явлениях, протекающих в водоходном движителе па-

ромной машины, и определять возможные направления параметрической оптимизации водо-

ходных движителей. По направлению векторов скоростей можно судить о безотрывном тече-
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нии рабочего тела в проточной части водоходного движителя, а по картине распределения дав-

лений – о нагрузках, действующих на определенные элементы конструкции водоходного дви-

жителя.  

Предлагаемый вариант математической модели позволяет рассчитывать параметры во-

доходного движителя для ПММ с учетом специфики эксплуатации данной техники. Рассчитан-

ный вариант гребного винта обеспечивает повышение тяги на 36%, позволяет развить большую 

скорость движения по воде и значительно снизить радиус циркуляции ПММ при маневрирова-

нии на воде. 

Вывод. Параметрическая оптимизация водоходных движителей для увеличения скоро-

сти движения, маневренности на воде и создаваемой тяги является наименее затратным и 

наиболее эффективным для эксплуатантов подобной техники вариантом, при этом, необходимо 

отметить, что создание, верификация и апробация методик по совместному расчету элементов 

«корпус-водоходный движитель-силовая установка» позволят обеспечить синергетический эф-

фект для существенного повышения скоростных и маневренных характеристик судов подобно-

го типа и сформировать научно-технический задел для создания перспективных образцов па-

ромной техники российского производства. 
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СОСТОЯНИЕ И ПЕРСПЕКТИВЫ РАЗВИТИЯ ТЕХНИЧЕСКОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

КРИОТЕРАПЕВТИЧЕСКОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ 
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Резюме. Цель. Общее криотерапевтическое воздействие на тело человека охлаждающим 

газом (ОГКВ) – физиотерапевтический метод, положительный эффект которого доказан бо-

лее чем 40 годами использования (в том числе и в России, является одним из лидеров в данной 

области). Целью исследования являлась оценка перспектив развития технического обеспечения 

криомедицинского воздействия на органы человека. Метод. В работе представлены обзор и 

анализ текущего состояния технического обеспечения данного криометода. Результат. По-

казаны перспективы развития метода и направления для совершенствования оборудования. 

Отмечается, что развитие ОГКВ ограничивают, в первую очередь, недостаточная точность 

проведения криовоздействий и относительно высокая их стоимость. Вывод. Низкотемпера-

турное терапевтическое оборудование потенциально может располагаться не только в ме-

дицинских, косметологических, спортивных учреждениях, но и в офисных центрах. Ключевым 

в данном направлении является развитие возможностей технического обеспечения, которое в 

дальнейшем позволит практикующим специалистам осуществить следующий импульс разви-

тия методик применения ОГКВ в направлении массового использования данного физического 

фактора в медицине. 
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Abstract. Objective. General cryotherapy effect on the human body with cooling gas is a physio-

therapy method, the positive effect of which has been proven for more than 40 years of use (including 

in Russia, which is one of the leaders in this field). The objective of the study was to assess the pro-

spects for the development of technical support for cryomedical effects on human organs. Methods. 
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The work presents an overview and analysis of the current state of the technical support of this cryom-

ethod. Results. The prospects for the method development and directions for improving the equipment 

are shown. It is noted that the development of the method is limited primarily by the lack of accuracy 

of cryotherapy and relatively high cost. Conclusion. Low-temperature therapeutic equipment can po-

tentially be located not only in medical, cosmetology, sports facilities but also in office centers. The 

key in this direction is the development of technical support capabilities, which will further allow 

practitioners to impulse the development of methods for applying cryotherapy with cooling gas in the 

mass use of this physical factor in medicine. 
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Key words: cryotherapy, general cryotherapy, cryosauna, cryoagent, vapor compression refrig-
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Введение. Использование холода в медицине известно с древних времен. Это один из 

нескольких традиционных методов оздоровления и облегчения физических страданий. 

В древней Греции, Персии, Римской империи, на Руси снег, смеси воды со льдом, холодная во-

да и другие источники холода, применялись (как и могут применяться сегодня) для профилак-

тики и лечения широкого спектра травм и заболеваний [1, 11, 17, 19]. С течением времени, по 

мере развития цивилизации, техническое обеспечение данного вида физиотерапии развивалось. 

Наибольший импульс роста, как применения, так и развития такого оборудования наблюдался 

во второй половине XX века [2,18]. Следствием развития техники было развитие методик ее 

применения.  

Постановка задачи. С развитием конкурирующих с холодом фармакологических 

средств, а также других физиотерапевтических методов в настоящее время область применения 

криомедицинского метода сузилась, однако сохраняются перспективы к его преобразованию 

для удовлетворения потребностей медицины будущего, для раскрытия которых необходимо 

повышать степень автоматизации и индивидуализации криовоздействия, чтобы «искусство 

врачевания» в данном случае становилось «ремеслом» [3, 21]. 

В зависимости от необходимости, охлаждать человека возможно, как локально (отдель-

ную область организма), в целях терапии, криохирургии, криоконсервации, гипотермии и т.п., 

так и большую его часть – осуществлять общее охлаждение организма (только внешней его по-

верхности – с терапевтическими целями, либо вглубь – с целью осуществления общей гипо-

термии). Возможны также промежуточные методы общего охлаждения (например, моржевание 

– регулярное зимнее плавание в ледяной воде) [1,2,14]. 

С точки зрения низкотемпературной техники наибольший интерес вызывает терапевти-

ческое общее газовое криовоздействие (ОГКВ, иначе называемое общей криотерапией), при 

проведении которого используется специализированное оборудование. ОГКВ – кратковремен-

ное охлаждение газом поверхности тела человека (за исключением наиболее чувствительных к 

холоду частей, закрытых защитной экипировкой и иногда головы и шеи, находящихся в таком 

случае в обычных условиях окружающей среды). Учитывая естественные преграды для тепло-

обмена (например, в виде волосяного покрова), всего криовоздействию подвергается более по-

ловины поверхности тела пациента. Характерная длительность – 3 минуты. Цель – осуществить 

неглубокое охлаждение, понизив температуру поверхности тела до минимально безопасных 

значений, и одновременно с этим добиться неспецифического для человеческого организма по-

нижения температуры покровных биологических тканей (кожи, жира, мышц, а также рецепто-

ров нервной системы и капилляров сердечно-сосудистой системы), сопровождающегося после-

дующим ответом организма. Эффективность применения охлаждающего газа по сравнению с 

водой обусловлена его низкой теплоемкостью, которая позволяет снижать опасность общего 

переохлаждения. Однако она же требует интенсификации конвективного теплообмена, напри-

мер, значительного увеличения температурного напора между охлаждающим газом и пациен-

том (начальный температурный напор может превышать 170°С).  
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Основоположником ОГКВ считается японский врач Тосимо Ямаучи. Основными стра-

нами-разработчиками стали Германия (Р. Фрике), Польша (З. Загробельный) и СССР (Г.А. Го-

ловко, А.Ю. Баранов, Е.В. Майстрах, Ю.М. Губачев, И.С. Чернышев) [3, 7, 10]. ОГКВ применя-

ется в различных областях профилактики и медицинской помощи [3, 4, 7, 10, 19], вызывает как 

локальные эффекты (положительное влияние на суставы, кожный покров и т.п.), так и обще-

укрепляющие (эффект нейрокриостимуляции – воздействия на нервную систему с целью зака-

ливания организма). ОГКВ остается перспективным, но дорогим в применении и недостаточно 

оптимизированным с точки зрения точности дозирования методом. 

Методы исследования. Установки ОГКВ состоят из трех основных частей [13]: испол-

нительного устройства (в котором находится человек, ИУ), блока охлаждения газа (БО) и блока 

управления (БУ). Исполнительные устройства применяются двух типов – с закрытым верхом – 

в них воздействию подвергаются в том числе голова и шея (рис.1, «whole body cryotherapy») и 

открытым верхом (рис. 3, за рубежом такое применение называется «partial body cryotherapy». 

Также они проектируются для проведения индивидуальных и групповых процедур. БО приме-

няются на основе жидкого азота (температура газа на входе в кабину до минус 140 °С) и кас-

кадных холодильных машин (температура газа в камере до минус 105 °С). Блоки управления 

современных установок имеют минимальный функционал для обеспечения выполнения про-

грамм охлаждения, оттайки и захолаживания, а также реализации человеко-машинного интер-

фейса.  

Первыми, в 70-е годы ХХ века, в Японии по аналогии с низкотемпературными холо-

дильными камерами были разработаны большие установки с азотными газификаторами, сосу-

дами Дьюара большой емкости. ИУ таких установок похоже на сауну, они получили название 

«криосаун» (рис. 1).  

 
а) Установка KRUOCAMBER  (жидкий азот)             a) Installation KRUOCAMBER (liquid nitrogen) 

 
б) Установка ARCTIC (жидкий воздух)  

b) ARCTIC unit (liquid air) 

 
в) Установка ARCTIC (жидкий воздух)                                                        

c) ARCTIC unit (liquid air) 

Рис. 1. Установки общего газового криовоздействия (запас жидкого хладоагента,  

групповое ИУ) 

Fig. 1. Installations of general gas cryoinfluence (stock of liquid refrigerant, group IV) 

Высокая стоимость такого криогенного оборудования и потребность в поставках жидко-

го азота послужили импульсом для применения каскадных холодильных машин (Германия). 

Однако, и в данном случае, как высокие капитальные и эксплуатационные затраты при приме-

нении установок с групповыми ИУ, так и накопленный опыт их медицинской эксплуатации, 

привели к разработке индивидуальных установок с применением жидкого азота (в начале 90-х 

годов ХХ века) или с двухкаскадной холодильной машиной (в Германии в начале XXI века). В 

РФ параллельно были разработаны два типа таких установок (жидкий азот): в Санкт-
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Петербурге д.т.н., проф. А.Ю. Барановым, и в Москве под руководством доктора Чернышева 

Е.В. Первая установка осуществляет «partial body cryotherapy» (производитель НПП «Крион», 

многократно копировались различными зарубежными производителями, и являются наиболее 

распространенными на мировом рынке), вторая – «whole body cryotherapy» (текущий произво-

дитель ГРАНД-Крио). Сегодня в разных странах применяются практически все ранее разрабо-

танные серийные и опытные образцы установок ОГКВ. Основные производители такого обо-

рудования: НПП Крион, ГРАНД-Крио (Россия), MECOTEC, Zimmer Medizin Systeme (Герма-

ния), JUKA, Asperia Group, Kriosystem Life, METRUM (Польша), Cryo Manufacturing (Франция). 

Установки также производят другие компании в США, Китае, Корее, Украине, Финляндии, 

Франция, Швеции и других странах [10, 11, 19].  

Примером установки ОГКВ (жидкий азот, жидкий воздух) с групповыми ИУ (рис. 1) 

является польская KRUOCAMBER. Источником холода для таких установок является запас 

жидкого азота или воздуха (установка ARCTIC [22]), поступающего в теплообменный аппарат 

из криогенного резервуара за пределами здания. Сравнение энергозатрат при проведении ОГКВ 

в подобных групповых и индивидуальных азотных криосаунах [9] показало, что на одну проце-

дуру в такой установке требуется в 1,5 раза больше электроэнергии и криоагента. Потребляе-

мая электрическая мощность 1-2 кВт. Установка рассчитана на одновременное посещение 6 

пациентами, имеет предкамеру с температурой минус 60 °С и основную камеру - от минус 100 

до минус 150 °С. Рабочей средой в камере является воздух, охлаждаемый в теплообменном ап-

парате, расположенном за фальш-панелями в стене камеры.  

Установки ОГКВ (трехкаскадные холодильные машины) с групповыми ИУ. При-

мером такой установки (рис. 2) является CrioSpaceCabin компании «Zimmer MedizinSysteme 

GmbH» (Германия). 

 

 
а) общий вид установки «CrioSpaceCabin»   
a) general view of the "CrioSpaceCabin" installation 
(1 – процедурная камера treatment chamber; 2 – предкамера anteced-

ent;   3 – трехкаскадная холодильная машина three-stage refrigerating 

machine;   4 – электрошкафы силового управления- power control 
electrical cabinets; 5 - конденсатор capacitor)  

б) внешний вид холодильного агрегата   установки 

b) appearance of the refrigeration unit of the installation 

Рис.2. Установки общего газового криовоздействия (трехкаскадные холодильные машины,  

групповое ИУ) 

Fig. 2. Installations of the general gas cryoinfluence (three-stage refrigerating machines, group IU) 

Источником холода в установке является трехкаскадная холодильная машина. На прак-

тике установку приходится захолаживать один раз на несколько дней непрерывной работы. По-

требляемая электрическая мощность до 20 кВт. ИУ может быть выполнено в виде двух или 

трех камер (шлюзы) с различной температурой. Установка рассчитана на одновременное посе-

щение 5-ю пациентами. Основная камера рассчитана на температуру среды до минус 110 ºС 

(воздух в конце процедуры нагревается до -90°С...-85°С). Испаритель располагается под потол-

ком и вдоль стены основной камеры. Воздух при этом циркулирует через решетки в стенках на 

уровне пола. Это позволяет добиться достаточно равномерного распределения температур в 

ИУ. Опыт процедур показывает, что при таких температурах пациент может дышать холодным 
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воздухом без вреда для здоровья, однако из-за большого количества инея в воздухе видимость 

при воздействии недостаточная. В РФ всего около 20 установок такого типа. 

 

Установки ОГКВ (жидкий азот) с индивидуальным ИУ 

 

             
            а) внешний вид установки 

            a) installation appearance 

 
б) криовоздействие 

b) cryotherapy 

 

Рис.3. Установка КАЭКТ-01 (НПП «Крион», г. Санкт-Петербург) 

Fig. 3. Installation KAEKT-01 (NPP «Krion», St. Petersburg) 

 

В установках типа «КАЭКТ-01-Крион» (рис.3) охлаждение газа происходит путем сме-

шения комнатного воздуха с кипящим азотом в контактном тепломассообменном аппарате, в 

результате чего температура газа на входе в ИУ составляет от минус 130 до минус 150ºС [7-10, 

20]. Время выхода установки на режим составляет от 3 до 5 минут.  Голова пациента не контак-

тирует с газовой смесью, ИУ выполнено в виде теплоизолированного бассейна и в верхнем се-

чении свободно сообщается с атмосферой. На одну процедуру требуется от 5 до 6 литров жид-

кого азота. 

Блок управления установки имеет следующий функционал: автоматическая осушка; 

таймер процедуры, запуск и выключение вентилятора; индикация температуры. Имеет в соста-

ве: пульт дистанционного управления, индикатор температуры, датчики (термопары на входе, 

выходе из кабины, в жидком азоте).  

НПП «Крион» произвело более 800 установок. Опытный образец наиболее простой кон-

струкции (рис. 4, а) - Криофуро Головко. ИУ такого аппарата имеет вид прямоугольного бас-

сейна. Преимуществами данной конструкции являлись простота, быстрый выход на режим, мо-

бильность. Недостатками: отсутствие возможности регулировать и контролировать воздей-

ствие, риск удушья, низкая эргономичность. Данная конструкция не получила широкого рас-

пространения. 

Установка Icequeen («ГРАНД-Крио», (рис. 4, б-г) реализует принцип «whole body 

cryotherapy». Охлаждение происходит смесью азота и воздуха (в контактном тепломассообмен-

ном аппарате происходит смешивание воздуха и кипящего азота). В сосуде Дьюара создается 

избыточное давление и жидкий азот поступает в теплообменник колонны системы подготовки 

криогенного газа [15]. Полученный таким образом криогенный газ нагнетается внутрь ИУ по 

системе каналов и с помощью сопел, расположенных вертикальными рядами в верхней и сред-

ней частях ИУ, равномерно распределяется вдоль внутренней поверхности стенок корпуса ИУ, 

воздействуя на кожные покровы пациента. 
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а) Криофуро Головко  

a) Kriofuro Golovko 

 
б) Человеко-машинный интерфейс  

b) Human-machine interface 

 
в) внешний вид  

v) appearance 

 
г) схема  

g) scheme 

Рис. 4.  Криофуро Головко и установка Icequeen («ГРАНД-Крио», г. Москва) 

Fig. 4. Cryofuro Golovko and Icequeen installation (GRAND-Cryo, Moscow) 

 

В рабочем пространстве могут поддерживаться температуры от минус 130 до минус 

160ºС. Данная установка является модернизацией установки Криомед-20/150-01 [16]. По дан-

ным [6] разность температур по высоте таких установок составляет около 20 ºС, что подтвер-

ждает более равномерное распределение температуры в установках такой конструкции. Кроме 

того, Криомед-20/150-01 была снабжена тремя штатными датчиками температуры, два из кото-

рых расположены в ИУ и один на выходе из теплообменного аппарата. Это позволяет следить 

за температурой газа в течение процедуры, однако контроля температуры тела пациента не 

предусмотрено.  

Новая установка совершеннее старой по времени выхода на режим и выполнена совре-

меннее в части дизайна. Расход азота составляет около 5 л на процедуру. Блок управления со-

держит современный человеко-машинный интерфейс (рис. 4 б) и выполнен из современных 

комплектующих.   

 Установка ОГКВ (двухкаскадная холодильная машина) с индивидуальным ИУ 

(рис.5). Последним концептуальным нововведением в данной области низкотемпературной 

техники был переход к применению индивидуальных ИУ в установках с каскадными холо-

дильными машинами в 2005 г. компанией MecoTec GmbH в Германии (заправка R404a – 2,5 кг, 

R508b – 2,9 кг, потребляемая электрическая мощность 8-10 кВт). Однако, в данных камерах под 

тепловой нагрузкой криовоздействия температура воздуха повышается с -85 до -60..-70 °С, что 

не обеспечивает необходимого теплоотвода от пациента в условиях, приближенных к есте-

ственной конвекции (необходимо отводить не менее 1,5-2 кВт).  

Согласно результатам вычислительного эксперимента, такой уровень температур и ско-

ростей газа не позволяет получить полезный эффект при проведении процедуры ОГКВ [5], тем 
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не менее установка применяется в медицинской практике. Холодильная машина располагается 

отдельно от камеры в металлическом шкафу, испаритель находится в потолочной части.  

Подобная конструкция имеет потенциал для регулирования режимов охлаждения, что 

немаловажно для более эффективного проведения ОГКВ. В установке также учтена возмож-

ность визуального контроля процедуры за счет наличия стеклянной двери с электроподогревом 

для предотвращения конденсации влаги. Установка имеет штатный датчик температуры среды, 

однако контроля температуры объекта не предусмотрено. 
 

 
а) структура установки  

a) installation structure 

 

 
б) фото криовоздействия 

b) photo of cryotherapy 

 
в) иней в ИУ  

v) frost in the IC 

  
г) температура газа в конце воздействия 

g) gas temperature at the end of exposure 

 
д) внешний вид холодильного агрегата 

d) appearance of the refrigeration unit 

 
е) холодильный агрегат 

e) refrigeration unit 

 

Рис.5. Установка Criohome (MecoTec GmbH, Германия) 

Fig. 5. Criohome plant (MecoTec GmbH, Germany) 

 

Основные современные тенденции в разработке новых образцов оборудования ОГКВ 

(рис. 6-7): повышение мобильности установок, применение современных информационных 

технологий человеко-машинного интерфейса, расширение типов объектов охлаждения, совер-

шенствование внутренних элементов конструкции и её внешнего вида. 
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           а) внешний вид мобильных  установок  

(Франция, Германия) 

a) The appearance of mobile units (France, Germany) 

 
 б) Установка RevoCryo (США): мобильная,  

с надувным ИУ  

b) RevoCryo installation (USA): mobile, with inflatable PS 

Рис.6. Тренды в развитии мобильных установок общего газового криовоздействия  

Fig. 6. Trends in the development of mobile installations for general gas cryoinfluence  

 
а) Установка CryoCabin (Финляндия) с установленной 

тепловизионной камерой и большим  

человеко-машинным интерфейсом 

a) Installation CryoCabin (Finland) with an installed 

thermal imaging camera and a large man-machine  

interface 

 
б) Установка REVIVE (Дубай) большой  

производительности для ветеринарии 

b) Plant REVIVE (Dubai) of high performance  

for veterinary medicine 

 
в) Установка Cryo Arctic (Польша): у двери опускается 

стекло, нет контакта с парами азота (потребление 12 

литров азота на процедуру) 

v) Installation Cryo Arctic (Poland): glass is lowered at 

the door, there is no contact with nitrogen vapor 

(consumption of 12 liters of nitrogen per procedure) 

  
г) Установка компании СryoEco (Франция), 

индивидуальное ИУ, трехкаскадная холодильная машина 

(до -110°C, потребляемая мощность 5,5 кВт). 

g) Installation by CryoEco (France), individual IU, three-

stage refrigeration machine (down to -110 ° C, power 

consumption 5.5 kW). 

Рис.7. Тренды в развитии установок общего газового криовоздействия  

Fig. 7. Trends in the development of general gas cryoinfluence units 
 

Обсуждение результатов. С точки зрения анализа блоков охлаждения установок 
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ОГКВ, крупные установки, использующие массивные теплообменные аппараты (жидкий азот-

воздух или жидкий воздух-воздух) ввиду высоких капитальных и эксплуатационных затрат на 

данный момент устарели. Сегодня, в установках с индивидуальным ИУ применяют два типа 

тепломассобменных аппаратов БО. В установке КАЭКТ-01 применяется принцип подхватыва-

ния потоком более теплого газа из канала рециркуляции кипящего жидкого азота. Аппарат по-

казал свою работоспособность, однако имеет большие габариты и теплоемкость (материалоем-

кость). Тепломассообменный аппарат установки Icequeen более компактен, он содержит смеси-

тельную камеру («циклон»), в которой распыляется жидкий азот, поступающий под избыточ-

ным давлением из сосуда Дьюара, содержащего электронагреватель. В аппарате и системе по-

дачи газа в ИУ применяются современные материалы (сам корпус ИУ и боковые колонны - 

аналог пластиковой гидромассажной ванны). В этом направлении перспективно проводить ис-

следования в части регулирования работы БО. Что касается применения ПКХМ, применяются 

стандартные холодильные агрегаты, без их модификации для учета особенностей ОГКВ. Их 

основное преимущество, по сравнению с азотными системами – отсутствие необходимости ор-

ганизовывать доставку криогенной жидкости. Недостатки следующие. Каскадные (или смесе-

вые) циклы с температурой кипения от -90 до -110 °С плохо подходят для условий кратковре-

менных непостоянных воздействий.  

Стоимость холодильных агрегатов значительно выше, чем стоимость азотного тепло-

массобменного аппарата и его обвязки (табл. 1).  
Таблица 1.Основные характеристики установок общего газового криовоздействия 

Table 1. The main characteristics of the installations of the general gas cryotherapy 

Показатели Indicators 

 

КАЭКТ-01 «Кри-

он» 

Icequeen CRIOHOME Cryo Space Cabin 

Ориентировочная стоимость 

установки по ценам 2020 

года, млн. руб.  

Estimated cost of installation 

at 2020 prices, mill.rubl. 

от 1,5 

 

3 более 14,0 более 20,0 

Расход азота на процедуру, 

кг  

Nitrogen consumption for the 

procedure, kg 

до 6 до 5 - - 

Время запуска установки, 

мин 

Installation start-up time, min. 

от 3 до 5 около 3 от 120 до 240 от 240 до 400 

Средняя температура в ка-

мере при процедуре, °С  

Average temperature in the 

chamber during the procedure, 

° С 

 

-120...-130 -130…-140 -70 -100 

Потребляемая электриче-

ская мощность, кВт 

Consumed electric power, kW 

1,5 1,5 8,5 15,0 

В этом направлении перспективно проводить исследования по повышению температуры 

охлаждающего газа с целью добиться применения одноступенчатого холодильного цикла и 

рассматривать такие БО как альтернативные азотным. Альтернативой же применению ПКХМ 

может быть применение разомкнутых циклов ВХМ. Однако прецедентов их использования в 

установках ОГКВ не выявлено. 

Исполнительное устройство установок ОГКВ является теплообменным аппаратом, 

предназначенным для кратковременного захолаживания поверхности объекта с высоким внут-

ренним влагосодержанием (следовательно, относительно высокой теплоемкости). Ключевыми 

недостатками их конструкций являются низкая степень учета особенностей объекта охлажде-

ния (неравномерность теплового потока по его внешней поверхности, различные размеры объ-
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ектов и т.п.) и высокая степень влияния внешнего теплопритока из помещений. Также темпера-

тура газа в ИУ нерегулируема.  Решением данных проблем может быть рассмотрение их кон-

струкции с точки зрения решения задач проектирования систем жизнеобеспечения типа «воз-

духораспределение в компактном помещении». То есть, перспективно было бы локально орга-

низовывать различную подачу газа к объекту охлаждения. А также с точки зрения повышения 

энергоэффективности, необходимо применять меры по снижению влияния смешения холодно-

го газа из ИУ с воздухом комнатной температуры (их плотность может отличаться до 3-х раз).  

Исторически, первыми ИУ были стандартные холодильные камеры. Их преимуществом 

остается достаточная для дыхания концентрация кислорода (дыхание должно быть медленное, 

через маску, чтобы не было переохлаждения дыхательных путей). В них не предусмотрено ин-

дивидуального подхода к подаче газа, однако интенсивность охлаждения можно менять, ис-

пользуя относительное движение объекта по отношению к газу (передвижение пациента). Од-

нако, для этого пространства низкотемпературных камер недостаточно. Для снижения тепло-

притока применяются шлюзовые камеры (значительно увеличивают объем установки). 

Устройств «запирания потока» типа устройств воздушной завесы дверного проема не применя-

лось. В таких камерах потенциально возможно установить локальные побудители потока 

(например, вентиляторы), для выполнения требований учета особенностей объекта охлаждения. 

С появлением индивидуальных ИУ азотных установок ОГКВ, конструкция их ИУ стала посте-

пенно специализироваться, все более напоминая специализированный аппарат. Ключевым не-

достатком открытых сверху в атмосферу ИУ является повышенная степень неравномерности 

охлаждения поверхности объекта охлаждения (снизу интенсивно охлаждается, сверху охла-

ждения нет). А ИУ с профилированным окном не позволяют объекту охлаждения двигаться, 

перемещаться, что также повышает неравномерность его охлаждения и несет за собой органи-

зационные трудности. Их текущее развитие находится на этапе теоретического исследования 

[5].  

С точки зрения блоков управления установок ОГКВ, ключевыми их недостатками яв-

ляются отсутствие возможности обеспечивать различные программы охлаждения, а также от-

сутствие мониторинга температуры объекта охлаждения. Потребитель нуждается в наличие 

различных «сценариев» охлаждения (от предельно простого и безопасного, до специфических 

физиотерапевтических вариантов).   

В рассмотренных установках (табл. 1) имеется в основном автоматизация пуска, стаби-

лизация режима подачи газа, сушка, таймер и быстрая остановка.  

Нет функций регулирования, контроля интенсивности охлаждения во время воздействия 

(что важно для развития методической базы применения ОГКВ на практике), не учитывается, 

что есть разные объекты (телосложение и др. возможные варианты группировки объектов 

охлаждения). Следовательно, нет автоматического контроля качества ОГКВ, и ввиду недостат-

ка автоматизации оборудование на местах эксплуатируется часто неграмотно, целевые режимы 

не соблюдаются. 

Вывод. ОГКВ не направлено на лечение пациентов, имеющих диагнозы из ряда наибо-

лее социально значимых заболеваний. Однако, наиболее перспективные задачи данного метода 

– не допустить угрожающего ухудшения здоровья пациента, либо без использования фармако-

логических лекарственных средств осуществлять локальное лечение покровных тканей, что 

обязательно должно быть среди приоритетных задач медицины будущего. Общий тренд про-

цесса научно-технического развития заключается в снижении издержек при выполнении акту-

альных для общества задач, что в данном случае выражается в снижении требований к индиви-

дуальной подготовке оператора оборудования (медицинского персонала) и в общем снижении 

потерь экономики ввиду выявления заболеваний только на поздних стадиях их развития за счет 

проведения профилактических мер и лечения без отрыва от профессиональной деятельности.  

Низкотемпературное терапевтическое оборудование потенциально может располагаться 

не только в медицинских, косметологических, спортивных учреждениях, но и в офисных цен-

трах. Однако, недостаточный учет особенностей различных людей (объектов охлаждения) ве-
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дет к неоптимальной парадигме использования данного относительно дорогостоящего метода 

лечения. В этом тренде, дальнейшее развитие ОГКВ ограничивают в первую очередь: недоста-

точная точность проведения воздействий (для учета индивидуальных особенностей различных 

пациентов и различных направлений применения метода, каждое из которых имеет свои осо-

бенности), что лежит в общем тренде потребности в повышении степени автоматизации крио-

воздействий, и относительно высокая стоимость, как процедур, так и оборудования. Ключевым 

в данном направлении является развитие возможностей технического обеспечения воздействия, 

которое бы позволило практикующим специалистам осуществить следующий импульс разви-

тия методик применения ОГКВ в направлении массового использования данного физического 

фактора в медицине. 
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АУТЕНТИФИКАЦИЯ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ НА ОСНОВЕ ТРЕХСТУПЕНЧАТОЙ  

МОДЕЛИ КЛАВИАТУРНОГО ПОЧЕРКА 

А.Р. Абзалов, И.И. Кашапов, А.Ю. Орлов, И.Р. Мамлеев 

Казанский национальный исследовательский технический университет  

им. А.Н. Туполева, 

420111, г. Казань, ул. Карла Маркса, 10, Россия 

 

Резюме. Цель. В статье предложена трехступенчатая модель, которая позволяет уве-

личить эффективность аутентификации при реализации систем дистанционного обучения, не 

только в системах автоматического прокторинга, но и в сложных информационных системах 

критически важных объектов. Метод. Увеличение эффективности аутентификации пользо-

вателей происходит за счёт увеличения точности аутентификации по клавиатурному почер-

ку. Результат. Предложенная модель поможет осуществить процесс разграничения доступа 

для мошенников и легальных пользователей, путём приспосабливания к малейшим изменениям 

параметров клавиатурного почерка, что позволяет увеличить точность аутентификации. Во 

время тестирования один из тестируемых пользователей был аутентифицирован при помощи 

сравнения девиаций, в то время как другие три пользователя были аутентифицированы при 

помощи критерия χ
2
. Оставшиеся пользователи не смогли пройти процедуру аутентификацию 

на всех этапах системы. Вывод. Проведено экспериментальное исследование, результаты ко-

торого показали высокую способность предложенной модели разграничения доступа для ле-

гальных пользователей и злоумышленников с учетом незначительных изменений параметров 

динамики нажатия клавиш, и повысить точность аутентификации пользователей. Досто-

верность аутентификации пользователей на практике составила 97,5%. 

Ключевые слова: дистанционное обучение, клавиатурный почерк, биометрия, аутен-

тификация, автоматический прокторинг 

 

USER AUTHENTICATION BASED ON THE THREE-STAGE KEYBOARDING MODEL 

A. R. Abzalov, I.I. Kashapov, A.Yu. Orlov, I.R. Mamleev 

A.N. Tupolev Kazan National Research Technical University, 

10 Karl Marx St., Kazan 420111, Russia 

 

Abstract. Objective. The article offers a three-stage model that allows increasing the effective-

ness of authentication in the implementation of distance learning systems, not only in automatic proc-

toring systems but also in complex information systems of critical objects. Methods. Increasing the 

effectiveness of user authentication is achieved by increasing the accuracy of authentication using 

keyboarding. Results. The proposed model will help to implement the process of access differentiation 

for fraudsters and legal users, by adapting to the slightest changes in the keyboarding parameters, 

which allows increasing the authentication accuracy. During testing, one of the tested users was au-

thenticated using a deviation comparison, while the other three users were authenticated using the χ
2
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criterion. The remaining users were not able to complete the authentication procedure at all stages of 

the system. Conclusion. The results of an experimental study showed the high ability of the proposed 

model of access control for legitimate users and attackers with some minor changes in the parameters 

of the keystrokes dynamics, improving the accuracy of user authentication. The user authentication 

reliability in practice was 97.5%. 

Keywords: distance learning, keyboarding, biometrics, authentication, automatic proctoring 

 

Введение. Несмотря на то, что задачи аутентификации и идентификации пользователей 

при работе в информационных системах, в том числе дистанционного обучения, достаточно 

изучены, они все еще остаются актуальными. Ранее созданные решения основываются на огра-

ниченном количестве средств и методов, таких как: электронные замки, а также технологии 

биометрической аутентификации и идентификации. Не так давно широкое распространение 

получил метод аутентификации, основанный на клавиатурном почерке, иначе говоря, харак-

терном наборе произвольного текста или парольной фразы на клавиатуре. 

Данный принцип аутентификации пользователей заключается в возможности анализа 

временных промежутков между нажатиями клавиш при вводе пароля. Эффект клавиатурного 

почерка создается благодаря осуществлению большинства манипуляций с клавиатурой на бес-

сознательном уровне. У каждого подготовленного пользователя, при многократном вводе од-

ного и того же пароля, формируется автоматический стереотип действий. 

Анализируемыми параметрами клавиатурного ввода являются: временные интервалы 

между нажатиями соседних клавиш, а также время нажатия каждой клавиши. В работах [1-5] 

приведены результаты исследований идентификации пользователей по клавиатурному почерку. 

Точность идентификации составляет более 97%. Помимо того, существует множество ино-

странных исследований.  

Примером может служить работа Е. Флиора и К. Ковальского и разработанная ими си-

стема идентификации, основанная на клавиатурном почерке. В результате их работы только 3 

из 8 пользователей были идентифицированы верно. А вероятность распознавания соответ-

ственно равна 37,5%. В то же время, Н. Д’Лим и Дж. Миталл получили результат в 12,5%, что 

соответствует лишь 1 распознанному пользователю из 8.  

Постановка задачи. Большинство современных систем аутентификации позволяют 

весьма точно определить конкретного пользователя, однако достигается это простой связкой 

логин и пароль. Аутентификация же пользователей по клавиатурному почерку не требует до-

полнительных привязок к пользователю, однако имеет при этом существенным недостатком – 

низкую точность. В работе представлена трехступенчатая модель увеличения точности аутен-

тификации по клавиатурному почерку, чьей основной задачей, помимо прочих, также является 

увеличение эффективности аутентификации в том числе и на сложных критически важных си-

стемах. 

Методы исследования.  

1. Исследование современных решений аутентификации пользователей с ис-

пользованием систем автоматизированного прокторинга 

1.1 Автоматизированный прокторинг. 

Центр тестирования – реальное место в физическом мире, где проходит первичная 

аутентификация пользователей, а затем и текущая, промежуточная или итоговая аттестация с 

применением технических средств тестирования. В центре тестирования проводится компью-

терное тестирование, в процессе которого специальные средства наблюдения фиксируют ме-

стоположение и действия пользователя.  

Существуют автоматизированные контрольные системы онлайн тестирования, которые 

позволяют выявлять так называемый «маскарад» или подмену тестируемого (ProctorEdu, Экза-

мус и др.). В таких системах обязательно присутствие человека – проктора, в чьи обязанности 

входит слежение за процессом и выявление нарушений в режиме реального времени.  

Пользователей верифицируют в два этапа: система сверяет фотографию, которую поль-
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зователь загружал во время подачи заявки на онлайн тестирование, с пользователем, находя-

щимся перед камерой. Система делает фотографию пользователя непосредственно перед он-

лайн тестированием и сравнивает её с эталоном. Однако данные системы прокторинга имеют 

недостатки: производительность зависит от количества прокторов, которые находятся онлайн 

или просматривают видеозаписи, при оценивании результатов тестирования происходит за-

держка по времени (нужно время, чтобы просмотреть видеозаписи, в случае асинхронного 

прокторинга,), сложно организовать работу большого количества прокторов, также проктор 

может оказаться недобросовестным или необязательным, что может сказаться на качестве про-

цесса. Стоит отметить, что, несмотря на указанные недостатки, подобные системы, в настоящее 

время, применяются в комплексных системах прокторинга, в частности, большинством амери-

канских вузов. 

Данное решение очень эффективно, но для его использования требуются материальные 

затраты на технические средства, для найма административного персонала, затраты на поме-

щение, в которых будут организовываться центры тестирования. Также данное решение не 

позволяет принимать участие в работе путём дистанционного метода и дает возможность для 

«подтасовки» результатов самого тестирования. 

В европейских странах, в связи с европейским менталитетом, законодательством и т.п., 

вопросы аутентификации пользователей в системах тестирования специалистами предметной 

области подробно не рассматриваются по причине отсутствия понимания возможного сговора 

о подмене легитимного пользователя для сдачи экзаменов (зачетов). 

1.2 Физиологическая биометрия. 

Данное решение позволяет аутентифицировать пользователей на основе их физиологи-

ческих данных (отпечатки пальцев, радужная оболочка, структура лица, и др.) с учетом разви-

тия систем искусственного интеллекта, нанотехнологий и т.п. Надежность такого решения за-

метна только на методах идентификации пользователей, которые берут за основу распознава-

ние радужной оболочки глаз [5-8], иные способы по мнению авторов работ Е. Флиорома и К. 

Ковальского, а также Н. Д’Лима и Дж. Миталла не подтвердили своей надежности. 

1.3 Поведенческая биометрия. 

Приведенное решение дает возможность аутентифицировать пользователей на основе их 

уникальных поведенческих характеристик (клавиатурный почерк, голосовой ритм, походка, 

характер подписи). В работах К. Ковальского, Е. Флиорома, Шарипова Р.Р. и Катасёва А.С. [9] 

был предложен метод на основе коэффициента корреляции (1), для сравнения напечатанных 

данных. 

 
 


n

i

n

i
ii

n

i ii tktkr
1 1

22
*/)*(

                                                                                     (1) 

 

k i  - вектор длины  𝑖 = 1, 𝑛, отражает разницу между отпусканием предыдущей и после-

дующим нажатием следующей клавиши в эталонной подписи;  t i  - вектор длины  𝑖 = 1, 𝑛, в нем 

сохраняются интервалы времени между нажатиями клавиш. Стоит отметить, что приведенное 

решение эффективно только при работе с небольшими объемами данных. 

Авторами работ [4, 8, 10] была предложена модель, основывающаяся на нейронной сети, 

которая учитывает частоту нажатия клавиш, движение мыши, время задержки нажатия клавиш 

и скорость набора текста [11]. 

По результатам исследований было выявлено, что пользователи были успешно аутенти-

фицированы в тех случаях, когда различие между текущими данными и сохраненным шабло-

ном было менее 10%. Данная модель содержит в себе модуль, обновляющий шаблон, каждый 

раз, в случае, если аутентификация была пройдена успешно. 

Пользователь в момент прохождения аутентификации может находиться в разном физи-

ческом и психологическом состоянии, и это может серьезно повлиять на ее результаты. В рабо-
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те предполагается, что клавиатурный почерк человека – фактор достаточно стабильный, огра-

ничения не рассматривались.  

Одной из будущих задач ставится разработка метода, который, для повышения точно-

сти, будет основываться на уровне логического сравнения. Его назначение заключается в со-

здании более качественного эталона, в котором бы могли учитываться индивидуальные осо-

бенности пользователей и отклонения, возникающие в связи с эмоциональным фоном пользо-

вателей. Именно такой метод позволит в будущем разработать непрерывную систему аутенти-

фикации пользователей, отслеживающую в том числе, и эмоциональный фон сотрудников кри-

тически важных объектов. 

В работе представлена трехступенчатая модель увеличения точности аутентификации, 

заключающаяся в трех последовательных этапах: 

1) Аутентификация на базе эталонных и текущих параметров пользователя; 

2) Аутентификация с помощью сопоставления параметров пользователя с соответ-

ствующими классами: легальные и нелегальные пользователи; 

3) Постоянная автоматическая адаптация критериев класса легального пользователя 

на базе рекуррентных вычислений. 

2. Трехступенчатая модель аутентификации пользователей по клавиатурному 

почерку. 

В информационных системах, находящихся в режиме онлайн, предлагается следующая 

трехступенчатая модель аутентификации. На рис.1 представлена схема трехступенчатой моде-

ли системы аутентификации пользователей. 

 
Рис. 1. Трехступенчатая модель аутентификации пользователей 

Fig. 1. Three-step user authentication model 

 

Перед тем, как начать пользоваться системой автоматического прокторинга, пользова-

тель должен авторизоваться в системе (ввести логин, пароль и другие параметры). Далее, 

успешно пройдя авторизацию, пользователь должен пройти аутентификацию, для чего измеря-

ются клавиатурные параметры пользователя, формируются эталоны по данным измерениям и 

выполняется процесс сравнения данных параметров пользователя по критерию сравнения цен-

тров распределения двух совокупностей при условии, что распределение параметров клавиа-

турного почерка будет подчиняться нормальному гауссовскому закону (стандартное отклоне-

ние) и проверке соответствия на критерий Хи-квадрат (χ^2). В случае если на первом этапе 

пользователю не удалось пройти аутентификацию, то на втором этапе происходит решение 

классовой задачи, чтобы сравнить текущие данные с данными классов пользователей.  

На третьем этапе данные пользователя обновляются на основе рекуррентного процесса. 

На рис. 2 приведена структурная схема трехступенчатой модели аутентификации пользовате-

лей. 

Параметры 
пользователя 

User parameters 

Трехступенчатая модель 
аутентификации 
пользователей 

Three-step user 
authentication model 

Аутентификация успешна 

Authentication successful 

 

Аутентификация 
неуспешна 

Authentication failed 
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Рис. 2. Детализация трехступенчатой модели аутентификации пользователей 

Fig.2. Detailing a three-step user authentication model 

 

Обсуждение результатов. Рассмотрим каждый уровень разработанной модели подроб-

нее. На статистическом этапе измеряются временные параметры клавиатурного почерка у 

пользователей, а также формируются эталоны для каждого пользователя. Они представляют из 

себя измерение среднеквадратических отклонений (СКО) и средних значений. После этого ана-

лизируются стандартные отклонения между эталонными значениями и входными данными. По 

формуле (2) вычисляется стандартное отклонение временных параметров работы пользовате-

лей на клавиатуре.  

                

 



n

i
jiN

S xх
1

2
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1

                                                                             (2) 

N - размер выборки временных параметров, S - стандартное отклонение, хi - текущее 

значение выборки, а jx
 - среднее значение параметров.  

Полученное значение S сравнивается с ранее сохраненным стандартным отклонением, 

рассчитанным на основе собранных данных каждого конкретного пользователя. В случае, когда 

разница между этими значениями незначительна, пользователь проходит проверку, иначе осу-

ществляется проверка критерия χ^2. 

Прохождение теста χ
2
 используется для опровержения или подтверждения гипотезы. В 

качестве гипотезы для теста в предлагаемой системе принимается предположение о том, что 

«Пользователь легальный». В данном тесте предполагается одна степень свободы, так как воз-

можны только два результата: пользователь либо легален, либо нелегален. Степень свободы 

используется при выборе критических значений в статистической таблице [12]. Значение выби-

рается исходя из желаемой точности. Для предложенной системы было выбрано значение, при 

котором уровень достоверности составлял 97,5%. Данный уровень показывает вероятность то-
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го, что решение об отклонении или принятии гипотезы верно.  

Для доказательства верности гипотезы необходимо сохраненное среднее значение атри-

бута передавать как ожидаемое значение, а среднее значение входного атрибута – как наблюда-

емое. Целью теста будет определение того, является разница между входным и сохраненным 

средними значениями следствием случайности или же она получена в результате иных особен-

ностей. Ниже приведена формула (3) [12], где 𝜒2 – критерий  Хи-квадрат, jx
 – наблюдаемое 

среднее значение времени, а 𝐿𝑖 – ожидаемое значение (среднее эталонное значение): 





iL

ij Lx )(
2

2


                                                             (3) 

Для принятия гипотезы, значение 𝜒2 должно быть меньше или равно критического зна-

чения, выбранному из статистической таблицы [2]. Если значение 𝜒2  больше критического 

значения, то пользователь отклоняется. В ином случае, пользователь принимается с вероятно-

стью 97,5%. Начинается следующая ступень модели аутентификации. 

На этапе классификации, фиксируется последовательность классифицируемых призна-

ков пользователей в процессе формирования априорного словаря классов. При этом самым ос-

новным в этом процессе остается выбор адекватного правила классификации характеристик. 

Эти правила должны соответствовать требованиям, предъявляемым к системе распознавания, 

зависящих от возможных решений, принимаемых системой управления при распознавании не-

известных ранее характеристик. После этого происходит определение параметров классов по-

средством разделения характеристик почерка на классы L1,…Lm. В пространстве наборных 

необходимо определить характеристик области Si, i=1, …, m, эквивалентные классам.  Рассмот-

ренный выше пример представлен на рис. 3. 

 
Рис. 3. Разбиение классов пользователей 

Fig. 3. Classification of user classes 

Таким образом, становится возможным определение границ областей Si, соответствую-

щих классам Li, по которым принимается решение.  

На рис. 3 представлено соответствующего разбиения. Легальные пользователи находят-

ся в области, параметры незарегистрированных или случайных пользователей – в области S2. 1 

– решающая граница. Задав разделяющие функции, можно проверить выполнения условий:  

Если F1(x1, x2)>F2(x1, x2) – то пользователь идентифицируется, как легальный, и если 

F1(x1, x2)<F2(x1, x2) - то это параметры пользователя, который распознается как «чужой» и будет 

игнорироваться системой. Иначе, если пользователь распознается, как «свой», параметры  и S 

обновляются, в соответствии с рекуррентными отношениями (4) (5): 
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                                                             (4), 

где N – количество наблюдений, jx
- среднее значение параметров конкретного поль-

зователя, хi - текущее значение параметров конкретного пользователя. 


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S ji xx

                                                   (5), 

где S – среднеквадратичное отклонение (новое). 

Экспериментальная часть. В качестве проверки трехступенчатой модели, были проведе-

ны статистические расчеты и экспериментальное исследование. Была выбрана эксперимен-

тальная группа из 8 студентов ИКТЗИ (институт компьютерных технологий и защиты инфор-

мации) КНИТУ-КАИ, все из них владеют десятипальцевым слепым набором на клавиатуре. 

Первым этапом испытуемым предлагалось авторизоваться на web-сайт, созданный под цели 

эксперимента. В результате чего были сформированы эталоны данных пользователей. При ав-

торизации студенты вводили свои ФИО, специальность, год обучения, направление их подго-

товки, после чего перенаправлялись на другую страницу. Далее студентами осуществлялся 

ввод готовых текстов, которые представляли собой заранее подготовленные предложения, за-

ранее не известные тестируемой группе. 

После чего, введённые данные тестируемой группы были собраны на стороне клиента из 

web-формы: при печати символов на клавиатуре студентами, программа-обработчик обрабаты-

вала любое нажатие и отпускание любой клавиш. Программа написана на языке JavaScript и 

для обработки применялись встроенные функции Keydown, т.е. событие «нажатие клавиши» и 

Keyup – событие «отпускание клавиши». 

public static void KeyDUP(string[] args) 

        { 

            Form1.KeyDown += KeyDownOrUp; 

            Form1.KeyUp += KeyDownOrUp; 

            Form1.KeyPress += KeyDownOrUp; 

            string text; 

            protected void KeyDownOrUp(Object sender,KeyEventArgs e) 

            { 

                text = e.GetType() + " key=" + (e.GetType() == "KeyPress" ? e.KeyChar : 

e.KeyCode) + DateTime.Now; 

            } 

} 

Алгоритм программы устанавливал первую временную метку при нажатии клавиши и 

вторую временную метку при ее отпускании. Далее вычисляется разница во времени между 

метками, и, соответственно, определяется время удержания клавиши. Также алгоритм с помо-

щью встроенных функций фиксирует код нажатой клавиши в кодировке ASCII и её значение. В 

результате все полученные данные: код клавиши, ее имя, время задержки и время отпускания 

клавиши передается на сервер, где происходит дальнейшая обработка данных. Передача ин-

формации происходит с помощью JS-функции, использующей AJAX запросы. 

Сбор информации на сервере является следующим этапом работы системы. Web сервер 

был организован на базе Apache HTTP Server 2.2, а также OS Linux Mint. При передаче данных, 

скрипт, на языке PHP, на стороне сервера запрашивал базу данных, которая была реализована 

на MySQL, для проверки, не были ли сохранены какие-либо предыдущие данные, такие как 

http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 47, №3, 2020 

Herald of Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.4, No.3, 2020 

http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

46 

 

нажатые клавиши, для текущего пользователя. В случае если такие данные уже были в базе 

данных, то обработчик выбирал из них последние три и использовал их временные метки, что-

бы рассчитать временные интервалы диграфов, триграфов и квадграфов, путём разности значе-

ний временных меток. 

Во время эксперимента статистические данные были поделены на две группы:  

1. Эталонные данные; 

2. Данные для обработки. 

Был выбран такой параметр, как время удержания клавиш студентами, потому что этот 

параметр был наиболее информативен в нашем случае. Но данное утверждение при работе с 

большим объёмом данных может быть неверно.  

По результатам тестов [19 – 21] для каждого из студентов были рассчитаны и построены 

стандартные девиации эталонных и текущих данных. В табл. 1 представлены результаты всех 8 

тестируемых пользователей. Также был рассчитан критерий χ
2 

для отдельно взятого тестируе-

мого пользователя. По данным таблицы видно, что пользователь №6 был аутентифицирован 

при помощи сравнения стандартных девиаций его эталона и данных, потому что разница в этой 

девиации составила меньше 3-х, что и было в процессе аутентификации первым шагом. 

Таблица 1. Значение девиации и критерий хи-квадрат 

Table 1. The value of deviation and the chi-square criterion 
 

 

Студент 

Student 

Данные    Facts 

Значение девиации (эта-

лонные данные) Deviation 

value  

(reference data) 

Значение девиации (изме-

ренные)  
Deviation value 

(measured) 

Критерий  

Хи-квадра 

Criterion  

Chi-square 

 

1 86 32 28.7 

2 169 41 31.42 

3 63 9 5.95 

4 62 48 51.41 

5 162 35 11.84 

6 39 38 13.86 

7 42 12 4.82 

8 105 118 63.31 

Пользователи под номерами № 3, 5 и 7 были аутентифицированы посредством критерия 

𝜒2: значения критерия оказалось меньше критического значение 12,71. Исходя из результатов, 

можно сделать вывод, что с уверенностью в 97,5% пользователи аутентифицировались верно. 

Результаты расчётов показывают также, что на этапе сопоставления статистических значений 

параметров клавиатурного почерка проверку подлинности прошли 50% пользователей.  

Первоначальной целью было убедиться в том, что предложенная модель аутентифика-

ции способна разграничить доступ легальных и нелегальных пользователей с учетом постоян-

ных адаптаций к изменениям параметров клавиатурного почерка. Такие адаптации должны 

позволить повысить точность аутентификации.  

В итоге сравнением методом девиаций был аутентифицирован один из пользователей, 

трое других -  методом подсчета критерия 𝜒2. Все остальные тестируемые не были аутентифи-

цированы ни на одном из этапов системы. Это может быть объяснено недостаточным количе-

ством исходных данных для идентификации. Для доказательства принципиальной работоспо-

собности модели представленной выборки достаточно, и есть все основания предполагать, что 

при увеличении объема выборки процент успешного распознавания будет увеличиваться. 

Вывод. В результате проделанного исследования была получена информация о том, что 

решение в половине случаев было принято уже на статистическом этапе трехступенчатой мо-

дели аутентификации, вероятность точности которой выше, по сравнению с некоторыми из-

вестными решениями.  
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При создании больших информационных систем проблемы с эффективностью достаточ-

но быстро оптимизируются путем увеличения количества исходных данных, при этот простота 

алгоритмов легко может позволить снизить нагрузки на вычислительные мощности крупно-

масштабных систем. Помимо прочего, важным дополнением к сравнению наборных характери-

стик оказалось применение критерия 𝜒2, ввиду возможности анализировать статистические ва-

риации.  Это, в том числе отражается и в результате эксперимента, в котором трое из восьми 

пользователей были аутентифицированы уже на первом этапе, с использованием оценки крите-

рия  𝜒2.  
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Резюме. Цель. Процесс проектирования магистрального воздушного судна (ВС), в частности 

на этапе предварительного проектирования, предполагает сравнение и анализ большого количества 

проектных альтернатив при заданных критериях эффективности. При этом решается задача выбора 

состава рациональных проектно-конструкторских параметров, что является актуальной проблемой 

этапа предварительного проектирования ВС. Метод. Разработанный метод, позволяет определить 

вектор параметров, обеспечивающий рациональные характеристики при заданном критерии эффек-

тивности. В связи с чем, предлагаем ввести глобальный критерий эффективности — взлетная масса 

ВС, а частными критериями выступают аэродинамическое качество на крейсерском режиме полета и 

величина топливной эффективности. Результат. В такой постановке задачи проектирования прихо-

дится решать ряд взаимосвязанных задач, причем, одни являются формализованными, а для других по-

ка не существует математического аппарата и ПО, позволяющего автоматизировать процесс. От-

личительной особенностью предлагаемого подхода к поиску рационального проектного решения явля-

ется применение методов статистического анализа в сочетании с методами высокоточного мате-

матического моделирования, программно-реализованные в единой информационной среде с применени-

ем языков Фортран V и C++. Вывод. Предлагаемый метод выбора состава рациональных проектно-

конструкторских параметров позволяет на ранних стадиях и этапах проектирования магистрального 

ВС, сформировать облик и обеспечить заданные характеристики для его составных элементов. 
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Abstract. Objective. The process of designing a long-range aircraft, in particular at the preliminary de-

sign stage, involves comparing and analyzing a large number of design alternatives with specified performance 

criteria. At the same time, the problem of choosing the composition of rational design parameters is solved, 

which is an actual problem of the preliminary design stage of a long-range aircraft. Methods. The developed 

method allows determining the vector of parameters that provides rational characteristics for a given efficiency 

criterion. In this regard, the authors propose to introduce a global efficiency criterion – the takeoff weight of 

the long-range aircraft, and the specific criteria are the aerodynamic quality in cruise and the value of fuel effi-

ciency. Results. In this formulation of the design problem, it is necessary to solve several interrelated problems, 
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some of which are formalized, while others do not yet have a mathematical construct and software that allows 

automating the process. A distinctive feature of the proposed approach to finding a rational design solution is 

the use of statistical analysis methods in combination with methods of high-precision mathematical modeling, 

software-implemented in a single information environment using the Fortran V and C++ languages. Conclu-

sion. The proposed method for selecting the composition of rational design parameters allows forming the ap-

pearance and providing the specified characteristics for its component elements at the early stages and stages 

of designing the long-range aircraft. 
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students to carry out scientific research on the topic "Methodology of automated synthesis of design and design 

parameters of new generation transport equipment." 
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Введение. Согласно государственной Программе Российской Федерации «Развитие 

авиационной промышленности на 2013-2025 годы», к 2025 году (относительно 2017 года) пла-

нируется увеличить выпуск авиационной техники военного и гражданского назначения на 46 

%, поднять производительность труда на промышленных предприятиях авиационной промыш-

ленности на 34,9 %, [1, 2]. 

Проводимые экспериментальные исследования, основанные на численном моделирова-

нии и физических экспериментах, позволяют с потребной степенью точности определить ха-

рактеристики проектируемой продукции. Однако их проведение невозможно без ряда предше-

ствующих этапов (предварительного и эскизного проектирования), на которых принимается 

ряд важных решений, определяющих облик проектируемой системы элементов — магистраль-

ных ВС. Общими тенденциями перспективного проектирования является решение частных оп-

тимизационных задач и совершенствование аэродинамических характеристик ВС. Вопрос со-

вершенствования аэродинамических характеристик магистральных ВС непосредственно связан 

с обликом ВС и системой несущих поверхностей, в частности.  

Основное отличие предлагаемого подхода от существующих заключается в разработан-

ном научно-методическом обеспечении, позволяющем совершенствовать процесс проектиро-

вания магистрального ВС на основе выбранного критерия эффективности на одном иерархиче-

ском этапе проектирования. Для достижения заданных показателей на множестве возможных 

решений, изменяя угол стреловидности, сужение и удлинение крыла, площадь, геометрическую 

крутку, а также форму поперечного сечения вдоль размаха крыла (аэродинамическая крутка), 

осуществляем поиск рационального варианта проектного решения. 

Традиционный процесс проектирования ВС предполагает эскизную прорисовку будуще-

го объекта — «Первый рисунок ВС» и оценку его пригодности для реализации поставленной 

цели. Отличительная особенность данной стадии проектирования — сравнение и анализ боль-

шого количества проектных альтернатив (плановых проекций ВС, сочетание элементов и т. д.) 

[3-6]. Сравнение проектных альтернатив и выбор рационального решения производятся на ос-

нове сопоставления характеристик, которыми обладает та или другая проектная альтернатива, в 

различных условиях ее функционирования (скорость ВС, высота полета, дальность полета и 

др.). В этой связи появляется необходимость в анализе большого числа статистических данных 

в некотором доверительном интервале. 

При проектировании ВС применяется специальный математический аппарат, ПО для 

анализа и систематизация результатов специальных летных испытаний, технологии концепту-

ального проектирования, опирающиеся на последовательно наращиваемый научно-

технический задел, а также методы статистического анализа, но комплексно задача поиска оп-

тимального проектного решения в виде прикладного ПО — не реализована [7-9].  

Предлагаемый в работе метод включает в себя традиционные принципы проектирова-

ния, программно-реализованные в единой информационной среде сочетающиеся с авторской 

методикой, построенной на применении методов статистической обработки информации, поз-
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воляющий найти вектор параметров при выбранном критерии эффективности на этапе предва-

рительного проектирования. 

Постановка задачи. Задача формирования облика на этапе разработки технического 

предложения может быть сформулирована в следующей постановке: найти такой вектор пара-

метров, характеризующих форму, структуру и размеры ВС, который бы обеспечивал удовле-

творение требований и ограничений, предъявляемых к ВС и достижения минимума (максиму-

ма) целевой функции.  

Процесс проектирования начинается исходя из условий физической реализуемости и 

удовлетворения системы фундаментальных соотношений уравнений весового баланса, грави-

тационного баланса, энергетического баланса, устойчивости и балансировки ВС. 

∑𝑚𝑖 − 1 = 0; 𝑛𝑦𝑚𝑞 − 𝑌 = 0; 

𝑃 − 𝑋 −𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 0; �̿�𝑇 − �̿�𝐹 +𝑚𝑧

𝑐𝑦 = 0; 𝑚𝑧 = 0. 
(1) 

В качестве глобального критерия эффективности выбираем взлетную массу ВС, 𝑚0, т.к. 

значения дальности полета, крейсерской скорости, полезной нагрузки, стоимости и ресурса ча-

стей, а также заданная длина ВПП соизмеримы, (рис. 1.). 

 

 
Рис. 1. Традиционный подход к задаче формирования облика магистрального ВС на этапе разработки тех-

нического предложения 

Fig. 1. Traditional approach to the task of forming the appearance of the main aircraft at the stage of developing a 

«feasibility stage» 

Частными критериями технической эффективности выступают аэродинамическое каче-

ство на крейсерском режиме полета 𝐾крейс и величина топливной эффективности 𝐺топл. 

Совокупность параметров, подлежащих вычислению и оптимизации, образуют вектор 

параметров, характеризующий облик ВС 

�⃗⃗� = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … 𝑥𝑚) (2) 

Характеристики ВС, зависящие от параметров 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … 𝑥𝑚, образуют вектор характе-

ристик ВС  

�⃗⃗� = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … 𝑦𝑛) (3) 

Параметры, задающие облик и характеристики, связаны между собой некоторыми зави-

симостями.  

При математической формулировке задачи удовлетворение требованиям системы ра-

венств 1, выполняется системой ограничений, состоящей из вектора параметров �⃗⃗�  и вектора �⃗⃗� , 
записываемой в виде системы неравенств 

{
𝑥𝑖
Н ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖

В, 𝑖 = 1, 2, 3, …𝑚

𝑦𝑗
Н ≤ 𝑦𝑗(𝑋 ) ≤ 𝑦𝑖

В, 𝑗 = 1, 2, 3, … 𝑛
     (4) 
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где 𝑥𝑖
Н – нижняя допустимая граница обликового параметра; 𝑥𝑖

В – верхняя допустимая 

граница обликового параметра; 𝑦𝑗
Н – нижняя допустимая граница характеристики; 𝑦𝑖

В– верхняя 

допустимая граница характеристики. 

Вектор �⃗⃗� , принадлежащий области допустимых решений (�⃗⃗� ∈ �⃗⃗� доп), определяет воз-

можную проектную альтернативу. 

Тогда при выбранном критерии эффективности 𝑚0, среди допустимых вариантов, 

может существовать такой вектор параметров �⃗⃗� , доставляющий экстремум величины крите-

рия оптимальности, при котором 𝑚0  → 𝑚𝑖𝑛 с сохранением вектора характеристик �⃗⃗� , удо-

влетворяющего требованиям в пределах выбранных ограничений [10, 11, 12, 13], приобре-

тает вид 

 

�⃗⃗� доп = 𝑚𝑖𝑛�⃗� ∈�⃗� доп𝐹(�⃗⃗�
 , �⃗⃗� ) (5) 

 

В сложившихся условиях появляется необходимость в разработке нового подхода и вы-

работке методики, принципы построения которой не были бы жестко привязаны к эмпириче-

ским зависимостям и существующим расчетным формулам. 

Методы исследования. В исследовании использованы методы статистического анализа, 

математического моделирования, экспериментального исследования и численный метод. Без-

условно, и современные подходы в области автоматизированного проектирования ВС, отрасле-

вые обзорно-аналитические материалы, принцип системного анализа, математической логики, 

технологии объектно-ориентированного программирования. 

Обсуждение результатов. Рассматриваемое множество альтернативных векторов схем-

ных решений, с учетом выражения (2), параметры, описывающие облик, образуют матрицу векто-

ров схемных решений 

�⃗⃗� =
|

|

.
𝑥11, 𝑥12, 𝑥13,
𝑥21, 𝑥22, 𝑥23,
𝑥31, 𝑥32, 𝑥33,

  

…
…
…
  

𝑥1𝑚
𝑥2𝑚
𝑥3𝑚…

𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, 𝑥𝑖3,  … 𝑥𝑖𝑚
 

|

|
     (6) 

 

Характеристики, зависящие от параметров для выражения (6), образуют матрицу характе-

ристик, зависящих от векторов параметров �⃗⃗� . Ограничения представляют собой набор характери-

стик, заданных техническим заданием. Для магистрального ВС выполняющего функцию «тонна–

километр» к таким характеристикам относят L, Vкрейс, mпасс, H, LВПП и т.д. 

 

�⃗⃗� =
|

|

.
𝑦11, 𝑦12, 𝑦13,
𝑦21, 𝑦22, 𝑦23,
𝑦31, 𝑦32, 𝑦33,

  

…
…
…
  

𝑦1𝑛
𝑦2𝑛
𝑦3𝑛…

𝑦𝑖1, 𝑦𝑖2,  𝑦𝑖3,   … 𝑦𝑖𝑛
 

|

|
    (7) 

 

С учетом выражения (5), проведем преобразования выражений (6, 7) и, исходя из предпо-

ложения, что каждая альтернативная схема вектора проектных решений �⃗⃗� , описывают отдельно 

взятую проектную альтернативу (8), (рис. 2.).  

В качестве альтернативных схем проектных решений возьмем параметры среднемаги-

стральных ВС [14-17]. 
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Рис. 2. Альтернативные вектора схемных решений 

Fig. 2. Alternative vectors of circuit solutions 

 

�⃗⃗� доп =
|

|

.
𝑥11, 𝑥12, 𝑥13,
𝑥21, 𝑥22, 𝑥23,
𝑥31, 𝑥32, 𝑥33,

  

…
…
…
  

𝑥1𝑚,
𝑥2𝑚,
𝑥3𝑚,…

𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, 𝑥𝑖3,  … 𝑥𝑖𝑚,

 

  

.
𝑦11, 𝑦12, 𝑦13,
𝑦21, 𝑦22, 𝑦23,
𝑦31, 𝑦32, 𝑦33,

  

…
…
…
  

𝑦1𝑛
𝑦2𝑛
𝑦3𝑛

 

…
𝑦𝑖1, 𝑦𝑖2,  𝑦𝑖3,  … 𝑦𝑖𝑛

 

|

|
   (8) 

 

 

Рассматривалась группа параметров, характеризующая плановые проекции, соотношение 

площадей, режимные характеристики, массовые характеристик, удельные величины и аэродина-

мические характеристики.  

Допустимые границы обликовых параметров для выборки среднемагистральных ВС лежат 

в следующих пределах (9), границы характеристик (10).  Применяя разработанное прикладное 

ПО, осуществляем идентификацию параметров, в наибольшей степени, характеризующих об-

лик и характеристики ВС в заданном конструктивном и обликовом базисе — базовые парамет-

ры, (рис. 3.). Зная базовые параметры, можно провести прогнозирование для остальных пара-

метров. При заданных ограничениях (L, Vкрейс, mпасс, H, LВПП), параметрах характеризующих облик 

ВС (Xi
н
 ≤ Xi ≤ Xi

в
) и характеристик, зависящих от вектора параметров (Yi

н
 ≤ Yi ≤ Yi

в
) осуществляем 

исследование параметрической модели, прогнозируя поведения целевой функции (5) в окрестно-

стях оптимума при выбранных частных критериях технической эффективности. 
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𝑥𝑖

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

.
5,91 ≤  𝜆 ≤ 11,37
2,34 ≤  𝜂 ≤ 5,34
21,33 ≤  𝜒 ≤ 36,55

0,17 ≤  с ≤ 0,32
28,71 ≤  𝑆к ≤ 184,17
6,42 ≤  𝑆к.п.ф. ≤ 25,94

1 ≤  𝑆к.п.д. ≤ 2,91

13,96 ≤  𝑙 ≤ 41,81
2,61 ≤  𝑏0 ≤ 8,51
0,75 ≤  𝑏к ≤ 2,11
1,21 ≤  𝜑 ≤ 10,21

.

 (9) 

𝐲𝑗

{
  
 

  
 
9752 ≤  𝑚0 ≤ 108000
11200 ≤  𝐻 ≤ 15500
0,75 ≤  𝑀 ≤ 0,89
336 ≤  𝑝0 ≤ 638
2,43 ≤  𝜆эф ≤ 15,64

0,021 ≤  А ≤ 0,113
11,28 ≤  𝐾 ≤ 28,61

 (10) 

 
Рис. 3. Определение параметров в наибольшей степени, характеризующих облик и характеристики ВС 

Fig. 3. Determination of the parameters to the greatest extent characterizing the appearance and characteristics of 

the aircraft 

Задавая значения величин базовых параметров, в пределах накладываемых ограничений по 

верхним и нижним допустимым границам, выражения (9) и (10) получаем точные прогнозируемые 

значения для остальных параметров, заданных пользователем в ПО. 

Например, регрессионная модель для определения площади крыла 𝑆𝑘, представляется выра-

жением (11). Точность модели составляет 0,0000000048690833.  

y(i,j5)=+ 

+( -0,24027074428336e1)*(x(i,j1))**3+ 

+( 0,64993340925421e2)*(x(i,j1))**2+ 

+( -0,56252961254156e3)*(x(i,j1))**1+ 

+( 0,15675099196579e2)*(x(i,j2))**3+ 

+( -0,16829976851017e3)*(x(i,j2))**2+ 

+( 0,56567791075881e3)*(x(i,j2))**1+ 

+( 0,22553122128366e4)*(x(i,j4))**3+ 

+( 0,52855350089931e4)*(x(i,j4))**2 

y(i,j5)=y(i,j5)+ 

+( -0,27296074533104e4)*(x(i,j4))**1+ 

+( -0,24303434620509e-1)*(x(i,j6))**3+ 

+( 0,12167554502326e1)*(x(i,j6))**2+ 

+( -0,13848148105156e2)*(x(i,j6))**1+ 

+( 0,15253265223630e4)*(x(i,j14))**3+ 

+( -0,44474298172343e4)*(x(i,j14))**2+ 

+( 0,41947538627132e4)*(x(i,j14))**1+ 

+( -0,17895797513960e-1)*(x(i,j18))**3 

y(i,j5)=y(i,j5)+ 

+( 0,93225827308657e0)*(x(i,j18))**2+ 

+( -0,12696418649272e2)*(x(i,j18))**1+ 

+( 0,10769019126818e3) 

(11) 

где * – умножение; ** – возведение в степень. 
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Совокупность регрессионных моделей для каждого параметра выступает математическим 

аппаратом, алгоритмом, в решение оптимизационной задачи по выбору состава вектора рацио-

нальных параметров. На рис. 4. представлено влияние величины удлинения крыла на взлетную 

массу ВС и влияние величины удельной нагрузки на крыло. 

  
m0 – взлетная масса ВС; λ – удлинение крыла; p0 – удельная нагрузка на крыло 

m0 - aircraft takeoff weight; λ - wing elongation; p0 is the specific wing loading 
Рис. 4. Зависимость взлетной массы ВС от величин удлинения крыла и удельной нагрузки 

Fig. 4. The dependence of the take-off weight of the aircraft on the values of wing elongation and specific load 

Достоверность полученных результатов обеспечивается: 

 путем применения прикладного ПО при расчете элементов ВС, с погрешностью расхожде-

ния от результатов физического и математического моделирования в пределах 7 %; 

 использованием аттестованного и поверенного измерительного оборудования; 

 применением сертифицированного программного обеспечения ANSYS Fluent и открытой 

интегральной платформы SALOME, верифицированного на задачах расчета по методу 

стандартных блоков. 

В современной практике проектирования относительная масса крыла находится в следующих 

допустимых значениях, (рис. 5). 

 
Рис. 5. Диапазон доверительных относительных масс крыла для магистральных ВС, вычисленных  

по различным методикам проектирования 

Fig. 5. Confidence range of relative wing weight for aircraft calculated according to various design methods 

В случае если величина относительной массы крыла находится в доверительных пределах, 

можно переходить к следующим стадиям проектирования. Для определения значений исследуемых 

параметров магистрального ВС с учетом накладываемых ограничений необходимо провести прогноз 

по построенным полиномиальным моделям на базовых параметрах. В качестве примера представле-

но решение задачи по определению рационального состава параметров крыла среднемагистрального 

ВС и компоновки элементов «Крыло+дополнительная аэродинамическая поверхность (ДАП)», (рис. 

6.). 
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Рис. 6. Постановка оптимизационной задачи по определению рационального состава параметров крыла ВС 

Fig. 6. Formulation of the optimization problem to determine the rational composition of the aircraft wing  

parameters 

Предложенная в рамка НИР методика на примере элементов магистрального ВС в сочета-

ние с прикладным ПО, реализующие выбор параметров и поиск рационального состава пара-

метров на ранних стадиях и этапах проектирования магистрального ВС, позволяют обеспечить 

искомые характеристики для проектируемого ВС и его составных элементов. 

В классическом подходе учет наличия в составе облика ВС законцовки, начинается при 

определении массы ВС в первом приближении. Оптимизация проектных параметров, влияю-

щих на аэродинамические характеристики, осуществляется непосредственно после определе-

ния взлетной массы, тогда как оценка аэродинамических характеристик проводится после со-

ставления компоновочных чертежей и центровочных ведомостей. Т.е. учет влияния законцовки 

на аэродинамические характеристики ВС происходит на слишком поздних стадиях проектиро-

вания, когда ряд важных решений уже принят. 

Предлагаемый подход к процессу совместного проектирования магистрального ВС и закон-

цовки позволяет провести анализ и выбор состава проектно-конструкторских параметров на стади-

ях, предшествующих расчету взлетной массы, учитывает значительный объем исходной информа-

ции (рис. 7.).  

Центральным ядром модели является проектируемое ВС, для проектирования которого 

предлагается применять совокупность разработанных методов. Комплекс средств автоматизации 

проектирования (КСАП) позволяет реализовывать процесс выбора состава проектно-

конструкторских параметров магистрального ВС на различных иерархических уровнях в единой 

информационной среде по предлагаемым методам (рис. 8.). Предлагаемый метод на примере эле-

ментов магистрального ВС позволяет на ранних стадиях и этапах проектирования обеспечить ис-

комые характеристики при наложенных ограничениях. 
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Рис. 7. Предлагаемый подход к процессу формирования облика магистрального ВС 

Fig. 7. The proposed approach to the process of forming the appearance of the main aircraft 

 

 

Рис. 8. Модель взаимосвязи разработанных методов выбора состава проектно-конструкторских параметров  

магистрального ВС 

Fig. 8. A model of the relationship between the developed methods for selecting the composition  

of aircraft design parameters 

Результаты приняты в проектную и конструкторскую деятельность АО ПО «Стрела», фили-

ал АО ВПК «НПО машиностроение» – КБ «Орион», а также в АО Государственная корпорация 

«Ростех», «РТ-Техприемка».  Проектные альтернативы в предлагаемой модели в соответствии с 

заложенным принципом проектирования передают соответствующие параметры на последующие 

иерархические уровни, а в пределах одного иерархического уровня реализуется возможность об-

мена между параметрами проектных альтернатив для решения той или иной задачи по разработан-

ным методам.  
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Общение (связь) между орбитами реализуется за счет передачи файла модели, который со-

держит информацию о геометрических элементах, атрибутах, свойствах и характеристиках, кото-

рые рассматриваются как единое целое, представляя собой набор параметров упорядоченных и 

связанных в систему, обладающую некоторыми свойствами (характеристиками). Отдельно взятый 

сектор представляет собой область допустимых решений для проектной альтернативы. 

Вывод. Представленные результаты НИР легли в основу концепции формирования об-

лика, математического и прикладного ПО реализующего методику выбора состава рациональ-

ных проектно-конструкторских параметров, что позволило комплексно учитывать параметры 

прямо или косвенно влияющие на характеристики ВС в целом при одинаковых условиях вы-

полнения показателей эффективности на иерархическом уровне, применительно к различным 

типам ВС и отдельным составным элементам.  

Язык программирования C++ позволил гибко интегрировать разработанное ПО на пред-

приятия авиационного и оборонно-промышленного кластера. 

Благодарности. Работа выполнена в рамках стипендии Президента РФ № СП-

3606.2018.1 от 29.12.2017 г., для молодых ученых и аспирантов на выполнение научного иссле-

дования по теме «Методология автоматизированного синтеза проектных и конструкторских 

параметров транспортной техники нового поколения». 
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ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ СИСТЕМЫ НАБЛЮДЕНИЙ ЗА СОСТОЯНИЕМ 

ОБЪЕКТОВ ИНФРАСТРУКТУРЫ 
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350072, г. Краснодар, ул. Московская, д. 2, Россия 
 

Резюме. Цель. Целью данной работы является разработка концепции системы наблю-

дения за состоянием объектов инфраструктуры с применением технологии трёхмерного ла-

зерного сканирования и обработки полученных данных с помощью специализированного про-

граммного обеспечения. Метод. Основополагающими методами при проведении исследования 

являются аналитический метод, заключающийся в обзоре и системном анализе существующих 

способов мониторинга зданий и сооружений и разработке на их основе технологической схемы 

наблюдения за объектами  инфраструктуры; метод эмпирического системного анализа; ин-

струментальный метод, представленный проведением полевой съемки в рамках периодическо-

го деформационного геодезического мониторинга с помощью наземного лазерного сканера 

Leica ScanStation C10 для получения исходной пространственной информации. Объектом ис-

следования является искусственное дорожно-транспортное сооружение в г. Краснодаре (Тур-

геневский мост). Предмет исследования - целесообразность применения периодического де-

формационного геодезического мониторинга и базирующейся на его основе системы наблюде-

ний за состоянием объектов инфраструктуры.  Результат. Результатом исследования явля-

ется разработка концепции системы периодического мониторинга за состоянием инфра-

структурных объектов с выявлением характера и степени протекающих в них в процессе экс-

плуатации деформационных процессов, базирующейся на применении технологии трехмерного 

наземного лазерного сканирования. Вывод. Применение системы наземного лазерного сканиро-

вания за счет своего быстродействия и высокой точности обеспечивает получение макси-

мально полной информации о контроле характера и видах деформационных изменений скани-

руемых объектов с целью автоматизации процесса мониторинга в рамках обеспечения их без-

опасности. 
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SOFTWARE FOR MONITORING THE STATE OF INFRASTRUCTURE FACILITIES 

D.A. Gura, N.M. Kiryunikova, E.D. Lesovaya, N.I. Husht, A.P. Pavlyukova 

Kuban State Technological University,  

2 Moskovskaya St., Krasnodar 350072, Russia 

Abstract. Objective. The purpose of this work is to develop the concept of a system for monitor-

ing the state of infrastructure facilities using 3D laser scanning technology and processing the ob-

tained data using specialized software. Methods. The primary methods used in this study are the ana-

lytical method, which consists in reviewing and system analysis of existing methods for monitoring 

buildings and structures and developing a technological scheme for monitoring infrastructure objects 

based on them, the method of empirical system analysis, and the instrumental method presented by 

conducting field surveys in the framework of periodic strain geodetic monitoring using a Leica 

ScanStation C10 ground laser scanner to obtain initial spatial information. The object of research is 

an artificial road transport structure in Krasnodar (Turgenevsky bridge). The subject of the study is 

the feasibility of using periodic strain geodetic monitoring and the system monitoring the state of in-

frastructure facilities. Results. The research result is the development of a concept for a system for the 

periodic state monitoring of infrastructure facilities with the identification of the nature and degree of 

strain processes occurring in them during operation, based on the use of 3D ground laser scanning 

technology. Conclusion. The use of a ground laser scanning system, due to its speed and high accura-

cy, provides the complete information about the control of the nature and types of strain changes of 

scanned objects in order to automate the monitoring process to ensure their safety. 
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Введение. Основное назначение системы наблюдений за состоянием объектов инфра-

структуры состоит в исключении рисков обрушения и обеспечении безопасной эксплуатации 

инфраструктурного объекта. В целом, анализ технического состояния объектов инфраструкту-

ры позволяет своевременно определить зарождающийся и развивающийся  процесс деформа-

ции, выявить причины его появления и спрогнозировать процесс развития с целью принятия 

превентивных мер [1].  

Организация системы наблюдения за состоянием объектов инфраструктуры – одна из 

наиболее важных и наукоемких задач в строительстве. Причиной этому являются сложности, 

связанные с проведением натурного и инструментального обследования отдельных труднодо-

ступных конструктивных элементов, в том числе в составе аварийно опасных объектов инфра-

структуры при необходимости прогнозирования оставшегося срока его эксплуатации до ча-

стичного или полного обрушения с исключением вероятности возникновения опасности для 

жизни и здоровья людей. Необходимо отметить, что объекты инфраструктуры обеспечивают 

нормальное функционирование и эксплуатацию населением жизненно необходимых объектов, 

которые можно классифицировать следующим образом: жилые дома; дошкольные образова-

тельные учреждения; высшие учебные заведения;  розничные предприятия (магазины, супер-

маркеты); заведения общественного питания; медицинские учреждения; финансовые учрежде-

ния; строительные  и транспортные сооружения (мосты, тоннели, объекты метрополитена); со-

циально-культурные объекты (театры, культурные центры) и др. [2].  

Постановка задачи. Для обеспечения безопасной эксплуатации вышеперечисленных 

объектов необходима система наблюдений за их состоянием. В настоящее время, классическая 

технология мониторинга базируется на применении геодезических приборов, таких как элек-

тронные тахеометры. Методика их использования заключается в фиксации большого количе-
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ства точек на объекте и в последовательном наведении на каждую из них с попутным выполне-

нием измерений вручную или в автоматизированном режиме в случае, если прибор роботизи-

рован. Необходимо отметить, что существенными недостатками электронного  тахеометра как 

инструмента проведения периодического мониторинга объектов инфраструктуры является зна-

чительное влияние погодных условий (дождь, освещенность и т.п.),  длительность проведения 

цикла мониторинга и невозможность получения информации о деформационных процессах в 

тех участках, где не планировалось устанавливать марки для наблюдения изначально [3]. 

С целью устранения указанных недостатков, в данном исследовании предлагается ис-

пользование технологии наземного лазерного сканирования, позволяющего в автоматизиро-

ванном режиме обеспечить выявление деформационных процессов на исследуемом объекте 

(изменение геометрических параметров объекта в процессе эксплуатации) [4]. 

Контроль над состоянием и развитием деформационных процессов может быть достиг-

нут путем решения следующих задач:  

 обеспечение безопасного и своевременного обнаружения на ранней стадии изменений со-

стояния конструкций, которые могут привести к переходу объектов в ограниченное эксплу-

атационное или аварийное состояние (в том числе за счет применения технологии трехмер-

ного лазерного сканирования); 

 отслеживание степени и скорости изменения технического состояния объекта и принятие 

экстренных мер по предотвращению его обрушения в случае необходимости (периодиче-

ский мониторинг), в том числе путем принятия мер по устранению возникающих факторов, 

приводящих к ухудшению технического состояния объектов инфраструктуры [5].  

Возвращаясь к технологии трехмерного лазерного сканирования в составе системы 

наблюдения за состоянием объектов инфраструктуры, необходимо отметить, что она будет 

иметь следующий общий концептуальный вид (рис.1).  

 
Рис.1. Структура системы наблюдения за объектами инфраструктуры 

Fig. 1. Structure of the infrastructure monitoring system 

 

Такая система наблюдений за состоянием зданий и сооружений будет направлена на ре-

шение следующих задач:  

 обеспечение сохранности объектов инфраструктуры при эксплуатации и проведении ре-

монтных работ;  
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 устранение риска разрушения и обрушения здания при строительстве и его дальнейшей 

эксплуатации; 

 оценка и анализ текущего состояния объектов инфраструктуры; 

 предотвращение незапланированных расходов при реконструкции объекта;  

 анализ состояния не только наблюдаемого инфраструктурного объекта, но и объектов, ко-

торые находятся в непосредственной близости от данного объекта, и информация о котором 

получена в ходе наблюдений за исследуемым объектом [6]. 

Этапы проведения наблюдений за объектами инфраструктуры: 

Функционирование классической системы наблюдения за объектами инфраструктуры 

состоит из двух этапов – подготовительного и рабочего.  

Подготовительный этап включает в себя: 

 анализ исходной информации по результатам обследования объектов инфраструктуры;  

 установку маяков и датчиков обнаружения трещин; 

 определение степени и вида деформаций объектов инфраструктуры; 

 установку геодезических отметок на цоколе с привязкой к геодезической сети [7]. 

Рабочий этап включает в себя: 

 контроль состояния маяков и датчиков на трещинах; 

 геодезические измерения деформаций объектов инфраструктуры [8]. 

 Система наблюдения за объектами инфраструктуры проводится для: 

 предотвращения ухудшения состояния объекта; 

 своевременного выявления изменения состояния объекта; 

 обеспечения безопасной эксплуатации объекта, выражающегося своевременным выявлени-

ем деформаций и/или дефектов; 

 контроля степени и скорости изменения технического состояния объекта и принятия при 

необходимости экстренных мер по предотвращению его обрушения [9]. 

На каждом этапе функционирования системы наблюдения за состоянием объектов ин-

фраструктуры проводятся следующие работы: 

1) определяются текущие динамические параметры объекта инфраструктуры и срав-

ниваются с параметрами, измеренными на предыдущем этапе; 

2) фиксируется степень изменения ранее выявленных и вновь появившихся дефектов 

и повреждений конструкций объекта; 

3) проводятся повторные измерения деформаций, кренов, прогибов и т.д. и сравнива-

ются со значениями аналогичных величин, полученных на предыдущем цикле; 

4) анализируется полученная на предыдущих этапах информация о параметрах ин-

фраструктурного объекта и делается вывод о его текущем техническом состоянии; 

5) анализируется степень и характер протекающих в инфраструктурном объекте во 

время эксплуатации деформационных процессов, а также необходимость принятия тех или 

иных мер по предотвращению их дальнейшего развития [10]. 

Необходимо отметить, что в настоящее время экспертным путем выработаны следую-

щие сроки периодичности проведения мониторинга объектов на основании текущих парамет-

ров их технического состояния:  

1) если по результатам предварительной оценки категория технического состояния 

объекта соответствует исправному или работоспособному, то повторные измерения статиче-

ских и динамических параметров проводятся через два года; 

2) если по результатам повторных измерений изменения статических и динамиче-

ских параметров не превышают 10%, то следующее измерение проводится еще через два го-

да; 

3) если по результатам предварительной оценки категория технического состояния 

объекта соответствует ограниченному эксплуатационному или аварийному состоянию, либо 

при повторном измерении статических и динамических параметров объекта результаты из-
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мерений отличаются более чем на 10 %, то техническое состояние такого объекта подлежит 

обязательной внеплановой проверки [11-13]. 

Методы исследования. Предлагаемая к использованию для целей мониторинга техно-

логия трехмерного наземного лазерного сканирования обладает рядом преимуществ, по срав-

нению с классической системой мониторинга (рис.2).   

 
Рис.2. Преимущества наземного лазерного сканирования 

Fig. 2. Advantages of ground-based laser scanning 

Наряду с приведенными преимуществами (рис.2), наземное лазерное сканирование на 

данный момент обладает следующими существенными недостатками: специальное техническое 

обслуживание; дорогостоящее программное обеспечение; высокая стоимость геодезического 

прибора; необходимость привлечения к работам квалифицированного специалиста [14].  

Тем не менее, несмотря на указанный перечень недостатков, по отношению к конструк-

тивно сложным и социально значимым объектам инфраструктуры, таким как мосты, тоннели, 

уникальные спортивные сооружения, использование лазерного сканирования оправдано за счет 

получаемого в короткие сроки колоссального объема данных для дальнейшего анализа состоя-

ния указанных объектов и обеспечения надежности и безопасности их эксплуатации [15].  

Принцип действия системы наземного лазерного сканирования заключается в получении 

информации об окружающих объектах (в том числе о видах деформаций и дефектов) в форме 

облаков точек. Полученные облака точек на следующем этапе сшиваются при помощи специа-

лизированного программного обеспечения (например, например, Leica Cyclone Register), затем 

по полученной трехмерной модели объекта инфраструктуры вычисляются параметры, необхо-

димые для выявления мест локализации и степени распространения протекающих в объекте 

деформационных процессов.   

Так же, как и классическая система мониторинга объектов инфраструктуры с примене-

нием электронного тахеометра, технология наблюдения за состоянием инфраструктурных объ-

ектов путем использования наземного лазерного сканирования подразделяется на два этапа: 

полевой и камеральный [16, 17].  

Полевой этап заключается в работе на станции сканирования и состоит из следующих 

действий: 

 установка сканера в проекционной точке на штатив, высота которого устанавли-

вается таким образом, чтобы обеспечить максимальный охват интересующей области (объ-

екта) на одном сканировании; 

Преимущества наземного 
лазерного сканирования при 
анализе состояния объектов 

инфораструктуры 

Advantages of ground-based 
laser scanning in the analysis 
of the state of infrastructure 

objects 

Высокая  точность измерения (точность 
приборов составляет от нескольких 

миллиметров) 

High measurement accuracy (the accuracy 
of instruments is from a few millimeters)  

Мгновенная трехмерная визуализация 

Instant 3D rendering 

 

Безопасность при съемке 
труднодоступных и аварийных объектов 

Safety when shooting hard-to-reach and 
emergency objects 

 

Автоматизация  процессов 

Process automation 
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 размещение вокруг сканера специальных марок, являющихся точками рабочей 

съемки обоснования;  

 сканирование местности и объектов вокруг точки стояния сканера (если сканер 

оснащен цифровой камерой, то выполняется также цифровая фотосъемка); 

 сканирование специальных марок с максимальным разрешением; 

 перемещение сканера в следующую точку сканирования и повтор указанных вы-

ше пунктов [18]. 

Камеральный этап заключается в обработке данных, полученных в ходе лазерного ска-

нирования, в том числе путем устранения «шумов» и так называемого «мусора» для формиро-

вания с помощью специализированного программного обеспечения высокоточной трехмерной 

модели.  

В целом, метод наблюдения за состоянием объектов инфраструктуры с использованием 

системы трёхмерного лазерного сканирования значительно эффективнее классического, так как 

лазерное сканирование делает возможным выполнение сплошной съемки с высокой скоростью 

и, как уже было отмечено ранее, позволяет за малое время осуществлять большой объем работ 

по анализу состояния различных инфраструктурных объектов. 

Рассмотрим этап полевой съёмки на примере проведения периодичного деформационно-

го геодезического мониторинга с помощью наземного лазерного сканера Тургеневского моста 

(рис.3) в г. Краснодаре. Задача исследования состояла в выявлении отклонений текущих гео-

метрических параметров моста в процессе эксплуатации от их изначальных проектных значе-

ний.  

 
Рис.3. Выполнение измерений сканером Leica ScanStation C10 

Fig. 3. Performing measurements with the Leica ScanStation C10 scanner 

Для сканирования на этапе полевой съемки использовался наземный лазерный сканер 

Leica ScanStation C10. В начале работы было произведено визуальное обследование объекта и 

рекогносцировка прилегающей к нему территории для планирования размещения станций сто-

яния сканера (в данном случае сканирование моста было произведено с семи станций) и связу-

ющих марок (количество связующих марок было равно трем).   

Применяемые в процессе сканирования шестидюймовые (15,24 см) круглые марки пред-

ставляли собой мишени со специальным светоотражающим покрытием. На каждой станции 

осуществлялись следующие сопутствующие сканированию процедуры, такие как: установка 

сканера, его нивелирование, тестирование, создание при необходимости панорамной фотогра-

фии объекта и прилегающей местности, непосредственно само сканирование и распознавание 

марок.  

По времени весь процесс сканирования на каждой станции стояния занимал от 5 минут 

до 30 минут в зависимости от заданной величины дискретности производимой съемки и широ-

ты области охвата сканирования. Так, при сканировании моста научно-исследовательской 

группой Кубанского государственного технологического университета была задана дискрет-
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ность 5х5 см, выдержка – 64 с., разрешение 1920 х 1920 пикселей, область охвата сканирования 

составляла 360°х270°.  

Обсуждение результатов. Результатом производства полевого этапа наземного лазер-

ного сканирования Тургеневского моста стало облако точек (рис.4).  

 
Рис.4. Облако точек, полученное в результате сканирования Тургеневского моста в  

г. Краснодаре 

Fig. 4. Point cloud obtained from scanning the Turgenev bridge in Krasnodar 

С использованием полученной пространственной информации, представленной в виде 

облаков точек, был реализован второй этап лазерного сканирования, заключающийся в сшивке 

в специализированном программном обеспечении Leica Cyclone облаков точек и последующем 

создании трехмерной модели моста для решения прикладных задач. В частности, в качестве 

одной из таких задач выступило измерение значений отклонений отдельных геометрических 

параметров указанного сооружения на предмет их колебаний в диапазонах допустимых значе-

ний, гарантирующих безопасность моста в процессе его эксплуатации.  

В рамках указанного исследования были определены значения прогибов 4-х несущих 

балок моста, представленных на рис. 5.  

 
 

Рис. 5. Измерение высот балок по принципу трех измерений 

Fig.5. Measurement of beam heights according to the principle of three dimensions 

 

Для расчета прогибов балок по трехмерной модели моста были взяты измерения высот 

их расположения над поверхностью земли в местах стыка балок с несущими колоннами моста 

и в середине пролета между ними. Результаты измерений представлены в табл. 1.  
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Таблица 1. Измерение значений прогибов балок Тургеневского моста 

Table 1.Measurement of the deflection values of the beams of the Turgenevsky bridge 

 

№ балки 

Beam No. 
Начало Start Середина Mid Конец End 

Величина прогиба 

Deflection Amount 

 

1 9,193 9,171 9,081 -0,034 

2 9,178 9,162 9,103 -0,022 

3 9,184 9,178 9,097 -0,038 

4 9,205 9,175 9,089 -0,028 

Исходя из представленных значений, прогибы несущих балок моста колеблются в пре-

делах значений 2-4 см.  

В соответствии с пунктом 5.43  СП 35.13330.2011. «Мосты и трубы. Актуализированная 

редакция СНиП 2.05.03-84» вертикальные упругие прогибы пролетных строений, вычисленные 

при действии подвижной временной вертикальной нагрузки для автодорожных мостов не 

должны превышать значения l
400

1
, где l – расчетная длина пролета, м.  

Рассчитаем предельно допустимое значение прогиба для пролета Тургеневского моста, 

при условии, что расчетная длина пролета l = 48 м и произведем сравнение полученных значе-

ний прогибов балок с допустимым значением.  

pсм

pсм

pсм

pсм

смl











8,2

8,3

2,2

4,3

124800
400

1

400

1

4

3

2

1











 
Опираясь на произведенные расчеты, можно сделать вывод о том, что по такому геомет-

рическому параметру, как прогиб несущих балок, мост удовлетворяет требованиям безопасно-

сти.  

Вывод. Выполненное исследование позволяет сделать вывод, что метод анализа состоя-

ния объектов инфраструктуры с помощью трехмерного лазерного наземного сканирования яв-

ляется достаточно перспективным и эффективным. Сканирование делает возможной сплошную 

съемку различных объектов инфраструктуры со значительной скоростью и позволяет за малое 

время осуществлять значительный объем измерений с высокой точностью и информативно-

стью. Рассмотрено использование системы наземного лазерного сканирования, как одного из 

методов наблюдения за деформациями и дефектами, описаны этапы работ, выполняющиеся в 

процессе мониторинга, допустимые параметры для контроля состояния объекта инфраструкту-

ры, преимущества лазерного сканирования, процесс проведения полевой съемки на примере 

Тургеневского моста в г. Краснодаре и выполнение обработки данных трехмерного лазерного 

сканирования в специализированном программном обеспечении.  

Можно отметить несколько преимуществ системы наземного лазерного сканирования: 

1. Мгновенная трехмерная визуализация; 

2. Технология процесса выполнения работ интуитивно понятна; 

3. Высокая точность; 

4. Быстрый сбор данных; 

5. Выявление деформаций на ранних стадиях эксплуатации объекта; 

6. Информативность [19]. 

Материальные затраты по сбору данных и моделированию объектов инфраструктуры 

методами наземного лазерного сканирования на небольших участках и объектах значительно 
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превышают классические методы съемки. На сегодняшний день преимущества НЛС позволяют 

избежать дополнительных расходов на этапах проектирования и эксплуатации объектов инфра-

структуры [20].  

Более того, ввиду постоянного развития научно-технического прогресса, ожидается 

снижение стоимости оборудования для сканирования, что в ближайшие годы сделает его более 

применимым даже для менее значимых инфраструктурных объектов. Важно следить за состоя-

нием объектов инфраструктуры, так как анализ технического состояния природных и искус-

ственных сооружений в наши дни является необходимостью и неотъемлемой частью системы 

обеспечения безопасности. Регулярное сканирование (объектов инфраструктуры) позволит вы-

явить деформации на ранних стадиях эксплуатации, что поспособствует предотвращению ава-

рийных ситуаций на инфраструктурных объектах.  
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ФОРМИРОВАНИЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ЛАТИНСКИХ  КВАДРАТОВ МЕТОДОМ  

ИНДЕКСНОЙ СТРУКТУРИЗАЦИИ  ТАБЛИЦ УМНОЖЕНИЯ n– МНОЖЕСТВ 

П.А. Кадиев, И.П. Кадиев 

Дагестанский государственный технический университет,  

367026, г. Махачкала пр.И.Шамиля, 70, Россия 

 

Резюме. Цель. Целью исследования является формирование структурно совершенных 

ортогональных  латинских квадратов (ОЛК) методом индексно упорядоченного расположения 

элементов таблицы умножения n-множеств на основе таблицы умножения. Метод. Форми-

рование ортогональных латинских  квадратов произведено методом индексной структуриза-

ции  таблиц умножения  n – множеств. Результат. Предлагается метод построения  струк-

турно совершенных ортогональных латинских квадратов пар индексированных конечных 

множеств нечетной размерности, на основе индексного упорядочения nxn- массива  элементов 

таблицы умножения. Отличительная особенность предлагаемого метода построения струк-

турно совершенных  ортогональных квадратов  из элементов двух индексированных мно-

жеств, одинаковой  размерности, заключается в  использовании авторами,   разработанного 

ими метода перестановок элементов  исходных nxn- матричных конфигураций, с формирова-

нием индексно упорядоченных или индексно структурированных комбинаторных конфигура-

ций. Вывод. Использование метода построения семейства ортогональных латинских квадра-

тов для пар индексированных конечных множеств одинаковой нечетной размерности по эле-

ментам, образующим  их  таблицу умножения, методом индексной структуризации по прин-

ципу функциональных зависимостей значений индексов пар элементов множеств и значений 

индексов пар элементов  её окружения позволяет формировать ортогональные конфигурации 

определенного класса, в которых, оперируя индексами элементов, легко демонстрируется их 

ортогональность. 

Ключевые слова: ортогональные латинские квадраты, таблица умножения, комбина-

торные конфигурации, индексная структуризация 
 

FORMATION OF ORTHOGONAL LATIN SQUARES BY INDEX STRUCTURING  

OF N-SET MULTIPLICATION TABLES 

P.A. Kadiev, I. P. Kadiev 

Daghestan State Technical University,  

70 I. Shamil Ave., Makhachkala 367026, Russia 
 

Abstract. Objective. Formation of structurally perfect orthogonal Latin squares by the method 

of index ordering of the multiplication table elements of n-sets based on the multiplication table. 

Methods. Orthogonal Latin squares are formed by the method of index structuring of n-set multiplica-

tion tables. Results. A method is proposed for constructing structurally perfect orthogonal Latin 

squares of pairs of indexed finite sets of odd dimension, based on the index ordering of an nxn-array 
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of elements in the multiplication table. A distinctive feature of the proposed method for constructing 

structurally perfect orthogonal squares from elements of two indexed sets of the same dimension is the 

use by the authors of the method of permutations of elements of the original nxn-matrix configura-

tions, with the formation of index-ordered or index-structured combinatorial configurations. Conclu-

sion. The use of the method for constructing a family of orthogonal Latin squares for pairs of indexed 

finite sets of the same odd dimension by the elements forming their multiplication table by the method 

of index structuring based on the principle of functional dependency of the index values on pairs of set 

elements and index values on pairs of elements from its environment allows creating a specific class 

orthogonal configuration, which, in terms of element indices, easily demonstrates their orthogonality. 

Keywords: orthogonal Latin squares, multiplication table, combinatorial configurations, index 

structuring 

 

Введение. Для последних десятилетий характерно быстрое повышение интереса к дис-

кретной математике, в том числе разделу – комбинаторике. Это объяснимо тем, что одной из 

центральных задач комбинаторики является исследование возможности различных вариантов 

формирования комбинаторных конфигураций из элементов конечных множеств, обладающих 

теми или иными свойствами. Если учесть, что при системном подходе все объекты –  это си-

стемы, состоящие из компонентов, абстрактными моделями которых часто выступают множе-

ства и структуры, формируемых из их элементов конфигураций, возможные варианты распо-

ложения элементов, среди которых есть лучшие и наилучшие. Задача отбора варианта из числа 

возможных  является  одним из  этапов принятия управленческого решения. Таким образом,  

методы комбинаторики – это основа выработки предложений по решению поставленных задач, 

один из факторов,  обуславливающих интерес использования и рост внимания к методам ком-

бинаторики.  

Среди других проблем в  век информационных технологий невозможно обойти внима-

нием вопросы  требования к информации, представляемой для принятия решений: необходи-

мость обеспечения оперативности ее доставки, полноты и достоверности информации, обеспе-

чение конфиденциальности. И здесь, значительна роль методов комбинаторики при решении 

этих задач.  

Так, известны комбинаторная  ветвь теории информации, предлагающая меры количе-

ства информации, как количество разнообразий и связанных с ними  неопределенности;  меры 

оценки избыточности и методы сжатия информации, методы построения помехоустойчивых 

кодов, обнаруживающих и исправляющих ошибки при передаче и хранении информации; от-

дельная  группа комбинаторных методов шифрования, для обеспечения конфиденциальности. 

Не остались без внимания и ранее решаемые задачи комбинаторикой задачи, такие как состав-

ление расписаний, календарное планирование, планирование экспериментов. Практически при 

решении большинства задач в указанных выше областях применения методов, в комбинаторике 

отведено определенное место конфигурациям, известным как  латинские и греко-латинские 

квадраты, а также и вопросам их ортогонализации.  

По определению «латинским квадратом» называется комбинаторная конфигурация   nxn 

- размерности, строки и столбцы которых образованы  элементами одного и того же множества, 

и содержат все его элементы [1,2]. Конфигурация была предложена Леонардом  Эйлером в 1872 

году,  её строки и столбцы содержали все элементы латинского алфавита.  Позже Эйлером  бы-

ла предложена конфигурация, получившая название греко-римского квадрата, строки  и столб-

цы которой,  образованы всеми упорядоченными парами символов греческого и латинского 

алфавитов. Обобщением  этих открытий, особенно греко –  римского квадрата, в комбинатори-

ке стало понятие ортогональных латинских квадратов. Этим комбинаторным конфигурациям 

посвящены отдельные разделы комбинаторного анализа. Понятия «латинский» и «греко-

латинский» квадрат сохранилось для комбинаторных конфигураций, строки и столбцы которых 

образованы элементами множества  или парами элементов  двух конечных множеств [3]. 
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Ортогональными называются nxn-конфигурации в виде таблиц, в каждой ячейке которой 

расположена одна из возможных пар элементов исходных множеств, представленных латин-

скими квадратами, если строки и столбцы их содержат все упорядоченные пары элементов  ис-

ходных конфигураций aibj,  где  i, j принимают значения от 1 до n [4, 5], принадлежащих мно-

жествам А и В. 

Построение ортогональных квадратов рассматривается в комбинаторике как сложная за-

дача. Общий метод формализации процесса построения этих конфигураций не предложен. Для 

её решения применяются как алгебраические конструкции, так и комбинаторные (трансверса-

ли, ортогональные массивы, дизайны, блок-схемы, тройки Штейнера и др.) [6-19].  

Существует несколько подходов к решению этих задач, их часто сводят в две группы. К 

первой группе относятся методы, основанные на выборе «базового» латинского квадрата из 

элементов одного множества,  которому отыскиваются  ортогональные с ним латинские квад-

раты, образованные элементами другого множества. Ко второй группе относятся методы, ис-

пользующие для построения ортогональных латинских  квадратов различные  комбинаторные 

объекты (включая сами латинские квадраты) меньших порядков [20-22].  

Постановка задачи. Известно, что ортогональный квадрат образует таблица умножения 

конечных множеств одной размерности [22]. Основанием является то, что таблицу умножения 

множеств составляют все пары их элементов, каждая из которых  занимают отдельную клетку 

квадрата. Утверждение о том, что полученная таблица это конфигурация, образованная  нало-

жением двух  латинских квадратов,  слабо  аргументировано. Особенно лишает конфигурации   

этих свойств, при использовании в качестве элементов исходных множеств цифр, что чаще все-

го и используется авторами  в приводимых примерах латинских и ортогональных латинских 

квадратов.  

Для  обозначения  элементов множеств могут использоваться  различные символы, тре-

бование к ним одно – их   различимость. Одним из методов обозначения элементов множеств 

является использование общего символа, с присвоением ему дополнительного атрибута – ин-

декса, указывающего его местоположения при классической системе индексации. Изменение 

местоположения элемента, при  формировании из них комбинаторных конфигураций, сохраня-

ет его различимость и информацию о предшествующем местоположении. В ряде случаев эта 

информация важна, так как характеризует изменения структуры множества или их совокупно-

сти [13,14]. 

 Для иллюстрации справедливости утверждения о том, что таблицу умножения мно-

жеств можно рассматривать как ортогональный квадрат, образованный из элементов этих мно-

жеств, предлагается  перестановками элементов по алгоритмам метода  индексной структури-

зации представить её в более наглядной  форме. Эта форма представления таблицы умножения 

после перестановок методом индексного упорядочения расположения элементов исходных 

множеств и их элементов, отражает структуру, сформированную наложением друг на друга 

двух латинских квадратов, подтверждая приведенное выше утверждение, что таблица содержит 

все элементы ортогонального латинского квадрата. Предложенный метод формирования орто-

гональных латинских квадратов можно рассматривать  как  метод построения  ортогональных 

квадратов двух произвольно взятых индексированных множеств одинаковой размерности с ин-

дексной структуризацией их таблиц умножения.  

Методы исследования. Для построения ортогональных латинских квадратов из элемен-

тов двух n- множеств А и В, необходимо сформировать  все пары элементов множеств- aibj. 

Этот процесс представляет собой составление таблицы их умножения. 

При  заданных  n- множествах: A =  (a1,a2,…, an) и B = (b1,b2,…, bn)  указанные пары об-

разуют множество С , являющееся таблицей умножениям: A х B = C. Первым элементов в этих 

парах является элемент множества А, вторыми – элемент  множества В. Множество С содержит 

все пары символов и представляют собой таблицу умножение множеств A и B. Общее число 

пар равно nxn:  С = [(a1b1),(a1b2),…, (a1bn),(a2b1),(a2b2),...,(a2bn), ..,(anb1), (anb2),…,(anbn)]. В каче-

стве примера приведена табл. 1 умножения множеств А и В, размерности n = 5.     

http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 47, №3, 2020 

Herald of Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.4, No.3, 2020 

http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

74 

 

Таблица 1. Умножения множеств  А и В 

Table 1. Multiplication of sets A and B 

ai/bj b1 b2 b3 b4 b5 

a1 a1b1 a1b2 a1b3 a1 b4 a1 b5 

a 2 a2b1 a2b2 a2b3 a2 b4 a2 b5 

a 3 a3b1 a3b2 a3b3 a3 b4 a3 b5 

a 4 a4b1 a4b2 a4b3 a4 b4 a4 b5 

a 5 a5b1 a5b2 a5b3 a5 b4 a b5 

Для упрощения представления и анализа результатов может быть использовано  соот-

ветствие  ai bj  :  cij.  
Таблицу 1  умножения   множеств   сводим  в матричную nxn - конфигурацию  C = ||cij||, 

приведенную на рис. 1, где установлено соответствие  cij : ai bj, при   i,j €1,2,…,n , которую  об-

разуют все nxn- пар индексов.  

В полученной конфигурации С  могут быть выполнены  перестановки элементов мето-

дом индексной структуризации, предложенным  в [13,15].   

Для индексной структуризации формируемой конфигурации нами  использована  

  

c11c12…..c1n    

  c21c22…..c2n  

                                                      C  =      c31c32…..c3n 

        …………………….. 

   c n1c n2…c nn 
Рис.1.  Комбинаторная конфигурация -  таблица умножения, n- множеств A х B = C 

Fig. 1. Combinatorial configuration - multiplication table, n-sets A x B = C 
 

В полученной конфигурации С  могут быть выполнены  перестановки элементов мето-

дом индексной структуризации, предложенным  в [13,15].   

Для индексной структуризации формируемой конфигурации нами  использована  систе-

ма рекуррентных соотношений на множестве пар индексов элементов, которые определены  

как система  индексно-функционального окружения элемента, предложенная в  [14], приведен-

ная на рис. 2 .  

 

ci-(k+1) ,j-k… 

…,ci-k,j- (k+1), ci,j, ci+k,j+(k+1),…    (mod n) 

…ci+(k+1),j+k…, 
Рис.2.  Система  индексно-функциональной структуризации окружения элемента 

Fig.2. The system of index-functional structuring of the element's environment 
 

Приведенная система индексно-функциональной  структуризации окружения элементов 

является системой индексации, которая построена на принципе функциональных зависимостей 

значений индексов элементов окружения любого элемента комбинаторной конфигурации от 

значений индексов окруженного элемента. 

По принятой на рис. 2 системе индексно - функционального окружения элементов вы-

полняются перестановки элементов в матрице С. Для формирования перестановками элементов  

конфигурации С  индексно структурированной конфигурации С*,  в ней выбирается «базовый» 

элемент и его местоположение в формируемой перестановками конфигурации. Местоположе-

ние  «базового» элемента   будет определять структуру формируемой конфигурации. 

В  качестве «базового» элемента может быть выбран любой из nxn элементов матрицы С, 

с  расположением его на любой из nxn-позиций в формируемой перестановками конфигурации 

С*.  Отсюда следует, что располагая выбранный «базовый»  элемент  поочередно на  всех  nxn- 
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позициях  формируемых конфигураций,  могут быть построены nxn различных «базовых» ин-

дексно структурированных конфигураций. 

Система индексации (рис.2), использованная  при сформировании конфигурации С*,  

позволяет  различать свойства, характерные для ортогональных латинских  квадратов: индексы 

элементов на одноименных позициях в строках и столбцах принимают значения от 1 до  n, сви-

детельствуя наличие в них «представителей» каждой строки и каждого столбца исходной кон-

фигурации С. 

Обсуждение результатов. В результате перестановок по выбранной системе располо-

жения элементов  формируется конфигурация С* с индексно упорядоченной структурой, при-

веденная для частного случая  n = 7, на рис. 3 при значениях коэффициента индексной удален-

ности окружения k = 1.  

Индексная упорядоченность в сформированной конфигурации заключается в том, что в 

каждой строке и каждом столбце  индексы элементов принимают значения от 1 до n. В каждом 

из них имеет место «индексное представительство» строк и столбцов исходной  матрицы С. 

Ниже рассмотрен пример выполнения указанных преобразований для исходных множеств А= 

{ai} и В = {bj}  размерности n=7. Результат умножения сведен к матрице С7х7,  приведенной  на 

рис.3. 

c11c12c13c14c15c16c17  

с21c22c23c24c25c26c27                                
c31c32c33c34c35c36c37                                     

C7х7 =  c41c42c43С44c45c46c47 

с51c52c53c54c55c56c57 

с61c62c63c64c65c66c67 

с71c72c73c74c75c76c77 
Рис.3.  Конфигурация  произведения  множеств  А7х7  х  В7х7 

Fig. 3. Configuration of the product of sets A7x7 x B7x7 
 

Перестановками по системе индексно - функциональной структуризации окружения 

элемента, приведенной на рис. 2, при значениях k = 1 и выбранном «базовом» элементе c11, ме-

стоположение которого сохранили как в исходной  конфигурации С7х7, приведенные на рис. 3, и 

расположили элемент его в другой позиции,  формируются индексно структурированные кон-

фигурации С7х7*и С7х7**, приведенные на рис.4, которые отличаются структурой строк и 

столбцов. 

  c11c23c35c47c52c64c76                              

  c32c44c56c61c73c15c27                             

                c53c65c77c12c24c36c41                                   

   С7х7*=  с72c16c21c33c45c57c62 

С24c37c42c54c66c71c13 

                 с46c51c63c75c17c22c34 

                 с67c72c14c26c31c73c55   

                c53c65c77c12c24c36c41 

с72c16c21c33c45c57c62 

с24c37c42c54c66c71c13 

C7х7** =   с46c51c63c75c17c22c34 

с67c72c14c26c31c43c55 

c11c23c35c47c52c64c76  

c32c44c56c61c73c15c27 

 
Рис.4. Конфигурации, образованные перестановками элементов методом индексно - функцио-

нальной структуризации множества  С7х7 

Fig. 4. Configurations formed by permutations of elements by the method of index-functional structur-

ing of the C7x7 set 
Индексно-функциональная структура конфигурации C7х7*  отражена в особенности ин-

дексации элементов строк и столбцов. В них значения индексов меняются от 1 до n, каждый 

элемент в строках и столбцах исходного массива С занимает различную позицию.  

Конфигурациями этого класса были нами приведены в работе  [12,13] и определены 

нами как конфигурации нового типа - двух индексные  латинские квадраты, формируемые из 

исходной  n х n - совокупности множеств циклическими сдвигами строк и столбцов по заданно-

му алгоритму. 
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Для исследования свойств полученной конфигурации, как ортогонального латинского 

квадрата, целесообразно перейти к символике обозначения элементов исходных множеств А и 

В, обратной заменой   соответствий  cij: aibj. При этом формируется конфигурация, приведенная 

на рис.5. 

Конфигурация, приведенная на рис.5 является ортогональным квадратом, образованным 

парами элементов множеств А и В.  

Каждый элемент этой конфигурации представляет пару из элементов произведения 

множеств A х B, индексы и элементы которых не повторяются. Все это достаточно наглядно 

отображено на системе индексации элементов в строках и столбцах конфигурации на рис. 5. 

 

     a1b1   a2b3     a3b5  a4b7    a5b2   a6b4 a7b6 

     a3b2   a4b4    a5b6   a6b1   a7b3    a1b5  a2b7 

a5b3    a6b5    a7b7   a1b2   a2b4    a3b6  a4b1 

A х B = a7b2     a1b6     a2b1   a3b3    a4b5    a5b7  a6b2 

a2b4   a3b7    a4b2    a5b4   a6b6   a7b1  a1b3 

a4b6    a5b1   a6b3    a7b5   a1b7   a2b2  a3b4 

                        a6b7    a7b2    a1b4    a2b6    a3b1   a7b3  a5b5 

 
Рис.5. Ортогональный латинский квадрат, образованный элементами таблицы умножения   

множеств  А  и  В 

Fig. 5. Orthogonal Latin square formed by the elements of the multiplication table of sets A and B  
 

Для демонстрации приведенного выше утверждения о том, что таблица умножения 

множеств одинаковой размерности является ортогональным квадратом,  можно провести пре-

образование полученной конфигурации.  

Так, если в полученной конфигурации, приведенной на рис.5, образованной всеми пара-

ми элементов произведения множеств –  aibj : cij,   выполнить операцию удаления первых эле-

ментов в парах, являющихся, по условию умножения множеств, элементами множества А, то 

формируется латинский квадрат, образованный элементами второго множества – Влк (рис.6). 

 

b1b3b5b7 b2b4b6 

                                            b2b4b6b1 b3b5b7 

               b3b5b7b2 b4b6b1 

Влк  =   b2b6b1b3 b5b7b2 

               b4b7b2b4 b6b1b3 

                b6b1b3b5 b7b2b4 

                b7b2b4b6 b1b3b5 
Рис.6. Латинский квадрат, образованный из С7х7* элементами множества В 

Fig. 6. Latin square formed from С7х7 * by elements of set В  
 

При удалении вторых элементов в парах, элементов второго множества,  формируется 

латинский квадрат, образованный элементами множества А (рис.7). 

a1a2a3a4 a5a6a7 

a3a4a5a6  a7a1a2 

a5a6a7a1 a2a3a4 

Aлк  = a7a1a2a3 a4a5a6 

a2a3a4a5 a6a7a1 

a4a5a6a7 a1a2a3 

a6a7a1a2 a3a7a5 
 

Рис.7.  Латинский квадрат, образованный из  С7х7*, элементами множества А 

Fig. 7. Latin square formed from С7х7 *, elements of set А 
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Подобное преобразование в таб.1 умножения множеств или матричной  конфигурации 

С, образованной элементами таблицы, приведенное в табл. 2, не позволяет  убедиться, что эти 

конфигурации являются ортогональными конструкциями. 

 
Таблица 2. Таблица умножения при устранении элементов множества А 

Table 2. Multiplication table when eliminating elements of set A 

ai/bj b1 b2 b3 b4 b5 

a1 b1 b2 b3  b4  b5 

a 2 b1 b2 b3  b4  b5 

a 3 b1 b2 b3  b4  b5 

a 4 b1 b2 b3  b4  b5 

a 5 b1 b2 b3  b4  b5 

Следовательно, выполненные выше преобразования таблицы умножения множеств, по-

строение массива из элементов произведения, и перестановки  элементов методом индексной 

структуризации, формируют конфигурация С*, которая  представляет собой ортогональный 

латинский квадрат, полученный наложением двух латинских квадратов, образованных сомно-

жителями-множествми.  

Её структура, удовлетворяет   условиям ортогональности латинских квадратов, которые 

образованы структуризацией перестановками  массива элементов произведения  двух  n-

множеств.  

Кроме того, подтверждением ортогональности является и то, что строки и столбцы кон-

фигурации являются  непересекающимися  трансверсалями.  Это  отражает сущность предлага-

емого метода:  получение ортогональных латинских квадратов из элементов двух конечных 

множеств одинаковой размерности по приведенному алгоритму последовательности преобра-

зований.  

Следует отметить, что в конфигурации С*, как «базовой» конфигурации, подставляя 

любой из элементов cij: aibj, таблицы умножения последовательно на все  n х n - позиций, может 

быть сформировано семейство изотопных ортогональных латинских квадратов, образованных 

парой множеств А и В, которые отличаются изменением местоположения его элементов, раз-

личием структуры, но с сохранением свойств индексного представительства  в строках и 

столбцах.   

Конфигурации, полученные из «базовой» перестановками  строк или столбцов являются  

изотопными вариантами построения ортогональных латинских квадратов из элементов мно-

жеств А и  В.  

Они являются результатом наложения изотопных латинских квадартов, полученных пе-

рестановками элементов строк и столбцов «базовых» латинских квадратов множества А и В.  

Наложением изотопных латинских квадратов, образованных «базовыми» латинскими 

квадратами исходных множеств могут быть сформированы семейства ортогональных латин-

ских квадратов этих множеств. 

В итоге может быть сформулировано, практически доказанное приведенным примером, 

следующее утверждение: 

ортогональный латинский квадрат для двух конечных множеств А и В может быть по-

строен из пар элементов aibj таблицы умножения, где   i, j принимают значения от 1 до n, 

если расположить их в клетках n х n - таблицы  по рекуррентным соотношением между 

индексами любой пары и значениями индексов элементов пар её окружения по функци-

ональным зависимостям между ними вида (1), приведенным  на рис.  8, при следующих 

ограничениях: 

 n –  число нечетное; - k- число простое, не является делителем числа n; 

 значения индексов элементов окружения по суммам, при их значения больших, чем  n,  

определяются по модулю mod n; 
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 при отрицательных значениях результатов выполнения операций по определению зна-

чений индексов пар элементов окружения, равных (– m),  значения индекса определяет-

ся по формуле (n-m), если оно равно нулю, то значение индекса выбирается равным  

числу n.  

 

… , ai- (k+1) bj-k,… 

… ,ai-k b,j-(k+1),  ai  bj,  ai+k b,j+2,…    (mod n)                             (1) 

…,ai+(k+1) b,j+k,…, 

Рис.8.  Система  индексно – функциональной структуризации окружения элемента ai  bj   

Fig. 8.System of index - functional structuring of the environment of the element ai bj 

 

Ортогональные латинские квадраты двух множеств могут быть сформированы наложе-

нием изотопных латинских квадратов, образованных из «базовых» латинских квадратов исход-

ных множеств. 

Сформулированное утверждение может рассматриваться как алгоритм формализации 

процесса формирования ортогональных латинских квадратов из элементов двух множеств рав-

ной конечной размерности, удовлетворяющих приведенным выше ограничениям к размерности 

и системе индексации. 

Вывод. Отличительная особенность предлагаемого  метода построения  ортогональных 

квадратов  из элементов двух индексированных множеств, одинаковой  размерности, заключа-

ется в  использовании авторами  разработанного ими метода перестановок  элементов  исход-

ных nxn- матричных конфигураций, с формированием  индексно упорядоченных или индексно 

структурированных комбинаторных конфигураций.  

Его использование для формирования ортогональных конфигураций позволяет форми-

ровать ортогональные конфигурации определенного класса, в которых, оперируя индексами 

элементов, легко демонстрируется их ортогональность. Эти конфигурации  обладают свой-

ством,  которое позволяет их  рассматривать  как отдельный класс или семейство ортогональ-

ных латинских квадратов, а именно структурно совершенных, со свойством индексного «пред-

ставительства» отдельных пар элементов.  

   Анализ структуры формируемых комбинаторных конфигураций показал, что харак-

терные для ортогональных конфигураций свойства у них сохраняются при любых перестанов-

ках между собой строк и столбцов.  

При построении конфигурации любая пара из nxn элементов, может быть расположена 

на любой из  nxn-позиции, формируя структурно различимые ортогональные латинские квадра-

ты. Это позволяет определить число возможных вариантов построения пар латинских квадра-

тов, образующих «семейство», образованное множествами А и В, как число возможных пере-

становок  строк и столбцов полученной конфигурации. 

Полученная перестановками элементов конфигурации С (рис.3) конфигурации С* и С** 

(рис.4), могут быть рассмотрены как «базовые». Перестановками строк и столбцов этих матриц 

могут быть сформированы изотопные конфигурации (С**- изотопна конфигурации С*, так как 

получена перестановками ее строк), которые каждая может быть получена определенными 

операциями перестановок строк и столбцов.  

Следует отметить и то обстоятельство, что из элементов множеств А и В могут быть 

сформированы «базовые» латинские квадраты, перестановками строк и столбцов которых так-

же могут быть сформированы изотопные ортогональные латинские квадраты. Существует по-

нятие семейства латинских квадратов, которое образуют квадраты, любая пара которых взаим-

но ортогональны. 

Каждый латинский квадрат, образованный из «базовых» для множества А ( В),  является 

ортогональным с изотопными квадратами, образованными из базовой конфигурации латинско-

го квадрата множества  В (А).   
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Ортогональный латинский квадрат может быть получен наложением изотопных латин-

ских квадратов, образованных базовыми латинскими квадратами из этих множеств, также как 

из базового ортогонального квадрата С*,  путем изменения её структуры  перестановками строк 

или столбцов и  значений  индексов  aij :  aji . 

Предлагаемый метод формирования ортогональных латинских квадратов для любой па-

ры индексированных конечных множеств одинаковой нечетной размерности является более 

общим, чем построение их на основе  подбора  к выбранному латинскому квадрату ортогональ-

ных с ним, и построение их наложением элементов  двух выбранных латинских квадратов друг 

на друга.  

Достоинством метода является и то, что он обладает определенной универсальностью, 

может рассматриваться как формализованный метод построения ортогональных латинских 

квадратов для множеств, удовлетворяющих определенным требованиям.  

По аналогии с ортогональными греко - латинскими квадратами могут быть составлены 

конфигурации, содержащие в себе все возможные пары элементов двух информационных мас-

сивов, с которыми встречаемся при решении ряда практических задач в криптографии.  

Эта задача к криптографии может быть сформулирована как задача «рассеивания» пар 

элементов информационных массивов с индексным упорядочением структур   с целью обеспе-

чения конфиденциальности содержимого. 

Метод  может быть  использован для решения  ряда практических задач, таких как шиф-

рование данных в информационных массивах подстановками и перестановками элементов, 

борьбы с сосредоточенными ошибками большой кратности «пакетами ошибок»,   рассеивание  

их по информационному массиву в виде ошибок малой кратности, построение таких комбина-

торных систем как системы различных представительств,  числовых магических квадратов, 

решению таких классических задач комбинаторики, как составление расписаний, календарное 

планирование и планирование экспериментов и др.  
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АЛГОРИТМ КОРРЕКЦИИ КАРТЫ ГЛУБИНЫ ИЗОБРАЖЕНИЯ С УЧЕТОМ  

ЯРКОСТИ ТОЧЕК И ИХ УДАЛЕННОСТИ ОТ ТОЧКИ НАБЛЮДЕНИЯ 

С.И. Короткевич, Ю.В. Минаева 

Воронежский государственный технический университет, 

394026, г. Воронеж, Московский проспект, 14, Россия 

 

Резюме. Цель. Моделирование головы человека является важной проблемой, возникаю-

щей в самых разных областях науки и техники. Существующие активные технологии рекон-

струкции и моделирования исследуемого объекта требуют наличия дорогостоящего оборудо-

вания и подготовленного персонала. Метод. Альтернативой является использование пассив-

ных методов, выполняющих обработку изображений с помощью специальных математически 

алгоритмов. Одним из таких методов является стереозрение, основанное на использовании 

парных снимков, сделанных одновременно с помощью нескольких, определенным образом, рас-

положенных и откалиброванных камер. Однако общим недостатком методов стереозрения 

является возможность получения ошибочных карт глубины изображения из-за некачествен-

ных исходных снимков или неправильно установленных параметров камер и освещения. Ре-

зультат. Разработаны процедуры, использующие дополнительные параметры точек изобра-

жения, с помощью которых можно проводить коррекцию карт глубины для исключения появ-

ления дефектов на них. Для достижения поставленной цели проведен анализ существующего 

математического обеспечения для обработки фото- и видеоматериалов;  предложены мето-

ды подавления шумов на изображении, получения контура изображения, а также методика 

получения трехмерной матрицы объекта, основанная на изменении направленности освеще-

ния; апробирована работа алгоритма на тестовом примере. Вывод. Разрабатываемая мето-

дика должна улучшить качество карты глубины обрабатываемого изображения и, тем са-

мым, сделать процедуры моделирования более эффективными. 

Ключевые слова: трехмерное моделирование, виртуальная модель, моделирование чело-

веческого лица, обработка изображений, стереозрение, карта глубины 

 

ALGORITHM FOR CORRECTING THE IMAGE DEPTH MAP BASED ON THE POINTS 

BRIGHTNESS AND THEIR DISTANCE FROM THE OBSERVATION POINT 

S. I. Korotkevich, Yu. V. Minaeva 

Voronezh State Technical University, 

14 Moskovsky Ave., Voronezh 14394026, Russia 

 

Abstract. Objective. Modeling the human head is a significant problem that arises in a wide 

variety of fields of science and technology. Existing active technologies for reconstruction and model-

ing of the object under study require expensive equipment and trained personnel. Methods. An alter-

native is to use passive methods that perform image processing using special mathematical algo-

rithms. One of these methods is the stereo vision, which is based on the use of paired images taken 
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simultaneously with several cameras positioned and calibrated in a certain way. However, a common 

drawback of stereo vision methods is the possibility of obtaining erroneous depth maps due to poor-

quality source images or incorrect camera and lighting settings. Results. Procedures were developed 

that use additional parameters of image points, which can be used to correct depth maps to avoid the 

appearance of defects. To achieve this objective, the existing mathematical software for processing 

photo and video materials is analyzed; methods for suppressing noise in the image, obtaining an im-

age contour, as well as a method for obtaining a 3D object matrix based on changing the direction of 

illumination are proposed; the algorithm is tested on a test example. Conclusion. The developed tech-

nique should improve the quality of the depth map of the processed image and thus make the modeling 

procedures more efficient. 

Keywords: 3D modeling, virtual model, human face modeling, image processing, stereo vision, 

depth map 
 

Введение. В связи с быстрым развитием мультимедиа-технологий на первый план во всех 

отраслях науки и производства выходят методы визуализации и виртуального исследования 

объектов. Особенно широко такие методы используются в кино- и видеоиндустрии, архитекту-

ре, строительстве, промышленности, медицине и т.д. Отдельным классом задач моделирования, 

для которого разработаны специальные методы, является моделирования головы человека.  

Существующие технологии  реконструкции и моделирования  человеческого лица в зави-

симости от способов получения и обработки изображений можно разделить на два класса – ак-

тивные и пассивные [1, 2]. Активные системы предполагают использование дорогостоящего 

оборудования (томографов, трехмерных сканеров, лазерных сканирующих систем и т.д.) и 

имеют ограничения, связанные с достаточно большими дозами облучения исследуемых объек-

тов. Пассивное моделирование основано на использовании одного или совокупности несколь-

ких фотоснимков, поэтому не является таким трудо- и ресурсозатратным. Наиболее распро-

страненными методами пассивного моделирования является стереозрение. 

В технологии стереозрения используются парные снимки (или их последовательность), 

полученные с помощью двух специальным образом расположенных камер [3-6]. На данных 

снимках устанавливается расположение одних и тех же точек и по их смещению друг относи-

тельно друга определяется расстояние между ними. Такой подход позволяет реконструировать 

геометрическую форму исследуемого объекта и его расположение относительно других объек-

тов.  

Постановка задачи. Ключевым этапом алгоритмов стереозрения является построение 

карты глубины – матрицы, в которой каждому пикселю присваивается дополнительный пара-

метр – расстояние от плоскости изображения до данного пикселя. Существующие методы по 

вычислению карты глубины используют принцип «скользящего окна», согласно которому на 

втором снимке производится поиск области, уже найденной на первом изображении [7-10]. Од-

нако карты глубины, полученные с помощью таких методов, в некоторых случаях могут обла-

дать следующими дефектами:  

 случайные шумы на изображении; 

 разные величины глубины у точек одного уровня; 

 сильные шумы на границах объектов. 

Причинами появления дефектов являются неточная калибровка камер, различная осве-

щенность парных снимков или их недостаточное качество.  

Для устранения данных недостатков в статье предлагается проводить коррекцию карты 

глубины с учетом яркости точек изображения и их отдаленности от точки наблюдения. Такой 

подход позволит вычислить ориентировочные высоты всей поверхности и получить полную 

трехмерную матрицу объекта. 

Методы исследования. 1. Описание методики. 

Предлагаемая методика обработки исходных видеоданных состоит из нескольких эта-

пов: 
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1. Шумоподавляющая фильтрация изображения. 

2. Определение карты высот поверхности по световым бликам в узловых точках. 

3. Выделение контура объекта (лица). 

4. Вычисление карты высот всей поверхности объекта по яркостной картине. 

5. Коррекция карты глубины. 

1.1 Шумоподавляющая фильтрация изображения.  

На первом этапе в системах обработки изображений наиболее значимым фактором явля-

ется  фильтрация изображения от шумов и помех, появляющихся вследствие преобразования 

сигналов [11-13]. Помехи и шумы на изображении могут оказывать влияние на алгоритмы рас-

познавания объектов за счет уменьшения контрастности и изменения яркостной картины изоб-

ражения.  

Оптимальным является алгоритм пространственной фильтрации изображений, осу-

ществляющий адаптивное, скользящее усреднение сигнала по двумерной апертуре, форма ко-

торой определяется характером изображения в прямоугольной окрестности рассматриваемого 

элемента [12]. 

Для анализа используется изображение растрового вида, заданное в виде матрицы 

}p{P ij , N,...,1j,i  , где ijp  – значения яркости элемента изображения; ]1M,0[pij  ; M – 

число уровней яркости, N – размер матрицы.  

Данное изображение представляет собой совокупность областей-изображений объектов 

и фона, искаженных аддитивным шумом. 

Условно алгоритм разбивается на два этапа. На первом этапе для каждого элемента 

изображения проводится адаптивное усреднение по направлению строки. Для этого рассматри-

ваются все возможные отрезки L  длины L, включающие в себя элемент, в котором произво-

дится усреднение: 

,L,...,1k,)j,i( k   

.1Lj...kLja},p{ iak   

Для каждого отрезка k  строки выделяется среднее значение kS  и дисперсия kD : 

,p
L

1
S

k)l,m(

l,mk 


  

.Sp
L

1
D 2

k

)l,m(

2
l,mk

k

 


 

Затем определяется отрезок d  с минимальной дисперсией, где 

).Dmin(argd m
L,...,1m

  

В качестве результата ijx  адаптивного усреднения по строке элемента )j,i(  изображения 

используется локальное среднее значение dS  по отрезку d  строки, для которого дисперсия 

dD  минимальна: dij Sx  . 

На втором этапе аналогичная процедура используется для адаптивного усреднения по 

столбцу полученных на первом этапе значений }{ ijxX  . Для этого рассматриваются отрезки j-

го столбца изображения длины L, включающие в себя элемент )j,i( : 

.L,...,1k,Q)j,i( k   

Для каждого отрезка kQ  столбца вычисляется среднее значение kS  и дисперсия kD  

значений его элементов: 

,
1

),(

,



kQlm

lmk x
L

S  
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После этого определяется отрезок dQ  с минимальной дисперсией: 

).Dmin(argd m
L,...,1m

  

В качестве результата 
)1(

ij
y  адаптивного усреднения по столбцу элемента )j,i(  изображе-

ния используется локальное среднее значение dS  по отрезку d  строки, для которого диспер-

сия dD  является минимальной: d
)1(

ij
Sy  . 

В результате для каждого элемента )j,i(  изображения результатом ijz  адаптивной про-

странственной фильтрации является среднее значение, рассчитанное по апертуре, содержащей 
2L  элементов, форма которой определяется характером исходного изображения в некоторой 

окрестности элемента )j,i( . 

Основными операциями при реализации алгоритма являются вычисления локального 

среднего и фильтрация. Для сокращения объема вычислений можно использовать рекуррент-

ные ссылки. Такой способ обработки данных позволяет сохранять присутствующие на изобра-

жении малоконтрастные объекты.  

1.2 Определение карты высот объекта по данным парных снимков. 

Вычисление расстояний до поверхности объекта обычно производится по парным кад-

рам изображения, полученным под разными углами. Для этого используются две фотокамеры, 

расположенные на некотором расстоянии (200-500 мм) друг от друга (рис.1). Если известны 

координаты определенной точки на двух (или более) изображениях одного и того же объекта, 

полученные под разными углами зрения, можно, зная параметры камер, вычислить координаты 

точки в трехмерном пространстве [14].  Одна из основных проблем в стереореконструкции – 

найти точное соответствие точек между изображениями, применяемыми для реконструкции. 

Фотокамера 1 Фотокамера 2

Объект

Лампа  
Рис. 1. Получение стереоизображения с помощью двух фотокамер 

Fig. 1. Receiving stereo image using two cameras 

Для получения математической трехмерной модели необходимо иметь карту высот по-

верхности объекта, где массиву точек на этой поверхности соответствуют их пространственные 

координаты x, y и z. Такие данные можно получить также используя эффект изменения направ-

ления освещенности объекта при помощи нескольких направленных источников освещения,  

расположенных в одной плоскости на некотором расстоянии друг от друга. Расстояние между 

ними определяется удаленностью фотокамеры и ламп освещения от объекта. Вариант взаимно-

го расположения фотокамеры и ламп освещения представлен на рис. 2. 

Фотокамера

Лампа 3

Объект

Лампа 1 Лампа 4Лампа 2  
Рис. 2. Взаимное расположение фотокамеры и ламп для определения карты высот 

Fig. 2. The relative position of the camera and lamps to determine the height map 
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Количество ламп определяется степенью детализации сведений о рельефе поверхности. 

Для объектов несложной формы достаточно двух ламп освещения.  

Съемка кадров ведется поочередно с каждой лампой, в результате чего результатом яв-

ляется два или более последовательных кадра. Расстояние между точкой съемки и точками кар-

ты высот определяется по бликам от ламп. Смещение плоскости расположения ламп относи-

тельно фотокамеры объясняется тем, что при его отсутствии измерение расстояния от объекта 

до фотокамеры невозможно, так как в этом случае световые блики будут располагаться в одном 

месте независимо от удаленности предмета исследования.  

На рис. 3  приведена схема расположения средств и объекта съемки для определения 

карты высот одной фотокамерой. При помощи первой лампы получают карту высот поверхно-

сти для левой половины объекта, а второй лампы – правой половины. 

Фотокамера

Лампа 2

Объект

Лампа 1



D

S


C

L

E

 
Рис. 3. Определение карты высот с помощью одной фотокамеры 

Fig. 3. Determination of the height map using one camera 

Определение расстояния от плоскости фотокамеры до поверхности объекта  (рис. 3) 

производится исходя из следующих формул: 

E

S
 tg  , 

C

LS
 tg


 . 

Приравняв правые части данных выражений, получим формулу, по которой будет опре-

деляться расстояния от плоскости фотокамеры до поверхности объекта в определенной точке: 

                                    EC

LE
S




 ,                                                          (1) 

Расстояние между плоскостью расположения ламп и фотокамерой L влияет на измене-

ние параметра S(E) (рис. 4) . Увеличение L приводит к возрастанию зависимости S от E. Для 

малорельефной поверхности объектов, к которым можно отнести человеческое лицо (измене-

ние высоты поверхности 1..100 мм), оптимальным является значение L равное 200 мм, так как в 

результате изменение расстояния до объекта будет колебаться от 1000 до 1100 мм.  

S, мм

E, мм

L=500 мм
L=400 мм

L=300 мм

L=200 мм

L=100 мм

5 15 25 3510 20 30 40

50

100

150

 
Рис. 4. Влияние расстояния L на изменение параметра S(E) 

Fig.4. Influence of the distance L on the change in the parameter S (E) 
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Увеличение этого значения приведет к увеличению ошибки вычисления высоты поверх-

ности, а уменьшение зависит от разрешения используемой фотокамеры (при дальности съемки 

около 1 м). Если дальность съемки необходимо изменить, то L должно быть соответственно 

увеличено или уменьшено. В результате обработки изображения объекта будет получена карта 

высот поверхности, в которой координатами X,Y и Z будут заданы точки, расположенные на 

поверхности предмета перпендикулярной к плоскости фотокамеры. 

1.3. Выделение контура объекта. 

Различные виды обстановки в помещении, ориентация светового потока, фоновой осве-

щение приводят к дополнительным сложностям при выделении контуров объекта [15-17]. Для 

более четкого определения контура из-за различных помех и особенностей светового потока 

необходимо повысить контрастность изображения в 5-20 раз. Повышение или снижение кон-

трастности изображения осуществляется умножением значения каждого цветового канала RGB 

на некоторый специальным образом подобранный коэффициент, что приводит к изменению 

соотношений между цветами а, следовательно, и к более чётким границам. Для изменения кон-

трастности без потери средней яркости используем формулу  [16, 17]:  

,Y)Y
)1(

ij
y(K

)2(
ij

y   

где  
)2(

ij
y  - новое значение одного из каналов; K - коэффициент контрастности (0<K<1 - 

снижение, K>1 - повышение контрастности); 
)1(

ij
y - текущее значение яркости канала; Y  - сред-

нее значение яркости канала по всему изображению. 

Яркость точки находится по формуле, коэффициенты которой определяются свойствами 

человеческого зрения [18]: 

B11.0G59.0R3.0y
)2(

ij
 , 

где R,G,B – яркость изображения по красной, зеленой и голубой составляющим 

В результате изменения контрастности изображение объекта приобретает более четкий 

вид. Дальнейшая обработка производится по методу Собела [18-20], использующего двухмер-

ную апертуру 3 на 3 вида:  
A

1 

A

2 

A

3 

A

8 

F A

4 

A

7 

A

6 

A

5 

).5A6A27A()3A2A21A(Y

),7A8A21A()5A4A23A(X




 

Значение центрального элемента F находится по формуле: 

2Y2XF  . 

Окончательное значение F' помещается вместо элемента F, после чего рабочее окно 

сдвигается на один элемент влево (далее - слева направо и сверху вниз). 

1.4. Коррекция рельефа поверхности по яркостной картине. 

Получение карты высот поверхности является недостаточной информацией для постро-

ения матрицы всего объекта. Для ее получения необходимо откорректировать полученные вы-

соты, а также ввести недостающую информацию о провалах в рельефе. Это можно осуще-

ствить, получив яркостную картину изображения, на основании которой вычислить ориентиро-

вочные высоты всей поверхности. Информация, полученная в комплексе при обработке данных 

обоими методами, дает нам полную трехмерную матрицу объекта. 
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При визуализации трехмерных объектов яркость точки поверхности вычисляется с ис-

пользованием математических моделей освещения и отражения света от поверхности. В общем 

случае яркость точки зависит от таких характеристик, как свойства источников света, характе-

ристики поверхности, ориентации поверхности относительно падающего света, точки зрения 

наблюдателя и т.д. Недостатком существующих моделей является их существенная некоррект-

ность, т.к. неизвестных переменных гораздо больше, чем исходных данных. Но поскольку в 

решаемой задаче исследуемый объект (лицо человека) находится на неизменном расстоянии от 

точки наблюдения и освещено равномерными источниками света, то будем учитывать только 

коэффициент отражения и цвет. Получим по карте высот поверхности параметры соответствия 

яркости точки и ее отдаленности от точки наблюдения.  

Обсуждение результатов. Предлагаемый метод основан на специфической форме голо-

вы человека. Данный метод предполагает, что голова, при виде сверху, имеет форму вытянуто-

го эллипса [21, 22] (рис. 5). 
 

Фотокамера Camera 

R 
T 

dR 

Голова 

Head 

 
Рис.5. Определение карты высот поверхности лица 

Fig. 5. Determination of the elevation map of the face surface 

Расстояние от точки наблюдения до поверхности эллипса определяется на основании 

яркости точек на изображении, представляющего собой плоскость.  

При вычислении оно определяется как разность расстояний между плоскостью изобра-

жения ( ),( yxR ) и поверхностью эллипса ( ),( yxT ): 

                         
)y,x(T)y,x(R)y,x(H  .                                                                 (2) 

Так как яркости точек вносят дополнительные изменения расстояний (2), в результате 

мы получаем карту высот всей поверхности объекта (3). 

                                     
2R/G)y,x(K  ,                                                                      (2) 

                                
)y,x(K)y,x(H)y,x(P  .                                                              (3) 

Имея яркостную карту высот поверхности (формулы (1) и (3) можно определить коэф-

фициент, учитывающий коэффициент отражения и цвет поверхности в узловых точках, полу-

ченных по формуле (1): 

)y,x(S/)y,x(PN . 

На конечном этапе можно откорректировать карту глубины, умножив яркостную карту 

высот поверхности на этот коэффициент, и получить в результате пространственную модель 

объекта в виде трехмерной матрицы.  

Экспериментальное исследование разработанного алгоритма проверим на трехмерных 

моделях головы человека, взятых с сайта https://open3dmodel.com. Примеры тестовых моделей 

приведены на рис. 6. Использование моделей в этом случае позволяет легко получить стерео-

фотографии, а также определить степень отклонения от реальных карт глубины, полученных с 

помощью специализированного программного обеспечения на основе трехмерной математиче-

ской модели. 

http://vestnik.dgtu.ru/
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Рис. 6. Примеры тестовых моделей головы для проверки работы алгоритма 

Fig.6.Examples of test head models to check the algorithm 

Карты глубины лица для тестовых изображений после обработки алгоритмом Depth 

Transfer [5] и с помощью разработанного алгоритма представлены на рис. 6 – 8. 

 
Рис. 7. Карты глубины тестовых изображений, полученные методом Depth Transfer 

Fig. 7. Depth maps of test images obtained by the Depth Transfer method 

 

 
Рис. 8. Карты глубины тестовых изображений, полученные после выполнения процедуры кор-

рекции яркости 
Fig. 8. Depth maps of test images obtained after performing the brightness correction procedure 

Визуальный анализ позволяет сделать вывод, что карты глубины для первого фото, не 

содержащего значимых бликов, для методов Depth Transfer и разработанного метода практиче-

ски не отличаются. Для второй фотографии, содержащей выраженные блики, разработанный 

метод позволяет уменьшить влияние бликов на карту глубины. 

В табл. 1 представлены значения погрешности для тестовых изображений. Критерием 

эффективности оценки выступает значение среднеквадратического отклонения разности между 

оценкой и ее истинной моделью: 

 
,

1 1

2)(
,

)(
,

MN

YY
N

i

M

j

D
ji

D
ji



  


 

  

где 
)(

,

D

jiY  - модель карты глубины, полученная с помощью специализированного про-

граммного обеспечения на основании тестовых трехмерных моделей, 
)(

,

D

jiY  - оценка карты глу-

бины, полученная с помощью предлагаемого метода. 
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Таблица 1. Значения погрешности для тестовых изображений 

Table 1. Values of error for test images 

№ тестового 

изображения 

Test Image No. 

Погрешность для метода 

Depth Transfer, % 

Погрешность для разрабо-

танного метода, % 

The error for the developed 

method, % 

1 10,9 12,4 

2 15,5 11,6 

3 12,3 10,5 

4 14,8 11,2 

5 9,7 9,1 

6 10,4 10,2 

Анализ результатов обработки изображений показывает, что для рассмотренных тесто-

вых изображений значение среднеквадратической ошибки для предложенного метода меньше в 

среднем на 5-10%, чем для метода Depth Transfer. 

Вывод. Для эффективного исследования челюстно-лицевого отдела головы человека 

необходимо построить ее виртуальную модель. Существующие методы активного получения и 

обработки изображения требуют использования дорогостоящего оборудования.  

Наиболее перспективным методом пассивного исследования является стереозрение, ос-

нованное на построении карты глубины по двум снимкам, сделанным с различных камер. Од-

нако исходные фотоснимки могут обладать дефектами, из-за которых получение качественной 

математической модели исследуемого объекта может быть затруднено. 

Предложенная методика коррекции карты глубины позволяет использовать яркость точ-

ки для исправления найденных дефектов и получения пространственной модели, которая в 

дальнейшем может быть использована для виртуального исследования или визуализации. Ра-

бота методики была успешно проверена на тестовых изображениях. На практике использование 

разработанной методики позволяет значительно сократить затраты на моделирование, так как 

требует наличия только двух фотокамер без другого дополнительного оборудования. 
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Резюме. Цель. Целью исследования является определение различных устойчивых харак-

теристик изображений (полуинварианты и инварианты) как дескрипторы, необходимые для 

формирования признакового пространства эталонов, предназначенных  для распознавания об-

разов различной природы относящихся к различным классам объектов. Метод. В качестве 

методических основ, лежащих в построении методов распознавания образов, предлагаются 

метрики оценки близости распознаваемого изображения к заданному эталону в пространстве 

матриц ковариаций, опирающиеся на полученные дескрипторы. Результат. Разработано со-

держание основных этапов выделения дескрипторов заданного класса объектов с учетом раз-

личной освещенности распознаваемых изображений. Эффективность полученных результа-

тов подтверждается проведенными экспериментальными исследованиями, связанными с ре-

шением задачи распознавания специальных снимков - фаций. Выводы. Определение устойчивых 

дескрипторов изображения как инвариантов или полуинвариантов к преобразованиям мас-

штабирования и яркости позволяет решать задачи классификации фаций в условиях неста-

бильности съемки распознаваемых изображений. При этом изображения могут быть повер-

нуты и сдвинуты произвольным образом. В целом предложенный подход позволяет разрабо-

тать эффективную  систему распознавания образов при наличии различного рода помех на 

распознаваемых  изображениях.   
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Abstract. Objective. The objective of the study is to determine various stable characteristics of 

images (semi-invariants and invariants) as descriptors necessary for the formation of a feature space 

of standards intended for recognizing images of different nature belonging to different classes of ob-

jects. Methods. The authors propose metrics for evaluating the proximity of the recognized image to a 

given standard in the space of covariance matrices, based on the obtained descriptors as a methodo-

logical basis for constructing image recognition methods. Results. The content of the main stages of 

selecting descriptors for a given class of objects is developed, taking into account the different illumi-

nation of the recognized images. The effectiveness of the results obtained is confirmed by experimental 

studies related to the solution of the problem of recognition of special images – facies. Conclusions. 

The definition of stable image descriptors as invariants or semi-invariants to zoom and brightness 

transformations allows solving the problems of facies classification in conditions of the unstable 

shooting of recognized images. The images can be rotated and shifted in any way. In general, the pro-

posed approach allows developing an effective image recognition system in the presence of various 

types of interference on the recognized images.  
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Введение. Понятие «инварианта» является одним из важнейших понятий математики [1]. 

Инвариантность – есть свойство математического выражения оставаться неизменным при вы-

полнении определенных преобразований, что важно для задач классификации и распознавания 

объектов различной природы. Системы инвариантов позволяют объединять объекты одного 

класса и, напротив, разделять объекты, принадлежащие разным классам в рассматриваемой со-

вокупности.  

В настоящей работе под инвариантами, применительно к задаче распознавания, понима-

ются в широком смысле дескрипторы – неизменные математические конструкции аналитиче-

ского (алгебраического и геометрического), вероятностного или статистического характера 

[2,3], служащие для описаний объектов, позволяющих осуществлять их поиск и распознавание.  

Отдельно следует отметить, например, широко используемые в распознавании алгебраи-

ческие многочлены для бинарных и полутоновых 2D и 3D изображений, которые являются ин-

вариантами относительно аффинных преобразований [4-6]. В этом случае, относительной 

устойчивостью к яркостным преобразованиям обладают линии положения, характеризующие 

ориентацию графического объекта при известных расположениях его точек [7]. 

Помимо этого, к инвариантам можно отнести некоторые интегрированные числовые ха-

рактеристики и конструкции (множества), например: 

1) нормализованные гистограммы распределения яркостей в классе изображений,  

2) подготовленные для распознавания или измерения расстояний матрицы ковариаций для 

каждого класса объектов,  

3) средние значения (математические ожидания) вероятности распределения яркостных 

оттенков и значения отдельных признаков, характерных для всего класса объектов; 

4) любые характеристики движения, при которых сохраняются расстояния между точка-

ми: площадь геометрической фигуры, угол между двумя прямыми - инвариант движения. 

Постановка задачи. Следует отметить, что многие инвариантные конструкции обладают 

определенной устойчивостью (в определенных пределах) к изменениям отдельных характери-

стик объектов относящихся к рассматриваемому классу, но не гарантируют их полной или 

строгой инвариантности, следовательно, их целесообразно называть субинвариантами.  

Довольно часто различные конструкции инвариантны только по отношению к части воз-

можных преобразований входных данных, в этом случае их называют полуинвариантами.  
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Таким образом, возникает актуальная проблема, решение которой сводится к нахождению 

для исходных изображений вектора устойчивых признаков, который в последующем применя-

ется для решения задачи классификации распознаваемых изображений. Причем, здесь не рас-

сматриваются вопросы поиска и описания особых точек изображения, подобных методу SURF 

(Speeded Up Robust Features) инвариантных к масштабу и вращению или вопросы поиска ал-

гебраических инвариантов.  

Упор делается на поиск относительно устойчивых к смене освещения и изменения яр-

костных характеристик распознаваемых объектов. Подобные дескрипторы, как правило, устой-

чивы к аффинным преобразованиям, поскольку не связаны с координатами пикселей. 

Методы исследования. 1. Нахождение устойчивых дескрипторов для распознавания 

изображений.  
Рассмотрим функцию яркости цифрового изображения [8], дескрипторами которого 

служат числовые характеристики случайного стационарного процесса. Для ее анализа выберем 

гистограмму распределения значений яркости на изображении, начальные и центральные 

моменты, а также другие выделенные дескрипторы.  

Выделение дескрипторов включает следующие основные этапы.  

1. Построение нормализованной гистограммы изображения ( ) i
i

n
p z

n
 , где ni – число пик-

селей i уровня яркости zi (i=0,…,L–1), n – общее число пикселей изображения, величина L 

обычно является степенью двойки (например, 64, 256) в цветовой модели RGB и называется 

глубиной изображения.  

Величина p(zi) определяется оценкой вероятности появления пикселя с интенсивностью zi. 

Условие нормирования 
1

0

( ) 1
L

i

i

p z




 .  

Нормализованная гистограмма представляет собой полуинвариант, поскольку остается 

неизменной по отношению к масштабированию изображения. После выделения наиболее зна-

чимой части яркостного диапазона можно выполнить приведение гистограммы к шкале всего 

яркостного диапазона. 

2. Построение матрицы совместной встречаемости пикселей:  

:

2

, ;

1
( )

i j

r i j

z z r

C p z z
s

  , 

где r – отношение, в котором находятся пиксели i и j, а величина s соответствует числу 

сочетаний элементов, состоящих в отношении r. Она представляет собой оценку плотности 

распределения вероятности второго порядка p2(zi, zj) [9].  

Все диагональные элементы матрицы совместной встречаемости cii равны площадям соот-

ветствующих областей изображения, значение яркости которых равно zi.  

Элементы матрицы cij (i ≠ j), находящиеся вне главной диагонали, равны длинам границ 

разделяющих соответствующие области изображения, которые образованы пикселями с ярко-

стями zi и zj.  

Отношение r определяется с помощью расстояния d = 1 и одного из зафиксированных 

значений угла θ, который может быть: 0°, 45°, 90° и 135°. 

3. Вычисление дисперсии: 
1

2 2

0

( ) ( ) ( )
L

i i

i

z z m p z




  . Дисперсия отражает разброс распреде-

ления яркостей изображения вокруг среднего значения. Она служит одной из устойчивых ха-

рактеристик класса распознаваемых объектов. 

2. Проведение экспериментов.  Классификация изображений фаций. Эксперименты по 

распознаванию образов проводились на изображениях фаций – кристаллизованных капель био-

логической жидкости (в данном случае капель жидкости, выделяемой больным человеком) 

[10].  
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Исходные изображения фаций, представленные в формате JPEG и цветовой модели RGB, 

преобразовывались в формат NTSC (National Television System Committee) [11]. 

Обсуждение результатов.   

Эксперимент 1. Для классификации используем метрику Махаланобиса [12,13], которая 

учитывает корреляцию между компонентами векторов (признаками): 

 

1( ) ( )T

Md x y C x y   , 

 

где C – матрица ковариаций выделенных дескрипторов. 

Матрица ковариаций для класса, представленного обучающей выборкой X , определяется 

следующим образом 

 

1
( ) (X )

n 1

TC X X X  


, 

 

где X – «центр» класса, nn   – размерность матрицы C . 

Процесс выбора подходящих дескрипторов является процедурой эвристической, завися-

щей во многом от предметной области.  

Использовались следующие устойчивые признаки-дескрипторы (табл. 1). 
 

Таблица 1. Устойчивые дескрипторы 

Table 1. Persistent descriptors 

 

 
Наименование Name 

 
Формула Formula 

1 

Математическое ожидание случайной величины z 

Mathematical expectation of a random variable z 

 

1

0

( )
L

i i

i

m z p z




  

2 
Дескриптор относительной гладкости Descriptor of 

relative smoothness 

2

2

( )
1 1 / (1 )

( 1)

z
R

L


  


 

3 
Однородность изображения  

Image uniformity 

1
2

0

( )
L

i

i

U p z




  

4 

Однородность матрицы  

Matrix uniformity 

 

1 1
2

0 0

L L

c ij

i j

U c
 

 

  

5 
Максимум вероятности  

Maximum probability 
max

,
max( )ij

i j
p c  

6 
Энтропия изображения  

Image entropy 

1

2

0

( ) log ( )
L

i i

i

e p z p z




   

7 

Средняя энтропия для матрицы  

Сr Average entropy for the matrix Сr 

 

1 1

2

0 0

log
L L

c ij ij

i j

e c c
 

 

   

 

Указанные в табл.1 яркостные характеристики применялись для формирования учебной 

выборки и бинарной классификации графических образов. Примеры фаций показаны на рис. 1 

и 2.  

На рис.1 и 2 представлены пары расстояний Md , измеренных до классов «High» (высо-

кая степень заболевания) и «Normal» (отсутствие заболевания) соответственно. 
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(5.049, 414.200) 

 
(4.990, 748.374) 

 
(5.101, 1098.076) 

 
(1.064, 43.338) 

 Рис. 1. Фации класса «High» 

Fig. 1. Facies of class «High» 

 

 
(5.055E15, 6.125) 

 
(9.578E12, 6.125) 

 
(8.279E14, 6.125) 

 
(1.514E16, 6.125) 

Рис. 2. Фации класса «Normal» 

Fig. 2. «Normal» class facies 

Преимуществом матрицы ковариаций является её инвариантность относительно некото-

рых преобразований. Если, например, два изображения отличаются лишь на постоянную со-

ставляющую интенсивности яркости, то после вычета средних матрицы становятся одинако-

выми, обеспечивая устойчивость к аддитивному изменению яркости, и являются полуинвари-

антами.  

Поскольку матрица ковариаций не несет в себе информации о порядке, номерах и коорди-

натах точек, то это определяет ее инвариантность относительно операций масштабирования и 

поворота.  

Для того, чтобы получить инвариант к мультипликативным изменениям изображения 

необходимо выполнить дополнительное преобразование: 

 

,
)1(

)()(
2

XXn

XXXX
C

T




 где Y – норма, B  = 

Rji

jiB
,

2 ),( , BjiB ),( . 

  

Заметим, что матрица ковариаций входит составной частью в метрику Махаланобиса, 

используемую для классификации. 

Из выполненных исследований видно, что метрика, основанная на матрице ковариаций, 

обладает достаточной дискриминантной силой для уверенного выявления заболевания по 

снимку. 

 Эксперимент 2. Будем строить матрицы ковариаций на основе следующих пяти харак-

теристик: интенсивности яркости ),( yxI , производных первого и второго порядка по x  и по y

. Таким образом, каждый пиксель изображения представляется в виде вектора: 
T

y

I

x

I

y

I

x

I
yxIyxF 


























2

2

2

2

,,,),,(),( . 

 

Пусть имеются три класса с соответствующими градациями камнеобразования «Normal», 

«Average» и «High». Примеры эталонных фаций для указанных классов представлены на рис.3. 
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Фации класса «Normal» 

  
Фации класса «Average» 

  
Фации класса «High» 

  
Рис.3.Примеры эталонных фаций 

Fig. 3. Examples of reference facies 

В пределах границ фаций выбирались случайно s квадратных областей (в экспериментах 

s=100). Вычислялись матрицы ковариаций для каждой области размером 16х16 и 128х128 пик-

селей. Для распознавания применялась метрика, основанная на использовании матриц ковариа-

ций следующего вида [14]: 

 

 21

1

2

21 ,ln),( CCCC i

n

i

 


 , 

 

где  21,CCi , ni ,...,1  – обобщенные собственные векторы матриц ковариаций 1C  и 2C

, вычисляемые из уравнения 021 CCi . 

 Определим свойства предложенной метрики. 

1. 0),( 21 CC  и 0),( 21 CC  только при условии 21 CC  ; 

2. ),(),( 1221 CCCC   ; 

3. ),(),(),( 313221 CCCCCC   . 

Для метрики ),( 21 CC  доказано выполнение свойств инвариантности относительно аф-

финных преобразований координат и операции инверсии для положительно определенных 

матриц. Проведен расчет расстояния от тестируемой фации до матриц каждого представителя 

эталонных изображений.  

На рис.4 представлены средние значения минимальных расстояний до соответствующих 

классов, которые определяют принадлежность фации. 
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«Normal», 0.18 

 
Average», 0.24 

 
«High», 0.34 

Рис. 4. Примеры фаций из тестовой выборки 

Fig. 4. Examples of facies from the test sample 

На основании того, какой класс получил больше голосов, выносится решение. В ходе экс-

периментов было распознано правильно около 90% снимков.  

Вывод. Выделение устойчивых дескрипторов изображения как инвариантов или полуин-

вариантов к преобразованиям масштабирования и яркости позволяет решать задачи классифи-

кации фаций в условиях возможной нестабильности съемки. При этом изображения могут быть 

повернуты и сдвинуты произвольным образом. 

В этих условиях применение яркостных характеристик в качестве дескрипторов для клас-

сификаторов, построенных на матрицах ковариаций, демонстрирует уверенное выявление тя-

желого заболевания мочекаменной болезни и нормы в бинарной задаче и удовлетворительное 

качество при делении фаций на три класса.  

Для большей уверенности в правильности выбранного признакового пространства необ-

ходимо существенно увеличить число эталонных и тестируемых снимков. 

Благодарности. Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проек-

ты 20-07-00022 А и 17-29-07002 офи_м). 
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ОСНОВАНИЙ ЗДАНИЙ И СООРУЖЕНИЙ 
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Резюме. Цель. Определение напряженного состояния грунтового основания с трапеце-

идальным вырезом от действия собственного веса, согласно условиям эквивалентности воз-

действий, сводится к определению напряженного состояния от внешней поверхностной 

нагрузки, распределенной по гидростатическому закону. Метод. Задача определения напря-

жений в основаниях сооружений при любой степени развития областей пластических дефор-

маций грунта имеет строгую математическую формулировку, и критерии подобия могут 

быть получены с помощью более простого аппарата теории подобия. Моделирование осу-

ществляется с помощью критериев подобия, на основании которых выполняется модель, 

определены условия нагружения и осуществлен переход от замеренных на модели величин к 

соответствующим величинам натурной конструкции. Критерии подобия могут быть получе-

ны либо с помощью теории подобия, либо с помощью анализа размерностей. Используя метод 

погружения совместно с методом центробежного моделирования можно достичь еще боль-

шего эффекта увеличения собственного веса модели из прозрачного оптически чувствитель-

ного материала. Фиксация напряжений в области модели при необходимости производится 

методом «замораживания». Результат. Используя систему уравнений смешанной задачи 

теории упругости и пластичности, и метод масштабов установлены критерии подобия для 

моделирования напряжений в основаниях здании и сооружений. Отмечены ограничения по вы-

бору множителей подобия для сыпучих грунтов, возможности применения при этом метода 

центробежного моделирования, а также особенности моделирования связных грунтов. Вы-

вод. Необходимым условием подобия напряженных состояний сыпучих однородных оснований 

в натуре и модели является равенство множителей подобия геометрического масштаба и си-

лового фактора.  

Ключевые слова: основания сооружений, моделирование напряжений, критерии подо-

бия, сыпучие грунты, центробежное моделирование, связные грунты 

 

STRESS STATE OF THE FOUNDATIONS OF BUILDINGS AND STRUCTURES  

E. K. Agakhanov, S. T. Khidirov, G. G. Gabibulaev 

Daghestan State Technical University,  

70 I. Shamil Ave., Makhachkala 367026, Russia 

 

Abstract. Objective. Determination of the stress state of a ground base with a trapezoidal cut-

off from the action of own weight, according to the conditions of equivalence of effects, is reduced to 

determining the stress state from the external surface load distributed according to the hydrostatic 

law. Methods. The problem of determining the stresses in the structure foundations at any degree of 
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areas development of a plastic strain of the soil has a strict mathematical formulation, and similarity 

criteria can be obtained using a simpler construct of similarity theory. The simulation is performed by 

using similarity criteria based on which the model is executed, the loading conditions are determined, 

and the transition from the values measured on the model to the corresponding values of the full-scale 

structure is carried out. Similarity criteria can be obtained either with the help of similarity theory or 

with the help of dimensional analysis. An even greater effect of increasing the self-weight of a model 

made of transparent optically sensitive material can be achieved using the immersion method in con-

junction with the centrifugal modeling method. If necessary, the stresses in the model area are fixed 

using the "freeze" method. Result. Using the equations system of the mixed problem of the elasticity 

and plasticity theory, and the scale method, similarity criteria are established for modeling stresses in 

the foundations of buildings and structures. Limitations on the choice of similarity multipliers for 

loose soils, the possibility of using the method of centrifugal modeling, as well as features of modeling 

connected soils are noted. Conclusion. A necessary condition for the similarity of the stress states of 

loose homogeneous bases in nature and the model is the equality of the similarity multipliers of the 

geometric scale and the force factor.  

Keywords: foundations of structures, stress simulation, similarity criteria, loose soils, centrifu-

gal modeling, cohesive soils 

 

Введение. Поскольку строительство здания или сооружения начинается с разработки 

котлована, то поверхность основания имеет соответствующий отрытому котловану вырез [1]. 

При разработке грунтов котлована в окружающем массиве происходит изменение начального 

напряженного состояния, причем, чем шире и глубже котлован, тем значительнее эти измене-

ния. Тогда напряжения в основании, возникающие от нагрузки, передаваемой зданием или со-

оружением через подошву фундамента, будут накладываться уже не на начальное поле напря-

жений, соответствующее природному давлению до разработки котлована, а на исходное поле 

напряжений, возникающее после его разработки.  

В инженерной практике принимается, что, когда давление на поверхности дна котлована 

при строительстве здания или сооружения достигает веса извлеченного грунта, в основании 

произойдет изменение напряженного состояния от исходного до природного [2].  

В работах Головина А.Я., Горбунова-Посадова М.И., Шехтера О.Я., Кофмана В.А. и 

Флорина В.А. [3-5] существуют рекомендации замены действия собственного веса грунта в об-

ласти выреза поверхностными нагрузками, прикладываемыми к плоской поверхности основа-

ния в пределах ширины выреза. На практике проектирования широко используется вертикаль-

ное трапецеидальное или прямоугольное, в зависимости от формы выреза, распределение фик-

тивной поверхностной нагрузки, соответствующее распределению весов вынимаемой, при от-

рывке котлована, части грунта. Для определения напряжений от поверхностных нагрузок в ос-

новании с плоской поверхностью используют известные аналитические решения. Однако ис-

пользование таких приближенных расчетных схем приводит к снижению точности получаемых 

результатов.  

Для решения некоторых вопросов проектирования, изучения строительных свойств ос-

нований сооружений и экспериментальной проверки применяемых методов расчета иногда 

применяются исследования на моделях или штампах, достаточно малых размеров по сравне-

нию с действительными сооружениями. В ряде случаев эти исследования производятся для 

изучения распределения напряжений по подошве сооружения и в толще основания, для опре-

деления характера и изменения величины осадки в зависимости от изменения нагрузки, для 

определения величины предельной нагрузки, при которой происходит выпор грунта основания, 

резкое увеличение осадки или же появление незатухающих во времени осадок и т. д. Поэтому 

представляется весьма существенным выяснить вопрос о допустимости перенесения получен-

ных при этих исследованиях результатов на сооружения значительных размеров и об установ-

лении надлежащих условий моделирования. 
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Следует отметить, что действие давления, равного весу извлеченного грунта, на поверх-

ности котлована в действительности не эквивалентно действию собственного веса грунта, вы-

нимаемого при отрывке котлована [6].  

Определение напряженного состояния грунтового основания с трапецеидальным выре-

зом от действия собственного веса, согласно условиям эквивалентности воздействий, сводится 

к определению напряженного состояния от внешней поверхностной нагрузки, распределенной 

по гидростатическому закону [7, 8]. Данный результат позволяет иметь точную оценку исход-

ного напряженного состояния оснований сооружений.  

В частности, для моделирования напряжений в грунтовом основании с трапецеидальным 

вырезом можно использовать метод фотоупругости с применением оптически чувствительного 

материала [9].  

Увеличение собственного веса материала модели достигается методами центробежного 

моделирования и погружения в тяжелую жидкость [10-13]. Используя метод погружения сов-

местно с методом центробежного моделирования можно достичь еще большего эффекта увели-

чения собственного веса модели из прозрачного оптически чувствительного материала. Фикса-

ция напряжений в области модели при необходимости производится методом «замораживания» 

[9]. 

Постановка задачи. Установление теоретически достаточно обоснованных и практиче-

ски проверенных, т. е. находящихся в соответствии с результатами экспериментальных иссле-

дований условий моделирования имеет большое практическое значение не только с точки зре-

ния выяснения вопроса о допустимости использования тех или иных результатов, установлен-

ных при исследованиях на моделях малого размера. Еще большее практическое значение усло-

вий моделирования заключается в выяснении надлежащих условий постановки этих исследо-

ваний, при которых получаемые данные могли бы быть использованы применительно к соору-

жениям большого размера. 

В соответствии с изложенным выше, рассмотрим грунтовое основание, на поверхности 

которого приложена равномерная нагрузка от сооружения и боковая пригрузка, обусловленная 

глубиной заложения фундамента (рис.1). 

 
Рис.1.  Грунтовое основание под действием нагрузки от сооружения и боковой пригрузки 

 Fig. 1. Subgrade under the action of the load from the structure and lateral surcharge 

Исходя из общих принципов моделирование осуществляется с помощью критериев по-

добия, на основании которых выполняется модель, определяются условия нагружения и осу-

ществляется переход от замеренных на модели величин к соответствующим величинам натур-

ной конструкции. Критерии подобия могут быть получены либо с помощью теории подобия, 

либо с помощью анализа размерностей [14]. 

С учетом уровня развития теории механики сплошных сред вполне можно полагать, что 

задача определения напряжений в основаниях сооружений при любой степени развития обла-

стей пластических деформаций грунта имеет строгую математическую формулировку, и крите-

рии подобия могут быть получены с помощью более простого аппарата теории подобия. 

Методы исследования. Для установления необходимых критериев по теории подобия 

выпишем систему уравнений плоской смешанной задачи теории упругости и пластичности для 

модели [5, 15]: 
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Уравнения равновесия 

                                                         

0,

0.

x xz

zx z

x z

x z

 

 


  
   


    

  

                                                 (1) 

Граничные условия на поверхности в области сооружения и вне ее 

, .z с z пр р                                                      (2) 

Условие совместности в упругой области 

                                                            
2 ( ) 0.х z                                                          (3) 

Условие предельного равновесия в пластической области 

1 2 1 2( 2 )Sin .с                                          (4) 

Где:                

2 2
2

2 2
0

x z

 
   

 
 обозначает оператор Лапласа, 

    
 - удельный вес грунта,  

    с с Ctg   , 

   
 - угол внутреннего трения грунта, 

   с - удельное сцепление грунта. 

Применяя метод масштабов, введем подобные преобразования между величинами в 

натуре и модели: 

                                                             ;н м

x xK    

                                                             ;н м

z zK    

                                                             ;н м

xz xzK    

;н м

lX K X   

                                                             ;н м

lZ K Z                                                                (5) 

                                                              ;н мK    

                                                         Sin Sin ;н мK    

                                                             ;н м

c c cK    

                                                             ;н м

с р ср K р   

                                                             .н м

п р пр K р 
 

 

Если записать систему уравнений (1) - (4) для натуры, то с помощью соотношений (5) ее 

можно привести к виду: 
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                                                     , .z с z п
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K K
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2 ( ) 0.х z

l

K

K
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 1 2 1 2( ) ( ) 2 Sin .с сK K K K                            (9) 

Чтобы уравнения (6) - (9), записанные для натуры, совпали с соответствующими уравне-

ниями для модели, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия: 

                      1
l

K

K K





 , рK K  , сK K  , 1K  .                            (10) 

Из второго условия (10) получим формулу для пересчета напряжений с модели на нату-

ру: 

                            ;н м

x р xK    ;н м

z р zK    .н м

xz р xzK                 (11) 

Из условий (10) получаем, что при этом должны выполняться следующие соотношения: 

                                   1K  , сK K , 
р

l

K
K

K
  .                                           (12) 

В случае сыпучего грунта условие (12) принимает вид: 

                                               1K  , 
р

l

K
K

K
  .                                                             (13) 

Для увеличения собственного веса грунта можно использовать метод центробежного 

моделирования [12]. Тогда множители подобия геометрического масштаба и силового фактора 

должны быть подобраны в соответствии с условием моделирования (13).   

Центробежное моделирование для изучения напряжений в грунтах на уменьшенных мо-

делях было предложено Н.Н. Давиденковым и Г.И. Покровским. Идея способа центробежного 

моделирования заключается в следующем. К коромыслу, укрепленному на вертикальной оси, 

на равных расстояниях от оси шарнирно подвешены две каретки (или одна каретка и противо-

вес). При вращении коромысла с достаточно большой угловой скоростью каретки вследствие 

влияния центробежных сил приходят в горизонтальное положение. При этом центробежные 

силы будут воздействовать на скелет грунта уложенной в каретке модели сооружения или ос-

нования в виде соответствующих массовых или объемных сил, аналогичных по своему дей-

ствию силам тяжести. Увеличивая скорость вращения, можно достигнуть любого желаемого 

увеличения этих объемных сил и, в частности, такого, чтобы было удовлетворено условие мо-

делирования. 

Метод центробежного моделирования основан на аналогии между объемными массовы-

ми и инерционными силами, возникающими в теле при его вращении в центрифуге с постоян-

ной угловой скоростью  . Объемная центробежная сила в каждой точке модели, как извест-

но, пропорциональна расстоянию r от этой точки до оси вращения и квадрату угловой скоро-

сти вращения модели: 
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                                                                g

r
I м

2
 , 

где м - объемная масса материала модели, 

g  - ускорение свободного падения. 

В отличие от моделируемой массовой силы распределение силы инерции неравномерно 

по объему модели. Исключить эту погрешность можно с помощью испытания двух идентичных 

моделей (основной и дополнительной) в диаметрально противоположных камерах центрифуги.  

В случае модели с односторонними неудерживающими связями, дополнительную мо-

дель помещают в жидкость, плотность которой превышает плотность модели. Размеры модели 

должны быть гораздо меньше радиуса центрифуги, тогда изменением массовых сил в пределах 

модели можно пренебречь. 

При центробежном моделировании тел, составленных из материалов с разными объем-

ными массами 21   , необходимо соблюдение отношений: 

 

 

 

 мод

мод

нат

нат

2

1

2

1










. 

Данное условие существенно сужает круг решаемых задач, делая необходимым получе-

ние модельных материалов различных объемных масс, что является весьма сложной задачей.  

Следует подчеркнуть, что необходимость выполнения первого условия (13) обусловли-

вается условием предельного равновесия в пластической области. Поэтому на стадии, когда 

области предельного напряженного состояния или отсутствуют, или же, пренебрежимо малы, 

допускается изготовление модели из другого материала. В таком случае для моделирования 

напряжений в основаниях сооружений можно использовать метод фотоупругости с применени-

ем оптически чувствительного материала [9]. 

Увеличение собственного веса материала модели достигается методом погружения в 

тяжелую жидкость [10, 11]. Эквивалентность (аналогия) между задачами о действии массовых 

сил и о погружении тела в жидкость (иммерсионная аналогия) была сформулирована С.Г. Гут-

маном.  

Для увеличения напряжений от действия массовых сил модель погружают в тяжелую 

жидкость. При этом в модели возникают такие же, отличающиеся только по знаку, сдвиговые 

напряжения, как от действия массовых сил, а нормальные напряжения дополняют друг друга 

до величины гидростатического давления. 

Таким образом, если тело с объемной массой 1 погрузить в жидкость с объемной мас-

сой 12   , то в нем возникают напряжения, превосходящие напряжения от массовых сил в 

  112   раз. Для применяемых оптически чувствительных материалов и тяжелых жидко-

стей (сплав Вуда, ртуть) силовое воздействие увеличивается примерно в 7-10 раз. Аналогия 

установлена как для плоской, так и для пространственной задачи. 

Метод приведения массовых сил к внешней гидростатической нагрузке оказался весьма 

простым, эффективным и с успехом используется при исследовании напряжений от массовых 

сил в сложных инженерных конструкциях. 

Однако в случае статически неопределимой относительно внешних сил задачи метод 

применим только при условии несжимаемости или абсолютной жесткости тел   E,5.0 . 

Кроме того, в число ограничений метода следует включить то, что он основан на аналогии, до-
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казывающей существование частичной эквивалентности, заключающейся в тождественном ра-

венстве только напряжений. 

Следует отметить, что методы центрифугирования и погружения в тяжелую жидкость 

нашли применение при исследовании как однородных, так и композитных (составных) кон-

струкций. 

Используя метод погружения совместно с методом центробежного моделирования мож-

но достичь еще большего эффекта увеличения собственного веса модели из прозрачного опти-

чески чувствительного материала [13]. 

Методы центрифугирования и погружения моделей в более тяжелую жидкость обычно 

рассматриваются как альтернативные, причем предпочтение отдается первому. Действительно, 

даже использование в качестве тяжелой жидкости сплава Вуда или ртути дает для эпоксидных 

моделей увеличение массовой силы только в 7-10 раз. В то же время существующие исследова-

тельские центрифуги позволяют получать коэффициенты перегрузки на порядок выше. Однако 

возможности центрифуг не беспредельны. С повышением числа оборотов резко возрастает по-

требляемая электроприводом центрифуги мощность, увеличиваются требования к прочности 

узлов центрифуги. 

Между тем, возникают задачи, в которых значения искомых напряжений и деформаций 

при моделировании массовых сил, как методом погружения, так и методом центрифугирова-

ния, даже используя центрифуги значительной мощности с 150цК , лежат в пределах точно-

сти измерений. Для моделирования таких задач, где необходимо дальнейшее увеличение мас-

совых сил, представляется перспективным центрифугирование моделей с одновременным по-

гружением их в тяжелую жидкость. Эффект совместного применения методов равен произве-

дению эффектов при нагружении моделей каждым из этих методов в отдельности. Совместное 

использование метода погружения модели в тяжелую жидкость и метода центрифугирования 

позволяет увеличить коэффициент перегрузки, не изменяя скорости вращения центрифуги, а 

также изменить соотношение объемных масс элементов композитной модели. Все достоинства 

и недостатки, изложенные выше для каждого метода в отдельности, естественно, остаются в 

силе и при их сочетании.  

Получаемые картины полос интерференции можно регистрировать непосредственно в 

процессе вращения центрифуги. Такая методика удобна для изучения концентрации напряже-

ний вблизи вырезов плоских моделей зарядов, скрепленных с оболочкой. Ее можно применять 

также и при изучении объемных моделей с вклейками из оптически чувствительного материа-

ла. 

Фиксация напряжений в области модели при необходимости производится методом «за-

мораживания» [9]. Метод «замораживания» моделей на центрифуге позволяет определять 

напряжения от действия массовых сил в сложных пространственных моделях. Применительно 

к изучению напряжений в гидросооружениях методика «замораживания» объемных моделей на 

центрифуге была детально разработана Н.И. Пригоровским и Г.Л. Хесиным. Модель помещают 

в термостат, расположенный на стреле центрифуги, и в процессе вращения в термостате созда-

ют температурный режим, необходимый для «замораживания» деформаций. После «заморажи-

вания» модели на центрифуге в любое удобное время и с высокой точностью можно опреде-

лить напряжения с помощью измерений в срезах (или методом рассеянного света). 

В случае связного грунта условия моделирования, как было показано ранее, имеют вид: 

                             1K  , с р lK K K K  , 
р

l

K
K

K
  .                                 (14) 

Так как при обычных исследованиях связность грунта и его собственный вес не могут 

быть при постановке эксперимента изменены в соответствии с условиями моделирования, то 

выполнение условий (14) при изменении множителя подобия геометрического масштаба не 

может быть обеспечено ни при каком выборе множителя подобия силового фактора.  
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Если, однако, записать систему уравнений равновесия в виде 

 

( ) 0,

( ) 0,

xz
x с

zx
z с

x z

x z


 


  
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    


     

  

 

 

граничные условия на поверхности в области сооружения и вне ее в виде 

                                                  , ,z с с z п ср р        

уравнение совместности для упругой области в виде 

                                               2 ( ) ( ) 0х с z с         

и уравнения предельного состояния для областей, находящихся в предельном напряжен-

ном состоянии, в виде 

                        1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) Sinс с с с                

то, поступая совершенно аналогичным путем, как и при выводе условий (10), можно по-

лучить, что условия подобия для связного грунта могут быть записаны следующим образом: 

                                   1с

l

K

K K

 




 , 1с

р

K

K

 
 , 1K  . 

 

Обсуждение результатов. При моделировании напряжений в основаниях сооружений 

множители подобия lK  и рK , определяющие геометрический масштаб и силовой фактор мо-

дели, могут быть выбраны произвольно, а множители K , сK  и K , определяющие угол внут-

реннего трения, удельное сцепление и удельный вес грунта, должны быть выбраны в соответ-

ствии с условиями (12).  

Так как изменение собственного веса грунта в экспериментах с обычными моделями и 

на штампах не представляется возможным, то следует принимать 1K  , откуда для сыпучих 

грунтов получается условие моделирования р lK K .  

Если грунт обладает сцеплением, то заменяем действие сил сцепления всесторонним 

равномерным давлением связности ( сР с Ctg  ), приложенным к свободным граням грунта, 

т.е. приводим связной грунт к сыпучему.  

Следует признать, что многие производившиеся измерения напряжений в основании и 

плоскости подошвы моделей и штампов малых размеров, а тем более измерения их осадок, яв-

ляются весьма условным материалом, который не может быть перенесен на сооружения доста-

точно больших размеров. Пренебрежение влиянием собственного веса грунта допустимо толь-

ко при достаточно малых ширинах полосы загружения, по существу при размерах, приближа-

ющихся к обычным величинам штампов. С переходом же к размерам, приближающимся к раз-

мерам действительных больших сооружений, влиянием собственного веса грунта пренебрегать 

нельзя и необходимо исходить из полученных выше условий моделирования. 

Вывод. Необходимым условием подобия напряженных состояний сыпучих однородных 

оснований в натуре и модели является равенство множителей подобия геометрического мас-

штаба и силового фактора. Данное условие подобия значительно снижает ценность практиче-

ского использования результатов исследования песчаных грунтов штампами в случае значи-

тельной ширины действительного сооружения. Экспериментальное исследование напряженно-
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го состояния оснований зданий и сооружений должно быть выполнено с учетом всех условий 

моделирования, включая и для собственного веса грунта. 
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РАВНОВЕСНЫЕ ВНУТРЕННИЕ ТРЕЩИНЫ В УПРУГИХ ТЕЛАХ,  

ПОДКРЕПЛЁННЫХ ТОНКИМИ ГИБКИМИ ПОКРЫТИЯМИ 

Б.В. Соболь,  Е.В. Рашидова, П.В. Васильев, А.И. Новикова
 

Донской государственный технический университет,  

344000, г. Ростов-на-Дону, пл. Гагарина, 1, Россия 

 
Резюме. Цель. В предлагаемой публикации проведено исследование задач о плоской деформации 

упругих тел, содержащих внутренние прямолинейные трещины. В каждом случае границы рассматри-

ваемых областей подкреплены тонкими гибкими накладками. Первая часть работы посвящена задаче о 

бесконечном упругом клине, грани которого с внешней стороны свободны и усилены тонким гибким 

материалом, а биссектриса содержит прямолинейную трещину, к берегам которой приложены нор-

мальные силы, и исследованию концентрации напряжений в вершинах трещины. Во второй части ра-

боты рассмотрена задача о равновесной радиальной внутренней трещине в сечении круглой трубы. 

Внутренняя поверхность трубы испытывает гидростатическое давление; внешняя – усилена тонким 

гибким покрытием. Целью исследования в каждой из представленных задач является определение зна-

чений фактора влияния. Метод. Задачи объединяет единый подход, в котором наличие покрытия мо-

делируется математически, с использованием специальных граничных условий, полученных на основе 

асимптотического анализа точного решения для полосовой или кольцевой гибкой накладки малой отно-

сительной толщины. В первой задаче вывод сингулярного интегрального уравнения (СИУ) проведен с 

помощью преобразования Меллина, позволившего перейти к решению системы обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений и получить СИУ, относительно производной функции разрыва, I-го рода с яд-

ром Коши. Во второй задаче разрывные решения строятся с помощью рядов Фурье, в результате чего 

выводится сингулярное интегральное уравнение аналогичной структуры. Ранее аналогичные идеи были 

успешно реализованы авторами при исследовании задачи о равновесном состоянии полосы с покрыти-

ем, ослабленной внутренней поперечной трещиной, при произвольных условиях на нижней грани полосы. 

Вывод. Получены СИУ для рассматриваемых задач. Методом коллокации построены решения СИУ для 

различных комбинаций геометрических и физических характеристик задач. Во всех рассмотренных 

случаях рассчитаны значения фактора влияния. Проведен анализ изменения фактора влияния в зависи-

мости от различных комбинаций геометрических параметров и механических характеристик задач. С 

ростом жесткости покрытия и увеличения его толщины значения фактора влияния уменьшаются; 

увеличение значения фактора влияния обеспечивается приближением трещины к границе тела и увели-

чением ее относительной длины. 
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Abstract. Objective. In this paper, the authors study problems of a plane strain of elastic bodies con-

taining internal rectilinear fractures. In each case, the margins of the considered areas are supported by thin 

flexible coatings. The first part of the paper is devoted to the problem of an infinite elastic wedge, the faces of 

which are free from the outside and reinforced with a thin flexible material, and the bisector contains a rectilin-

ear fracture with regular forces applied to the margins, and to the study of the stress concentration at the frac-

ture vertices. In the second part of the paper, the authors consider the problem of an equilibrium radial internal 

fracture in the cross-section of a round pipe. The inner surface of the pipe experiences hydrostatic pressure; the 

outer surface is reinforced with a thin flexible coating. The purpose of the study in each of the presented tasks is 

to determine the values of the influence factor. Methods. Both problems are united by a single approach, in 

which the presence of a coating is modeled mathematically, using special marginal conditions obtained based 

on an asymptotic analysis of the exact solution for a strip or ring flexible coating of small relative thickness. In 

the first issue, the singular integral equation is derived using the Mellin transform, which allows proceeding to 

the solution of a system of ordinary differential equations and obtaining a singular integral equation relative to 

the derivative of the discontinuity function of the first kind with a Cauchy kernel. In the second issue, discontin-

uous solutions are constructed using the Fourier series, resulting in a singular integral equation of a similar 

structure. Previously, similar ideas were successfully implemented by the authors in the study of the problem of 

the equilibrium state of a strip with a coating weakened by an internal transverse fracture under arbitrary con-

ditions on the lower edge of the strip. Conclusion. Singular integral equations for the considered problems are 

obtained. The collocation method is used to construct solutions of singular integral equations for various com-

binations of geometric and physical characteristics of issues. In all the considered cases, the values of the influ-

ence factor were calculated. The analysis of changes in the influence factor depending on various combinations 

of geometric parameters and mechanical characteristics of problems is carried out. It is noted that with in-

creasing rigidity of the coating and increasing its thickness, the values of the influence factor decrease; the in-

crease in the value of the influence factor is provided by approaching the fracture to the body margin and in-

creasing its relative length. 

Acknowledgment. The study was carried out with the financial support of the Russian Foundation for 

Basic Research within the framework of research projects No. 19-08-00074 and No. 19-38-90248. 

Key words: fracture, infinite flexible wedge, elastic ring, thin coating, trigonometric series, integral 

Mellin transform, discontinuous solutions method, stress intensity ratio, influence factor, collocation method 
 

Введение. Техническое составляющая станков и инструментов в современной промыш-

ленности играет существенную роль, так как производство современной техники имеет по-

грешности, измеряемые в микронах, а утрата заданной точности считается потерей работоспо-

собности. Надежность технических конструкций, их износостойкость, как правило, обеспечи-

ваются характеристиками их поверхностей, так как именно на поверхности приходится 

наибольшее влияние внешних сил. Одним из приоритетных направлений, связанных с обеспе-

чением надежности и износостойкости, является развитие методов и технологий нанесения 

специальных тонких покрытий, обеспечивающих специфические характеристики технических 

конструкций. Относительная малая толщина покрытий позволяет экономить дорогостоящие 

материалы, при этом само покрытие выполняет защитные функции. Вместе с этим, известно, 

что наличие малых внутренних дефектов, например, полостей или трещин, неизбежная компо-

нента процесса производства любых механизмов, поэтому усиление поверхностей тонкими по-

крытиями приводит к увеличению времени эксплуатации. Указанная методика нанесения тон-

ких покрытий определяет перед наукой задачи развития и разработки новых способов и техно-

логий оценивания работоспособности станков с тонкими покрытиями, их напряженного состо-

яния. 

Исторически первые научные работы по изучению тонких покрытий проведены зару-

бежными учеными Эрнстом Меланом [1], Эриком Рейсснером [2], В. Койтером и Т. Уорнером 

[3], советскими учеными Виктором Михайловичем Александровым [4] и Суреном Манукови-

чем Мхитаряном [5]. Исследования ученых Армении В. Акопяна [6] и Л. Арутюняна [7], в так-

же работы малазийского ученого Абд эль Фаттах Ризка [8] посвящены проблемам концентра-

ции напряжений в составных телах с трещинами. В работе И. Шацкого изучена прочность пла-

стинок, усиленных гибким покрытием и включающих системы трещин [9]. Проблема влияния 
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стрингера на упругую полуплоскость, включающую разрез, исследована в работе Ю. Антипова 

Ю. и Д. Бардзокаса [10]. Целый ряд работ многих исследователей посвящен изучению полубес-

конечных упругих тел, содержащих поперечные трещины, исследованиям для различных усло-

вий на границах концентрации напряжений в вершинах этих трещин, например, работы [11-15]. 

 Постановка задачи. Постановка задачи для бесконечного упругого клина, границы 

которого усилены тонким покрытием. Рассмотрим клинообразную область, ее описание за-

дадим в системе полярных координат: 𝑟 ∈ [0;  ∞), |𝜑| ≤ 𝛼. На луче φ = 0, соответствующем 

биссектрисе клина, при  𝑟 ∈ [𝑐;  𝑑] расположена трещина. Раскрытие трещины происходит под 

действием нормальных сил – 𝑓(𝑟). Лучи φ = ±α, являющиеся гранями клина, усилены тонкими 

гибкими накладками толщины h. Материал накладки характеризуется модулем сдвига 𝐺1 и ко-

эффициентом Пуассона 𝜇1. Считаем, что на бесконечности (при 𝑟 → ∞) отсутствует перемеще-

ние и напряжение ( 𝑢(𝑟, 𝜑) = 0   – радиальная компонента перемещения и 𝜗(𝑟, 𝜑) = 0 – танген-

циальная компонента; 𝜎𝜑 = 0 – нормальное напряжение, 𝜏𝑟𝜑 = 0 – касательное напряжение). 

Функции разрыва в области трещины (𝑟 ∈ [𝑐;  𝑑], 𝜑 = 0) подлежат определению в процессе ре-

шения задачи. Опишем их неизвестными искомыми функциями 𝜓(𝑟) и 𝜙(𝑟) : 

[𝜗(𝑟, 𝜑)] = 𝜓(𝑟),      [
𝜕𝑢

𝜕𝜑
] = 𝜙(𝑟),                                     (1) 

при  𝑟 ∈ [0;  с) ∪ (𝑑;  ∞), 𝜓(𝑟) = 𝜙(𝑟) =  0. 

Здесь и далее [𝑓(𝜑)] = 𝑓(+0) − 𝑓(−0) . 

 
Рис. 1. Модель задачи о клине 

Fig. 1. Wedge problem model  

Граничные условия задачи:  

𝜑 = 0:          𝜎𝜑 = −𝑓 (𝑟) при    𝑟 ∈ [𝑐;  𝑑];    (2) 

𝜗 = 0,  при    𝑟 ∈ [0;  с) ∪ (𝑑;  ∞);     (3) 

𝜏𝑟𝜑 = 0,      𝑟 ∈ [0;  ∞);.     (4) 

 

𝜑 = ±𝛼:       4𝐺1ℎ 
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
= (1 − 𝜇1)𝜏𝑟𝜑 − 2𝜇1ℎ 

𝜕𝜎𝜑

𝜕𝑟
 ;   (5) 

                        𝜎𝜑 = 0,           (6) 

Условие (5) реализует математическое моделирование наличия гибкой накладки относи-

тельно малой толщины на границах клина [5]. 

Решение задачи строим на основе закона Гука и уравнений равновесия, заданных в пере-

мещениях и записанных в полярной системе координат: 

(1 − 2𝜇)Λ𝑢 +
𝜕Ξ

𝜕𝑟
−
2(1−2𝜇)

𝑟2
𝜕𝜗

𝜕𝜑
= 0, 

(1 − 2𝜇)Λ𝜗 +
1

𝑟

𝜕Ξ

𝜕𝜑
+
2(1−2𝜇)

𝑟2
𝜕𝑢

𝜕𝜑
= 0, 

(7) 

где   Λ =
𝜕2

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
−

1

𝑟2
(1 −

𝜕2

𝜕𝜑2
) ,   

       Ξ =
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
1

𝑟
(𝑢 +

𝜕𝜗

𝜕𝜑
),    𝜇 – коэффициент Пуассона материала клина. 

Интегральное уравнение. К уравнениям (7) применим интегральное преобразование 

Меллина [15]. 

𝑍(𝑠, 𝜑) = ∫ 𝑧(𝜌, 𝜑)
∞

0
𝜌𝑠−1𝑑𝜌, 𝑧(𝑟, 𝜑) =

1

2π𝑖
∫ 𝑍(𝑠, 𝜑)
𝛿+𝑖∞

𝛿−𝑖∞
𝑟−𝑠𝑑𝑠. (8) 
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В результате этого преобразования по переменной 𝑟 функция 𝑢(𝑟, 𝜑)  переходит в 

𝑈(𝑠, 𝜑), а 𝜗(𝑟, 𝜑) в 𝑉(𝑠, 𝜑), а уравнения Ламе –  в систему обыкновенных дифференциальных 

уравнений II-го порядка: 

 

(1 + 𝜘)(𝑠2 − 1)𝑈 − 2(𝑠 + 𝜘)𝑉𝜑
′ − (1 − 𝜘)𝑈𝜑

′′ = 0 , 

(1 − 𝜘)(𝑠2 − 1)𝑉 + 2(𝑠 − 𝜘)𝑈𝜑
′ − (1 + 𝜘)𝑉𝜑

′′ = 0 , 
(9) 

где 𝜘 = 3 − 4𝜇. 

Общее решение системы (6) имеет вид: 

𝑈 = (𝑠 + 𝜘)[с1 sin(𝑠 + 1)𝜑 + с2 cos(𝑠 + 1)𝜑] + (𝑠 − 1)[с3 sin(𝑠 − 1)𝜑 +
с4 cos(𝑠 − 1)𝜑], 

𝑉 = −(𝑠 − 𝜘)[с1 cos(𝑠 + 1)𝜑 − с2 sin(𝑠 + 1) 𝜑] − (𝑠 − 1)[с3 cos(𝑠 − 1)𝜑
− с4sin (𝑠 − 1)𝜑] 

(10) 

где с𝑖, i = 1, … , 4 – произвольные постоянные. 

Принимая во внимание определение неизвестного разрыва (1), удовлетворим граничным 

условиям задачи (3), (5) и (6). Для нахождения с𝑖, i = 1, … , 4 имеем систему алгебраических 

уравнений: 

с1 = с3
1−𝑠

1+𝑠
 , 

с1(𝜘 − 𝑠) = с3(𝑠 − 1) + 𝜓
∗ , 

      с1sin(1 + 𝑠)𝛼 + с2cos(1 + 𝑠)𝛼 − с3sin(1 − 𝑠)𝛼 + с4cos(1 − 𝑠)𝛼 = 0 ,             (11) 

((𝑠 + 𝜘)[с1 sin(𝑠 + 1) 𝛼 + с2 cos(𝑠 + 1) 𝛼] + 

(𝑠 − 1)[с3 sin(𝑠 − 1) 𝛼 + с4 cos(𝑠 − 1) 𝛼]) = 

=
(1−𝜇1)𝑔 𝑟

2ℎ
 (𝑐1cos(𝑠 + 1)𝛼 − 𝑐2sin(𝑠 + 1)𝛼 −

1−𝑠

1+𝑠
[𝑐3cos(𝑠 − 1)𝛼 − 𝑐4sin(𝑠 − 1)𝛼])   

−𝜇1𝑔𝑟 [(𝑠 − 1)(𝑐1cos(𝑠 + 1)𝛼 − 𝑐2sin(𝑠 + 1)𝛼) +
(𝑠−1)2

1+𝑠
(𝑐3cos(𝑠 − 1)𝛼 − 𝑎𝑐4sin(𝑠 + 1)𝛼)], 

где 𝑔 - отношение модуля сдвига материала клина к модулю сдвига материала накладки 𝐺/𝐺1,     

𝜓∗(𝑠) = ∫ 𝜓(𝜌)
∞

0
𝜌𝑠−1𝑑𝜌. 

Удовлетворяя условию (2), получаем 
4𝐺

𝑖𝜋(1+𝜘)
∫

ψ(𝜌)

𝜌

𝑑

с
𝑑𝜌 ∫ 𝐿(𝑠, 𝑟) (

𝜌

𝑟
)
𝑠

𝑠𝑑𝑠 = −𝑟 ∙ 𝑓(𝑟).
𝛿+𝑖∞

𝛿−𝑖∞
                  (12) 

Здесь 𝐿(𝑠, 𝑟) = 

= −
𝑔𝑟(1 − 𝜇1)(𝑠

2 sin2𝛼 − sin2𝑠𝛼) + 2ℎ(1 + 𝑠)(1 − 𝜇)(𝑠 sin2𝛼 − sin2𝑠𝛼)

4ℎ(1 + 𝑠)(1 − 𝜇)(cos2𝛼 + cos2𝑠𝛼) + 𝑔𝑟(1 − 𝜇1)(𝑠 sin2𝛼 + sin2𝑠𝛼)
 

(13) 

Используем замену переменных 𝑠 = 𝑖𝑢 ,  𝑠𝑑𝑠 = −𝑢𝑑𝑢, 

(
𝜌

𝑟
)
𝑖𝑢

= сos (𝑢 ln
𝜌

𝑟
) + 𝑖 sin (𝑢 ln

𝜌

𝑟
). 

 Учитывая, что sin(𝑖𝑥) = 𝑖 sh 𝑥,   cos(𝑖𝑥) = ch 𝑥, получаем: 

�̃�(𝑢, 𝑟) = −
𝑔𝑟(1 − 𝜇1)(sℎ

2𝑢𝛼 − 𝑢2 sin2𝛼) + 2𝑖 ℎ(1 + 𝑖𝑢)(1 − 𝜇)(𝑢 sin2𝛼 − sh2𝑢𝛼)

4 ℎ(1 + 𝑖𝑢)(1 − 𝜇)(cos2𝛼 + ch2𝑢𝛼) + 𝑖𝑔𝑟(1 − 𝜇1)(𝑢 sin2𝛼 + sh2𝑢𝛼)
 (14) 

 

Интегрирование по частям позволяет перейти к СИУ относительно производной иско-

мой функции. 

4𝐺

𝜋(1 + 𝜘)
(∫𝜓′(𝜌)

𝑑

с

𝑑𝜌∫ (2Re (�̃�(𝑢, 𝑟)) cos (𝑢 ∙ ln
𝜌

𝑟
)

∞

0

− 2Im (�̃�(𝑢, 𝑟)) sin (𝑢 ∙ ln
𝜌

𝑟
))𝑑𝑢 = −𝑟 ∙ 𝑓(𝑟) 

(15) 

Проведен анализ подынтегральных функций при 𝑢 → ∞ 

 Re (�̃�(𝑢, 𝑟)) = 𝑂(𝑒−2𝑢𝛼),    Im (�̃�(𝑢, 𝑟)) = −
1

2
+ 𝑂(𝑒−2𝑢𝛼),   0 < 𝛼 < 𝜋. 
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Вводим обозначения:    𝜃 =
𝐺

1−𝜈
 ,    тогда  

4𝐺

𝜋(1+𝜘)
=

𝜃

𝜋
,  

𝐾(𝑢, 𝑟) = 2 Re (�̃�(𝑢, 𝑟)) cos (𝑢 ln
𝜌

𝑟
) − (2Im (�̃�(𝑢, 𝑟)) + 1) sin (𝑢 ln

𝜌

𝑟
) + sin (𝑢 ln

𝜌

𝑟
), 

M(𝑢, 𝑟) = 2 Re (�̃�(𝑢, 𝑟)) cos (𝑢 ln
𝜌

𝑟
) − (2Im(�̃�(𝑢, 𝑟)) + 1) sin (𝑢 ln

𝜌

𝑟
), 

тогда 𝐾(𝑢, 𝑟) = M(𝑢, 𝑟) + sin (𝑢 ln
𝜌

𝑟
).  

СИУ (15) принимает вид: 

∫𝜓′(𝜌)

𝑑

𝑐

𝑑𝜌∫ 𝑘(𝑟, 𝜌) 𝑑𝑢 = −
𝜋

𝜃
𝑟 ∙ 𝑓(𝑟)

∞

0

    (16) 

Здесь 𝑘(𝑟, 𝜌) = ∫ (M(𝑢, 𝑟) + sin (𝑢 ln
𝜌

𝑟
))𝑑𝑢.

∞

0

 

Следующая замена позволяет свести уравнение к безразмерным переменным и получить 

СИУ первого рода с ядром Коши:  

𝜆 = 2 (𝑙𝑛
𝑑

с
)
−1

, 𝑟 = 𝑐 𝑒𝑥𝑝 (
1+𝑥

𝜆
),  𝜌 = 𝑐 𝑒𝑥𝑝 (

1+𝜉

𝜆
),  𝑑𝜌 = 𝑐 𝑒𝑥𝑝 (

1+𝜉

𝜆
)
1

𝜆
𝑑𝜉, 

𝜒(𝜉) = 𝜓′(𝜉) 𝑐 𝑒𝑥𝑝 (
1 + 𝜉

𝜆
) 𝑒𝑥𝑝 (

1 + 𝜉

𝜆
). 

Учитывая значение интеграла ∫ 𝑆𝑖𝑛 (𝑢𝑡)𝑑𝑢

∞

0

=
1

𝑡
  [16], получаем: 

∫𝜒(𝜉) [
𝜆

𝜉 − 𝑥
+ ∫ M(𝑢, 𝑐 𝑒𝑥𝑝 (

1 + 𝑥

𝜆
))𝑑𝑢

∞

0

]

1

−1

𝑑𝜉 = −
𝜋 𝜆

𝜃
𝑞(𝑥) , 

 

               (17) 

|𝑥| ≤ 1,      𝑞(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝 (
1+𝑥

𝜆
) ∙ 𝑓 (𝑐 𝑒𝑥𝑝 (

1+𝑥

𝜆
)).  

Таким образом, решение поставленной задачи сведено к решению СИУ (17). 

Методы исследования. Решение сингулярного интегрального уравнения (СИУ) (17) 

проведем методом коллокации, который позволяет учитывать особенность функции разрыва в 

окрестности вершин трещины. Искомую функцию представим в виде произведения множителя, 

явно учитывающего эту сингулярность, и линейной комбинации 𝑇𝑗(𝜉) полиномов Чебышева 

(ПЧ) первого рода: 

𝜒(𝜉) =
1

√1 − 𝜉2
∑𝑋𝑗𝑇𝑗(

𝑁

𝑗=1

𝜉),   (18) 

здесь  𝑋𝑗 коэффициенты, 𝑁  число узлов коллокации.  

Для построения узлов используем следующие выражения, являющиеся корнями ПЧ:  

𝑥𝑗 = 𝑐𝑜𝑠
𝜋(2𝑗−1)

2𝑚
 ,  𝑗 = 1,2, … , 𝑁 

Выражение (18) позволяет привести задачу системе линейных алгебраических уравне-

ний (СЛАУ): 

(

𝑐11 𝑐12 … 𝑐1𝑁
𝑐21 𝑐22 … 𝑐2𝑁
… … … …
𝑐𝑁1 𝑐𝑁2 … 𝑐𝑁𝑁

)(

𝑋1
𝑋2
…
𝑋𝑁

) = (

 𝑧(𝑥1)
 𝑧(𝑥2)
…

 𝑧(𝑥𝑁)

),                                      (19) 

где 𝑧(𝑥) = −
 𝜋 𝜆

𝜃
𝑞(𝑥),  

𝑐𝑖𝑗 = ∫𝑇𝑗(𝜉)

1

−1

1

√1 − 𝜉
[

1

𝜉 − 𝑥𝑖
+ 
1

𝜆
∫ 𝑀(𝑢, 𝑐 𝑒𝑥𝑝 (

1 + 𝑥

𝜆
))𝑑𝑢

∞

0

] 𝑑𝜉   (20) 
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Решение СЛАУ (19) приводит к построению функции  𝜒(𝜉), которая позволяет опреде-

лить в окрестности вершин трещины величину коэффициента интенсивности нормальных 

напряжений (КИНН):  

𝐾𝐼 = 𝑙𝑖𝑚𝜉→∓1±0 (𝜃√2𝜋(1 + 𝜉) 𝜒(𝜉)) . 

Количество узлов коллокации и величина безразмерного параметр 𝜆 связаны между со-

бой, увеличение 𝜆 приводит к потери точности решения. Проведенные численные эксперимен-

ты позволили сделать вывод: решение СИУ с точностью 95% для λ = 0.8 обеспечивается не 

менее чем 8 узлами; при той же точности и  λ = 0.6 требуется  не менее 5 узлов.  

Постановка задачи для равновесной радиальной трещины в сечении трубы с по-

крытием. Рассмотрим кольцо толщиной 𝑙 = 𝑏 − 𝑎. Сформулируем постановку задачи в поляр-

ной системе координат (𝑟,  ):  𝑟 ∈ [𝑎;  𝑏]. Внешняя граница кольца 𝑟 = 𝑏 усилена тонким (от-

носительно ширины кольца) гибким покрытием толщины ℎ и свободна от напряжений. Внутри 

кольца находится трещина, расположенная вдоль его радиуса на луче 𝜑 = 0 при  𝑟𝜖[𝑐, 𝑑]. Сила 

𝑓 действует на внутреннюю границу и обеспечивает раскрытие трещины. Считаем, что на бере-

гах трещины отсутствуют напряжения. 

 
Рис. 2. Модель задачи о кольце 

Fig. 2. Ring problem model  

Аналогично задаче о клине, функции разрыва в области трещины (𝑟 ∈ [𝑐;  𝑑], 𝜑 = 0) 

подлежат определению. Описываем их неизвестными искомыми функциями 𝜓(𝑟) и 𝜙(𝑟), опре-

деленными в выражении (1). 

Граничные условия задачи: 

𝑟 = 𝑎:          𝜎𝑟 = −𝑓 (𝑟), при    𝑟 ∈ [𝑐;  𝑑]; 
𝜏𝑟𝜑 = 0,  при     𝑟 ∈ [𝑎;  𝑏]; 

𝑟 = 𝑏:           𝜎𝑟 = 0, при       𝑟 ∈ [𝑎;  𝑏]; 

ℎ 

𝑅

𝜕𝜎𝜑
(1)

𝜕𝜑
= 𝜏𝑟𝜑 ; 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

 

𝜑 = 0:             𝜎𝜑 = 0,    при     𝑟 ∈ [𝑐;  𝑑]; 

𝜏𝑟𝜑 = 0,   при     𝑟 ∈ [𝑐;  𝑑]. 
(25) 

(26) 

Верхний индекс (1) соответствует покрытию внешней границы кольца. 

Решение уравнений равновесия построим в виде тригонометрических рядов Фурье. Бу-

дем учитывать симметрию задачи вдоль луча 𝜑 = 0. 

𝑢(𝑟, 𝜑) =
𝑎0(𝑟)

2
+∑𝑎𝑘(𝑟) 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝜑 

∞

𝑘=1

, 𝜗(𝑟, 𝜑) = ∑𝑏𝑘(𝑟) 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝜑 

∞

𝑘=1

 

А коэффициенты разложения имеют вид 

𝑎𝑘(𝑟) =
1

𝜋
∫ 𝑢(𝑟, 𝜑)𝑐𝑜𝑠 𝑘𝜑 𝑑𝜑,   
𝜋

−𝜋

𝑏𝑘(𝑟) =
1

𝜋
∫ 𝜗(𝑟, 𝜑)𝑠𝑖𝑛 𝑘𝜑 𝑑𝜑   
𝜋

−𝜋

 

Это позволяет свести решение задачи к решению СИУ с ядром Коши вида (17). Его ре-

шение также строится методом коллокации. 
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Обсуждение результатов. Равновесная прямолинейная внутренняя трещина в кли-

новидной области с покрытием.  Проведено исследование концентрации напряжений в вер-

шинах трещины. В качестве показателя их интенсивности рассматривался фактор влияния 

𝑁(±1) [17]: 

𝑁(±1) = 𝐾𝐼 𝐾𝐼∞⁄  , 

где  IK  КИНН в исследуемом случае; IK  соответствующая величина в классиче-

ском случае, для задачи об изолированной трещине в неограниченной упругой среде [17]. Фак-

тор влияния характеризует влияние геометрических параметров и механических характеристик 

задачи на значения КИНН.  

В безразмерных величинах удаление трещины от вершины клина определяется парамет-

ром 𝜆 =
𝑑−𝑐

𝑑+c
 ( 𝜆 ∈ (0; 1), приближение трещины к вершине клина соответствует величине 𝜆 

близкой к 1). Проведено изучение зависимости величины фактора влияния от угла при вершине 

клина. В исследовании рассмотрена безразмерная величина  
ℎ

𝑑−𝑐
= 0.01 – отношение толщины 

накладки к длине трещины. Удаление трещины от вершины клина характеризуется величиной 

𝜆  (=0.75, =0.65, =0.55). Замечено, что увеличение угла при вершине клина приводит к 

уменьшению влияния накладки на КИНН. 

 Выявлено, что для тупых углов значения фактора влияния не зависят от угла при вер-

шине клина. Результаты исследования приведены на рис.3.  

 
Рис. 3. Результаты исследования взаимосвязи фактора влияния в вершине трещины 𝑵(−𝟏) и угла при 

вершине клина для разного размещения трещины 

сверху рис. а) накладка – алюминий; снизу: б) накладка – карбид вольфрама 

Fig. 3. Results of the study of the relationship between the influence factor at the crack vertex N (-1) and the angle 

at the wedge vertex for different crack placement 

From above: fig. a) cover plate-aluminum, below: b) the cover plate is tungsten carbide 

Рассмотрены известные частные случаи поставленной задачи, такие как: 

 толщина накладки равна нулю;  

 угол при вершине клина равен 𝜋, клин раскрывается в полуплоскость; 

 угол при вершине клина равен 2𝜋, клин раскрывается в плоскость. 

Проведено сравнение расчетов указанных известных случаев [12, 14, 18 - 19] с расчета-

ми, проведенными на основе решения интегрального уравнения (17) методом коллокации. С 

точностью до двух процентов полученные результаты совпадают с известными. 

В данном исследовании проведен анализ сходимости решения СИУ методом коллока-

ции, который основывался на сравнении величин значений 𝑁(±1) фактора влияния в вершинах 
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трещин при расчетах с разным количеством  точек коллокации (варианты расчетов: 𝑁 = 8,
9, … , 15). Выявлено, что во всех вариантах числовых расчетов (при условии, что λ<0.75), от-

клонения результатов вычислений не превосходит трех процентов. 

Равновесная радиальная трещина в сечении трубы с покрытием. Задача содержит 

значительный набор геометрических и физических параметров и большое число их сочетаний, 

представляемые результаты расчетов носят, преимущественно, иллюстративный характер и не 

претендуют на полноту.  

На рис.4 представлены значения фактора влияния в ближней к покрытию вершине тре-

щины, в зависимости от 𝜆 =
𝑑−𝑐

2𝑏−𝑐−𝑑
< 1, характеризующим удаление трещины от внешней гра-

ницы кольца, усиленной покрытием, и 𝑞 =
𝑏−𝑎

𝑏
, относительной толщины кольца. 

 
Рис. 4 Изменение фактора влияния в ближней к покрытию вершине трещины в зависимости от па-

раметра , для различных значений параметра 𝒒, характеризующего геометрию сечения трубы. При вы-

числениях принято: относительная толщина покрытия 𝒍 =
𝒉

𝒃−𝒂
= 𝟎. 𝟎𝟐 ; относительная длина трещины t = 

 
𝒅−𝒄

𝒃−𝒂
  = 0.2; материал трубы – конструкционная сталь; материал покрытия – вольфрам. 

Fig. 4. Change of the influence factor in the crack vertex closest to the coating, depending on the parameter 

, for different values of the parameter q, which characterizes the geometry of the pipe section. When calculating, it 

is assumed that the relative thickness of the coating is      𝒍 =
𝒉

𝒃−𝒂
= 𝟎. 𝟎𝟐. Relative crack length t =  

𝒅−𝒄

𝒃−𝒂
= 0.2. 

Material – structural steel; coating material – tungsten. 

Как нетрудно заметить, при прочих равных условиях, при большей кривизне трубы, зна-

чения фактора влияния ниже. Предельный случай q=0 соответствует задаче для полосы. 

На рис.5 показано влияние различных материалов накладки на концентрацию напряже-

ний в вершине трещины, ближней к покрытию. Анализ результатов показывает, что при при-

ближении вершины трещины к поверхности, наличие покрытия сдерживает рост фактора вли-

яния, а в некоторых случаях (WС), приводит к его снижению. 

 
Рис.5. Влияние различных материалов. Во всех случаях: кольцо – конструкционная сталь; матери-

ал накладки: PTFE – тефлон, Al – алюминий, Ti – титан, Zr – цирконий, Ni –никель, Cr – хром, W – воль-

фрам, TiN – нитрид титана, WC – карбид вольфрама. Значения геометрических параметров были приняты 

равными: 𝒍 =0.01, 𝑞=0.4, t = 0.2. 

Fig. 5. Influence of different materials. In all cases: ring-structural steel; lining material: PTFE-teflon, Al-

aluminum, Ti-titanium, Zr-zirconium, Ni-nickel, Cr-chromium, W-tungsten, TiN-titanium nitride, WC-tungsten 

carbide. The values of the geometric parameters were assumed to be: l =0.01, 𝑞=0.4, t = 0.2. 
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На рис. 6 представлены кривые изменения фактора влияния в вершине трещины в зави-

симости от относительной толщины покрытия l, при различных значениях параметра . 

 
Рис.6. Кривые изменения фактора влияния. Модельная задача: материал накладки – вольфрам, 

кольца – конструкционная сталь. Остальные геометрические и физические параметры имеют  

те же значения, что и для рис.5. 

Fig. 6. Variation curves of the factor of influence. Model task: the lining material is tungsten, the rings are 

structural steel. The other geometric and physical parameters have the same values as for Fig. 5. 

Как нетрудно заметить, во всех рассмотренных случаях увеличение толщины покрытия 

приводит к снижению значений фактора влияния, причем, для случаев, когда трещина доста-

точно близко расположена к покрытию, это снижение более выражено. 

Вывод. Для каждой из представленных задач расчитано  значение фактора влияния в 

вершинах трещины. Проведен анализ изменения фактора влияния в зависимости от различных 

комбинаций геометрических параметров и механических характеристик задач. Замечено, что с 

ростом жесткости покрытия и увеличение его толщины значения фактора влияния уменьшают-

ся; увеличение значения фактора влияния обеспечивается приближением трещины к границе 

тела и увеличением ее относительной длины. 

Благодарности. Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках 

научных проектов №19-08-00074 и №19-38-90248. 
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РАСЧЁТ МЕТАЛЛОДЕРЕВЯННОЙ ПОДКРАНОВОЙ БАЛКИ 

А.К. Юсупов, Х.М. Муселемов, Т.О. Устарханов 

Дагестанский государственный технический университет, 

367026 г. Махачкала, пр. И.Шамиля,70, Россия 
 

Резюме. Цель. Разработка конструкций и расчет металлодеревянных подкрановых ба-

лок сопряжены с определенными трудностями. В статье рассматриваются методики расче-

та и проектирования металлодеревянных  подкрановых балок. При этом излагается  алго-

ритм, который позволяет проектировать рациональные по расходу материала системы. Ме-

тод. В качестве примера принята металлодеревянная балка пролетом 12м, на которую  дей-

ствуют мостовые краны грузоподъёмностью 30тс. Работа металлодеревянной подкрановой 

балки   сравнивалась с дощатоклееной подкрановой балкой без усиления. Для расчета дощато-

клееной балки, усиленной металлическими элементами (или металлодеревянная балка), «от-

брасываем» элементы усиления и заменяем их упругоподатливыми опорами. Податливость 

этих опор учитывается с помощью коэффициента  упругих опор - r, который определяется в 

зависимости от жесткости опор, а усилие в металлических элементах  находим из равновесия 

узлов. Результат. В обоих вариантах нагружения металлодеревянных подкрановых балок 

показало, что наибольший изгибаюший момент имеет место при расположения колеса 

мостового крана над упругой опорой. Вывод. Металлодеревянную подкрановую балку 

рационально использовать при действии мостовых кранов грузоподъёмностью до 30 тс; 

металлодеревянные подкрановые балки рекомендуется проектировать пролетами до 12 м; 

сравнение дощатоклееных подкрановых балок с металлодеревянными  показало, что 

металлодеревянные балки на 40-55%  эффективнее. 

Ключевые слова: подкрановая балка, упругоподатливая опора, мостовой кран, усиление, 

грузоподъёмность, дощатоклееная балка 

 

METAL-WOOD CRANE BEAM CALCULATION 

A. K. Yusupov, H.M. Musеlеmov, T. O. Ustarhanov 

Daghestan State Technical University, 

70 I. Shamilya Ave., Makhachkala 367026, Russia 

 

Abstract. Objective. The development of structures and calculation of metal-wood crane beams 

are associated with specific difficulties. The article discusses the methods of calculation and design of 

metal-wood crane beams. In this case, an algorithm is described that allows designing systems that 

are rational in terms of material consumption. Methods. As an example, a metal-wood beam with a 

span of 12 m is used, which is supported by overhead cranes with a load capacity of 30 tf. The opera-

tion of a metal-wood crane beam was compared with a glue laminate crane beam without reinforce-

ment. The reinforcement elements are "discarded" and replaced with elasto-yielding supports to cal-

culate a glue laminate beam reinforced with metal elements (or a metal-wood beam). The flexibility of 

these supports is taken into account using the elastic support ratio r, which is determined depending 
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on the stiffness of the supports, and the force in the metal elements is derived from the nodes balance. 

Result. In both variants of loading metal-wood crane beams, it was shown that the greatest bending 

moment occurred when the bridge wheel was located above the elastic support. Conclusion. It is ra-

tional to use a metal-wood crane beam when operating bridge cranes with a lifting capacity of up to 

30 tf; metal-wood crane beams are recommended to be designed with spans up to 12 m; the compari-

son of glue laminate crane beams with metal-wood beams showed that metal-wood beams were 40–

55% more efficient. 

Keywords: crane beam, elasto-yielding support, bridge crane, reinforcement, lifting capacity, 

glue laminate beam 

 

Введение.  Алгоритм расчета металлодеревянных подкрановых балок приведен в рабо-

тах авторов [1,8,12], где подробно показана последовательность определения внутренних уси-

лий и размеров сечения конструкции. На рис. 1 показана конструктивная схема металла - дере-

вянной подкрановой балки. Основным элементом конструкции является дощатоклееная балка. 

Для повышения несущей способности и усиления дощатоклееной подкрановой балки (как из-

вестно на подкрановые балки действуют крановые нагрузки при различных режимах  работы 

мостовых кранов, которые вызывают большое напряжение и деформации) применяют металли-

ческие элементы [2-7,9]. 

В целом такая конструктивная схема позволит (по нашему мнению)  применить их на 

практике, облегчая конструкцию и уменьшая расход металла. Как было отмечено в работах 

[8,12] металлодеревянную подкрановую балку желательно применять для мостовых кранов 

среднего режима работы и грузоподъёмностью до 30тс при  шаге колон 6 или 12м.  

Постановка задачи. В качестве примера принята металлодеревянная балка пролетом 

12м, на которую действуют мостовые краны грузоподъёмностью 30тс. Работа металлодеревян-

ной подкрановой балки сравнивалась с дощатоклееной подкрановой  балкой без усиления.  Как 

известно, для определения наибольшего изгибающего момента в однопролетной подкрановой 

балке обычно пользуются правилом Викклера, в соответствии с которым мостовые краны пе-

ремещают по длине пролета с определенным шагом [8], а на каждом шаге вычисляют внутрен-

ние усилия. Однако этот метод не применим для трех пролетных балок с упругими опорами. В 

этом случае для практических расчетов достаточно рассмотреть два варианта загружения до-

щатоклееной подкрановой балки двумя мостовыми кранами:  

1. Оба крана располагаются симметрично относительно середины пролета балки (рис.2);  

2. Когда одно из колес двух кранов располагается над упругоподатливой опорой (рис.3).  

       На данных рисунках элементы усиления заменены упругоподатливыми опорами. Как было 

отмечено выше, расчет металлодеревянной балки проводим по методам, изложенным в работах 

[8,12]. 

 

 
 

Рис.1. Конструктивная схема металлодеревянной подкрановой балки  

Fig. 1. Structural diagram of a metal-wood crane girder 
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Рис. 2. Нагружения подкрановой балки с упруго- податливыми опорами   

по первому варианту 

Fig. 2. Loads of the crane girder with elastic yielding supports according to the first option 

 
Рис. 3.  Нагружения подкрановой балки с упруго- податливыми опорами 

по второму варианту 

Fig. 3. Loads of the crane girder with elastic-filing supports according to the second option 

 

Методы исследования. Для расчета используем дифференциальное уравнение попереч-

ного изгиба подкрановой балки [8,11,12]:  

          ЕJу
4
(х) =у(х0) - Х1δ(х,Ɩ1) - Х2δ(х,Ɩ2),                                                (1) 

где:  ЕJ- жесткость сечения подкрановой балки при изгибе; 

 у (х) - функция прогибов; 

δ(х, Ɩi) - дельта функция;  

Х1, Х2 - реакции упруго-податливых опор. 

Прогиб определим по формуле: 
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Каждая из функций G1 и G2 справедлива в пределах своего участка: 
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G =G1при    x<ξ ,           G  =  G2при       х  ≥  ξ . 

Неизвестные силы Х1и Х2, входящие в равенство (2) определяются формулами: 

 

.

]
1

),([]
1

),([),(),(

]
1

),([)(),()(

,

]
1

),([]
1

),([),(),(

]
1

),([)(),()(

22112112

22202110

2

22112112

22102120

1

r
llG

r
llGllGllG

r
llGlyllGly

X

r
llG

r
llGllGllG

r
llGlyllGly

X













                  (3) 

где: r=Ер Ар hст/ lр 3 – коэффициент податливости упругоподатливых опор; Ер, Ар, lр, 

hст – параметры металлических элементов усиления [2-5,7,10] Для облегчения дальнейших 

расчетов максимально упрощаем формулы (3) 
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Тогда получаем 
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Подставляя полученные значения в формулу  (3), делая несложные преобразования и 

введя безразмерный  коэффициент
3

rl

EJ
k   неизвестные, представим в следующем виде: 
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Далее введём следующие обозначения: 

);,()(),()](1[),( 21  xxexxex   
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Тогда функция Грина (1) принимает вид  
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С учетом всех преобразований и новых обозначений функции прогибов (1) определяем 

формулой 
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  Изгибающие моменты и перечные силы можно записать в виде: 
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Для проверки правильности предложенных выше формул выполним расчет для первого 

и второго вариантов загружения подкрановой балки (рис.2). Расчет первого варианта проведем 

для случаев - k=0,0000061 и 
3
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l
l   =4 м.    

Координаты сосредоточенных сил, действующих на шпренгельную балку, в местах при-

ложения колес мостового крана: 
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Аналогично вычисляются и другие значения слагаемых функции  (13).  
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Из системы (15) определим неизвестные Х1 и Х2: 

.195.9750

31535.5

3

2

мkH

kHFимxПри





http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 47, №3, 2020 

Herald of Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.4, No.3, 2020 

http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

127 

 

;789.380

])
243

4
[]

243

4
[

486

7

486

7
(12

)
243

4
(405.20313

486

7
405.20313

;789.380

])
243

4
[]

243

4
[

486

7

486

7
(12

)
243

4
(405.20313

486

7
405.20313

33

33

2

33

33

1

kH

kkм

kмkHм

X

kH

kkм

kмHмkH

X

















 

Аналогичный расчет проведем для второго варианта загружения подкрановой балки 

(рис.3) при l1 = l/3 =4м и k= 0.0000061.  

Координаты сосредоточенных сил, действующих на шпренгельную балку, в местах при-

ложения колес мостового крана: 

х1=2.7м;   х2=4м;  х3=9.1м;  м
l

l 4
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1  . 

Вычислим 1-е слагаемое суммы в функции (13) мxпри 7.21   
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Аналогично вычисляются и другие значения слагаемых функции  (13). 
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Из системы (15) определим неизвестные Х1 и Х2: 
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Определив опорные реакции RА и RВ  в металлодеревянных подкрановых балках постро-

им эпюры М (х) и Q (х) для обоих вариантах загружения (рис. 4 и 5).  

Обсуждение результатов. Сравнение обоих вариантов нагружения подкрановых 

металлодеревянных балок показал, что наибольший изгибаюший момент имеет место при 

втором варианте. Для этой балки максимальные внутренные усилия равны: Ммах= 

340.618Кн·М; Qмах=280.911Кн. Сечение дощатоклееного элемента металлодеревянной балки 

(рис.1) примем прямоугольной сплошной формы. Ширину сечения равным b = 25см. Высоту 
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сечения, предварительную, определим при помощи формулы: h =(1/8–1/12)L. Исходя из этого 

берём h=(1/10)L=120см. 

 
Рис. 4. Эпюры  М и Q для первого  варианта загружения подкрановой балки 

Fig. 4. Diagrams M and Q for the first variant of loading the crane girder 

 
Рис. 5. Эпюры М и Q для второго варианта загружения подкрановой балки 

Fig. 5. Diagrams M and Q for the second variant of loading the crane girder 

Далее определим размеры металлических элементов усиления металлодеревянной 

подкрановой балки и проверим напряжение. Усилие в металлических элементах  найдем из 

равновесия узлов показанных на рис. 6. 

      Из равновесии узлов 1, 2, 3 и 4 найдем усилия в их элементах:  

N1-3 = ‒X1 = ‒427.528кН = Fcт;     N2-4 = ‒X2 = ‒357.228кН= Fcт; 

N3-4 = NА-3·COSα =2180.153·0.9806=2137.858кН; 

NА-3 = N1-3/Sinα =427.528/0.1961=2180.153кН; 

NВ-4 = N4-2/Sinα =357.226/0.1961=1821.662кН; 

N4-3 = NВ-4·COSα = 1821.662·0.9806=1786.322кН. 
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        В качестве расчетного значения усилия будем возьмем  бóльшее из двух, т.к. элементы 

конструкций  симметричны. 

 

 
Рис. 6. Расчетная схема элемента усиления и его узлов 

Fig. 6. Design diagram of the reinforcement element and its nodes 

Нормальные напряжения в дощатоклееной балке подкрановой конструкции определим 

по формуле [1,6,12]:  σ =N3-4/Aнт + Ммак/Wнт ≤ Rcmcmb = 213785.8/25·120 + +3406180/60000= 

=71.262+56.77=128.032кгс/см
2 

≤ Rcmcmb =180·1·0.8=144кгс/см
2
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Касательные напряжения: 
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где S   – статический момент половины сечения перекладины; 

maxQ  – максимальная поперечная сила; 

nI   – момент инерции перекладины; 

b   – ширина сечения перекладины. 

1. Подбор сечения раскосов. Растягивающее усилие Fp=NА-3=2180.153 кН. 

R
А

F

нетто

р
  

Здесь неттоА  – площадь поперечного сечения элемента в ослабленном месте; 

  – коэффициент условий работы, принимаем 0,9; 

R  – расчетное сопротивление стали, принимаемое по СП 16.13330.2017 «Стальные кон-

струкции» [5]. 

По временному сопротивлению 

;356
025,1

365
, МПа

МПаR
R

m

H

в 


      2045.68
6,359,0

153.2180
см

kH

R

F
А

H

В

р

нетто 








 

Назначаем 2 стержня диаметром 5см . 

2. Подбор сечения затяжки. Растягивающее усилие Fз= N4-3=1786.322кН. 

По временному сопротивлению 

;356
025,1

365
, МПа

МПаR
R

m

H

в 


    ;75.55
6,359,0

322.1786 2см
kH

R

F
А

H

В

з

нетто 








 

Назначаем 2 стержня диаметром 4.5см. 

3. Подбор сечения стоек. Сжимающее усилие Fс=427.528 kH. 

Условие устойчивости продольного изгиба стойки: 
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22 см
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Для определения коэффициента х  необходимо задаться гибкостью  .  

При известном расчетном сопротивлении 
2

20
см

kH
R   и 70  коэффициент продольно-

го изгиба .782,0х  
Принимаем сечение стойки в виде двух швеллеров №18 с параллельными 

поясами. 

Для оценки правильности выбора металлодеревянной подкрановой балки сравним её с 

дощатоклееной подкрановой балки. Пролет дощатоклееной балки и крановая нагрузка 

аналогичная, что и для металлодеревянной. Для определение размера поперечного сечения 

дощатоклееной балки приложим крановую нагрузку как ко второму варианту (без упругих 

опор, рис.7) и определим в внутренние усилия. С помощью них определим размеры 

поперечного сечения.  

Ширину сечения балки назначим равным 25см, как и для металлодеревянной балки. 

Высоту сечения определим из допустимого изгибного напряжения  σ = Ммак/Wнт =   Ммак 

/(b·h
2
/6)  ≤ Rcmcmb = 180·1·0.8=144кгс/см

2
, h=(1711.5·6/b·Rc·mc·mb)0.5=169см, что на 40% 

больще чем высота металлодереаянной балки.    

 
Рис. 7. Эпюры М и Q для однопролетной подкрановой балки 

Fig. 7. Diagrams M and Q for a single-span crane girder 

 Вывод. Анализ теоретических расчетов металлодеревянной подкрановой балки показал: 

1. Металлодеревянную подкрановую балку рационально использовать при действии 

мостовых кранов грузоподъёмностью до 30тс; 

2. Металлодеревянные подкрановые балки рекомендуется проектировать пролетами до 12 

м;  

3. Сравнение дощатоклееных подкрановых балок с металлодеревянными  показало, что 

металлодеревянные балки на 40-55% эффективнее. 
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• распечатку рукописи (2 экз.); распечатка должна представлять собой письменную копию 

файла статьи; 

• электронную копию (допустима передача по электронной почте); 

• экспертное заключение о возможности опубликования в открытой печати (1 экз.); 

• метаданные авторов: ФИО, место работы, ученое звание, должность (1 экз.); 
 

Правила оформления текста 

Текст подготавливается в текстовом редакторе MicrosoftWord. Статья должна 

предусматривать разделы: «Введение», «Постановка задачи», «Методы исследования», 

«Обсуждение результатов», «Вывод». Объем непосредственно содержания статьи должен 

составлять не менее 9 -10 страниц машинописного текста. 

Формулы подготавливаются во встроенном редакторе формул MicrosoftWord или в 
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источники (литературу) - в квадратных скобках. 
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 Перечень авторов (разделяется запятыми, инициалы после фамилий, на русском и 

английском языке); выравнивание слева. 

 Название статьи (на русском и английском языке). 

 Аннотация (Abstract) – 200-250 слов, характеризующих содержание статьи (на русском 

и английском языке). 

 Ключевые слова (keywords) 5-10 слов или словосочетаний, отражающих содержание 

статьи (на русском и английйском языке). 

Каждый элемент заглавия приводится, начиная с новой строки; выравнивание проводится 

по центру. 
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