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Резюме. Цель. Рассматривается конечно-элементная методика расчета железобе-

тонных плит с трещинами после их усиления композитными тканями с целью определения 

остаточного запаса прочности. Метод. Методика основана на использовании алгоритмов 

расчета конструкций с учетом геометрической и физической нелинейности,  реализованных в 

программе ПРИНС. Эти алгоритмы предполагают использование одной и той же расчетной 

схемы в процессе решения задачи. Однако специфика поставленной проблемы заключается в 

том, что расчетная схема конструкции до появления в ней дефектов и после усиления ее с по-

мощью композитных  материалов должна изменяться. Результат. С учетом этого обстоя-

тельства алгоритмы нелинейного расчета конструкций по программе ПРИНС были дополне-

ны опцией, позволяющей в процессе сквозного расчета менять параметры расчетной схемы. 

Для исследования несущей способности железобетонных плит используются многослойные 

конечные элементы, для каждого из которых задан определенный пакет материалов. Модер-

низация расчетной схемы в данном случае сводится к замене одного пакета материалов на 

другой. Приводится пример расчета плиты с трещиной, усиленной композитной тканью. Вы-

вод. Показано, что использование перестраиваемой расчетной схемы позволяет существенно 

повысить точность расчетов. При этом конечный результат зависит от того, на какой ста-

дии формирования дефектов в плите  осуществляется ее усиление. В расчетах использованы 

специальные многослойные конечные элементы четырехугольной формы. Элементы состоят 

из четырех простейших треугольников,  для которых большая часть матричных характери-

стик вычисляется в замкнутом виде. Это особенно важно при проведении нелинейных расче-

тов, требующих многократного перевычисления этих характеристик. 

Ключевые слова: строительные сооружения; плиты, метод конечных элементов; нели-

нейность; несущая способность; программное обеспечение 
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Abstract. Objectives. The finite element method for cracked reinforced concrete slabs analysis  

after they were reinforced with composite fabrics in order to determine the residual safety factor is 

considered. Method. The method is based on the use of algorithms for calculating of structures with 

the account of the geometrical and physical nonlinearities, implemented in the PRINS program. These 

algorithms assume the use of the same calculation scheme in the process of the problem solving. How-

ever, the specifics of the assigned problem is that the design sсheme  of the structure before the ap-

pearance of defects in it and after its amplification with the help of composite materials should 

change. Result. Taking into account this circumstance, the algorithms of nonlinear calculation of 

structures under the PRINS program were supplemented with an option that allows changing the pa-

rameters of the design scheme in the process of through calculation. To study the bearing capacity of 

reinforced concrete slabs, multilayer finite elements are used, for each of which a specific package of 

materials is specified. Modernization of the design scheme in this case comes down to replacing one 

package of materials with another. An example of calculation of a slab with a crack reinforced with 

composite fabric is given. Conclusion.  It is shown that the use of a tunable design scheme can signifi-

cantly improve the accuracy of calculations. In this case, the final result depends on what stage of the 

formation of defects in the slab its strengthening is realized. The special multilayered finite elements of 

a quadrangular shape are used in calculations. The elements consist of four simple triangles, for 

which most of the matrix characteristics are calculated in a closed form. This is especially important 

when carrying out nonlinear calculations that require repeated computations of these characteristics. 

Keywords: buildingstructures; plates; finiteelement method; nonlinearities; load-

bearingcapacity; software 

 
 

Введение. Усиление железобетонных конструкций рекомендуется проводить при 

несоответствии фактической несущей способности требованиям действующих нормативных 

документов, при наличии  дефектов и повреждений, при снижении несущей способности с по-

вышением внешней нагрузки, при появлении механических повреждений, образовании трещин 

в растянутых элементах и защитном слое бетона конструкций, а также с целью компенсации 

недостаточной толщины защитного слоя. 

Для усиления рекомендуется использовать композиционные материалы, создаваемые 

непосредственно на ремонтируемом объекте из лент, холстов и тканей, втапливаемых в слои  

эпоксидного клея, свойства  которых  определяются типом применяемого в ткани углеродисто-

го волокна. Усиление, проведенное таким образом, позволяет восстановить работоспособное 

состояние конструкций, повысить несущую способность и долговечность сооружения или его 

конструктивных частей  и элементов. 

Постановка задачи. Современные технологии усиления конструкций композитными ма-

териалами, в том числе тканями на основе углеродных волокон, позволяют проводить ремонт 
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железобетонных конструкций при возникновении дефектов без демонтажа как конструкций в 

целом, так и отдельных их элементов [1-6]. Это позволяет сократить сроки проведения ремон-

тов и снизить их стоимость.  

Однако при этом возникает проблема выбора необходимого материала для ремонта и оцен-

ки запаса прочности при дальнейшей эксплуатации конструкции. Рекомендации по ремонту и 

усилению железобетонных конструкций, разработанные различными ведомствами (например, 

[6]), основаны, главным образом, на экспериментальных сведениях о работе подобных кон-

струкций и не предполагают точного анализа их напряженно-деформированного состояния.  

Проблема может быть решена с помощью компьютерных программ, в которых реализова-

ны методы расчета конструкций с учетом нелинейности деформирования [7-9,].  

Однако алгоритмы, используемые в подобных программах, как правило, не учитывают 

особенностей задачи, связанной с усилением и последующим определением коэффициента за-

паса прочности конструкции, и поэтому необходимо развитие этих алгоритмов [10-12,]. Основ-

ная особенность сформулированной выше задачи заключается в том, что расчет конструкции 

после ее усиления должен выполняться при изменении  расчетной схемы, но с учетом накоп-

ленного к моменту ремонта напряженно-деформированного состояния. Данная работа посвя-

щена развитию методики нелинейного расчета конструкцийметодом конечных элементов с 

учетом этой особенности и адаптации ее к программному комплексу ПРИНС[13]. 

Методы исследования. Программа ПРИНС позволяет определять несущую способ-

ность железобетонных плит, доводя их до разрушения шаговым методом  на математической 

модели и определяя возможные дефекты в виде трещин в бетоне и пластических деформаций в 

арматуре. Для этого на каждом шаге нагружениясоставляется система нелинейных алгебраиче-

ских уравнений, описывающая напряженно-деформированное состояние конструкции[14]: 

 

   
0 1 2

,NL NL NLK K K K u P
         (1) 

 

где  
0 1 2, ,NL NL NLK K K      

матрицы жесткости нулевого,  первого и второго порядков, соответ-

ственно;  К матрица начальных напряжений;    u и   Р  векторы приращений узловых пе-

ремещений и нагрузок, соответственно. 

 Матрицы 
1

 NLK 
 

и 
2NLK 

 
зависят от перемещений текущего шага нагружения в первой и вто-

рой степени, соответственно. Эта зависимость получена в работе [14] в явном виде.Матрица 

0NLK 
 

, чьи элементы определяются свойствами материала, также зависит от величины шаговых 

перемещений, но получить эту зависимость в явном виде не удается.  

Эта матрица может быть найдена в начале шага по нагрузке с учетом физических свойств 

материала в рассматриваемый момент времени, и при тех же предпосылках в конце шага.  Обо-

значим эти матрицы K0иK1 , соответственно.  

Так как свойства материала на шаге нагружения меняются, матрица   
0NLK 

 
  может быть 

найдена приближенно как полусумма матрицK0иK1 . Такимобразом,  
0 0 1

1

2
NLK К К  . Матрица

0NLK 
 

с другой стороны может быть представлена в виде 

0 .K K K            2) 

Из приведенных выше соотношений следует, что    0 0 1 0 1 0

1 1
.

2 2
К K К К К К К К         

С учетом формулы (2) уравнение (1) принимает вид: 

 

   
1 20 ,NL NLK К K K K u P

         
 (3) 
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Уравнение (3) решается в программе ПРИНС итерационным методом, который можно 

назвать квази-ньютоновским, поскольку, в отличие от ньютоновских методов матрица жестко-

сти вычисляется на каждой итерации, но обращается только ее линеаризованная часть, равная 

0K K . Это делается только один раз в начале шага. Уравнение (3) записывается в форме 

       
1 2

( 1)( ) ( 1)

0
,

ii i

NL NLj j jj j
K K u P К K K u

 
            (4) 

гдеj– номер шаганаружения, i–номер итерации на данном шаге. Приращения напряже-

ний на каждом шаге нагружения вычисляются по формуле 

 

epC    . (5) 

где 
epC - упруго-пластическая матрица характеристик материала. Техника вычисления 

этой матрицы применительно к конкретному виду конечных  элементов и используемого мате-

риала описана в различных работах (см., например [15-16]), в том числе в работах авторов [17-

19].  

Полные значения перемещений и напряжений находятся в конце шага нагруженияпо 

формулам: 

0 0;   =u u u        . (6) 

Расчеты железобетонных плит проводятся в программе ПРИНС с использованием мно-

гослойных конечных элементов, при этом арматура заменяется слоем эквивалентной толщины 

с однонаправленными свойствами материала. При расчетах с учетом физической нелинейности 

напряжения в слоях корректируются в соответствии с заданными диаграммами деформирова-

ния материалов. Это приводит к нарушению условий равновесия, поэтому после окончания 

итераций по уравнению (4) вычисляется невязка как разность между полным вектором внеш-

них сил и узловым эквивалентом внутренних напряжений и осуществляется  их уравновешива-

ние с помощью следующего уравнения: 

 

 1  i i i

j j j j
K u P F  (7) 

где K  линеаризованная матрица жесткости, u вектор узловых перемещений, P  

вектор внешних узловых сил, F  вектор узловых сил, статически эквивалентный внутренним 

напряжениям, j – номер шага, i –номер итерации на шаге.  

Алгоритм, реализованный в программе ПРИНС, предполагает выполнение расчета с  ис-

пользованием одной и той же расчетной схемы.  

Это означает либо расчет по исходной расчетной схеме без усиления, либо расчет изна-

чально усиленной конструкции. И то, и другое не отвечает поставленной задаче. Поэтому алго-

ритм был модифицирован таким образом, что на начальных этапах нагружения расчет прово-

дится по первоначальной расчетной схеме вплоть до возникновения повреждений, затем рас-

четная схема автоматически перестраивается, вводятся усиления и дальнейший расчет прово-

дится по новой расчетной схеме вплоть до разрушения конструкции.  

Формально перестройка расчетной схемы заключается в замене одного, исходного паке-

та материалов, на другой, усиленный. Можно предположить, что при одном и том же усилении 

окончательная несущая способность сооружения будет зависеть от того, на каком этапе воз-

никновения и развития повреждений будет произведен ремонт конструкции. Для расчета желе-

зобетонных плит в программе ПРИНС используется  семейство многослойных конечных эле-

ментов.  

В основе семейства лежит простейший треугольный элемент, показанный на рис.1. 

Местная система координат для него показана на рис.1,а и 1,b, причем на рис. рис.1,а показан 

вид элемента в плане, а на рис. 1,b - его поперечное сечение. Координатная плоскость XY сов-

мещается со срединной поверхностью базового слоя. 

 Если обозначить перемещения точек срединной поверхности базового слоя как  wvu ˆ,ˆ ,ˆ , то, 

на основании гипотезы прямой нормали, перемещения точек произвольного слоя будут равны: 
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В формулах (8)   и  - повороты нормали к срединной поверхности базового слоя вокруг 

осей X и Y соответственно. 

 Аппроксимирующие функции для мембранных   vu ˆ ,ˆ  и изгибных   ŵ  перемещений точек 

срединной поверхности базового слоя задаются в виде 
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(10) 

 С использованием функций перемещений (9) и (10) по формулам, приведенным в работе 

[14,] вычисляются все матрицы, входящие в уравнение (4). 

 
 На основе базового треугольного элемента, обладающего известными недостатками [14], 

построены усовершенствованные треугольные и четырехугольные многослойные конечные 

элементы. Усовершенствование осуществлялось созданием комбинированных конечных эле-

ментов. Треугольный элемент строился по схеме, изображенной на рис.2. Для каждого из трех 

базовых треугольных  элементов 1, 2 и 3, названных субтреугольниками, выбиралась своя 

местная система координат xy, x2y2 ,x3y3 , в этих системах формировались все необходимые мат-

ричные характеристики, которые затем приводились к общей для всего составного элемента 

системе координат xy и усреднялись. 

Базовый слой 

hb,lzht,l 

X 

Y 
Z 

a) 
b) 

Рис.1. Топология простейшего треугольного конечного элемента 

Fig.1. Topology of the simplest triangular finite element 
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 По аналогичной схеме (рис.3) строился усовершенствованный четырехугольный эле-

мент. 
 

1х  

1 2 

3 
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2х  

2у  
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3х  

4х  
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4 

х  

у  

5 

5 

5 
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Рис.3. Усовершенствованный четырехугольный конечный элемент 
 

            Fig. 3. Improved quadrilateral finite element 

Тестирование и сопоставительный анализ описанных выше конечных элементов с из-

вестными элементами [14,20] показали высокую точность получаемых с их помощью результа-

тов при сравнительной простоте всех формулировок. 

Обсуждение результатов. Для проверки усовершенствованного алгоритма расчета по 

программе ПРИНС было произведено исследование железобтонной плиты с целью определе-

ния ее несущей способности в  исходном варианте (рис.4), в изначально усиленном варианте 

(рис.5) и при усилении  плиты на разных этапах возникновения повреждений.  
 

 
Рис.4. Железобетонная плита в исходном варианте 

Fig.4. Reinforced concrete slab in the original version 

 

Конфигурация плиты, сильно вытянутой в одном направлении и шарнирно-опертой 

вдоль коротких сторон, выбрана с целью проверки достоверности получаемых результатов. По 

толщине плита разбивалась на 29 слоев. Слои 1, 12 и 29 имеют нулевую толщину. Слой 12 яв-

ляется базовым, а  слои 1 и 29 – фиктивными. Фиктивные слои вводятся для получения воз-

можности визуализации напряжений на нижней и верхней поверхностях в постпроцессоре. Ха-

рактеристики слоев  для исходной и усиленной конструкций приведены в табл.1 и 2, соответ-

ственно. 

2 мм a) Заданный треугольник Speci-

fied triangle 

y 

= 
+ + 

 

 

 

 

y y y 

x x x x 

 

 

b) Субтреугольники Subtriangles 

3 1 2 

Рис.2. Усовершенствованный треугольный конечный элемент  

Fig.2. Advanced triangular finite element 
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Рис.5.Усиленная железобетонная плита 

Fig.5. Reinforced reinforced concrete slab 

Таблица 1. Характеристики слоев пакета 1 

Table 1. Layer 1 Layer Characteristics 

Номера  слоев 

Numbers 

  layers 

 

Толщины 

(см) 

Thickness 

(cm) 

Материалы 

Materials 

 

Модули упругости (кПа) 

Modules elasticity (kPa) 

 

2-11 7 Бетон 

Concrete 

 

72,75 10    

13-22 6,25 Бетон 

Concrete 

 

72,75 10    

23 0,21 Сталь Steel 

 

82,00 10    

24-25 3,5 Бетон 

Concrete 

 

72,75 10    

26-28 0,0 Бетон 

Concrete 

 

72,75 10    

Таблица 2. Характеристики слоев пакета 2 

Table 2. Layer 2 Layer Characteristics 
Номера  слоев 

Numbers 

  layers 

 

Толщины 

(см) 

Thickness 

(cm) 

Материалы 

Materials 

 

Модули упругости (кПа) 

Modules elasticity (kPa) 

2-11 7 Бетон 

Concrete 

 

72,75 10    

13-22 6,25 Бетон 

Concrete 

 

72,75 10    

23 0,21 Сталь Steel 

 

82,00 10    

24-25 3,5 Бетон 

Concrete 

 

72,75 10    

26-28 0,1 Композитная  

ткань Compo-

site 

the cloth 

76,3 10    

Основные результаты расчета приведены на рис.6-8. 

 

q

q

11,2 м 
1м 
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Бетон Металлическая 

арматура 
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Рис.6. Трещины на нижней поверхности при нагрузке 52,6 кПаq  . 

Fig.6. Cracks on the bottom surface under load. 

 

 

 
 

Рис.7. Кривая равновесных состояний для исходной конструкции 

Fig.7. Equilibrium state curve for the initial construction 

 

 
 

Рис.8.  Изгибающие моменты в плите при 52,6 кПаq  (показана половина плиты) 

Fig.8. Bending moments in the slab with (shown half of the slab) 
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 На втором этапе проводился расчет плиты, изначально усиленной тремя слоями компо-

зитной ткани, свойства которой приведены в табл.2.  Предельное состояние при этом было до-

стигнуто при нагрузке 116,2 кПаq  . 

 Дальнейшие исследования проводились с целью установить, как будет изменяться пре-

дельная нагрузка при усилении плиты на разных стадиях возникновения и развития поврежде-

ний.  

Были проведены расчеты при трех вариантах усиления плиты: 1) сразу после возникно-

вения первых трещин при нагрузке 30 кПаq  ; 2) в состоянии, предшествующем разрушению 

при 50 кПаq  и 3) в промежуточном состоянии при 40 кПаq  . Результаты расчетов представ-

лены в табл.3.  
Таблица 3. Предельные нагрузки при усилении плиты на разных этапах возникновения  

повреждений 

Table 3. Ultimate loads during plate reinforcement at different stages of damage 

Нагрузки до усиления, кПа  

Load to gain, kPa 

 

0 30 40 50 

Предельные нагрузки,  кПа  

Maximum loads, kPa 

 

116,2 112,7 102,2 95,8 

Отклонение предельных нагрузок от мак-

симального значения, %  

Deviation of maximum loads from the maxi-

mum value,% 

- 3,00 12,0 17,6 

 

Вывод. Из табл.3 видно, что при одном и том же усилении предельные нагрузки для 

плиты изменяются в зависимости от того, на каком этапе возникновения повреждений это уси-

ление осуществляется. Изменения могут быть значительными, достигать десятков процентов. 

 Таким образом, программа ПРИНС позволяет дать количественную оценку результатам 

усиления железобетонных плит с помощью композитных тканей. Применение программы 

ПРИНС на практике позволит конструкторам более обоснованно выбирать материал для ре-

монта и получать более достоверные оценки несущей способности усиленных конструкций. 
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