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Резюме. Цель. Разработать принцип построения инструментальных средств и проце-

дур оптимальной маршрутизации облета целей автономным беспилотным летательным ап-

паратом, обладающих приемлемой для реализации на бортовой ЭВМ сложностью. Методы. 

Сформулированы правила оптимизации карты местности с расположенными на ней целями, 

создание матрицы штрафов, позволяющей учитывать в процессе планирования возмущающие 

факторы нестабильной воздушной среды, и построение опорного дерева поиска минимального 

по принятой стоимости маршрута облета целей. Результаты. Предложен принцип, позволя-

ющий разработать эффективные процедуры планирования минимальных по принятой стои-

мости маршрутов облета целей в нестабильной воздушной среде. В основу планирования пове-

дения закладывается оптимизация формального описания заданной карты местности, приво-

дящая к существенному сокращению количества сравниваемых между собой альтернатив в 

процессе поиска минимального маршрута облета целей. Это, в свою очередь, обеспечивает 

возможность реализации процедур планирования на бортовой вычислительной системе авто-

номного беспилотного летательного аппарата. Доказано утверждение, позволяющее обосно-

вать наличие минимального по принятой стоимости маршрута облета целей в формальном 

описании карты местности, полученном в результате преобразования исходного ее представ-

ления на основе разработанных правил оптимизации.  Вывод. Рассмотренный подход позволя-

ет эффективным образом решать различного вида задачи, сводящиеся к задаче о коммивоя-

жере, в том числе планировать и минимальный маршрут облета целей автономным беспи-

лотным летательным аппаратом в нестабильной воздушной среде в условиях неопределенно-

сти.    
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Abstract. Objective. Develop a principle of constructing tools and procedures for optimal rout-

ing of targets by an autonomous uncrewed aerial vehicle, which have an acceptable complexity for 

implementation on an onboard computer. Methods. The rules for optimizing the terrain map with the 

located targets, creating a penalty matrix that considers the disturbing factors of the unstable air envi-

ronment in the planning process, and building a reference tree for finding the minimum route for the 

accepted cost of flying around the targets. Results. A principle is proposed to develop effective proce-

dures for planning minimum cost-effective routes to fly around targets in an unstable air environment. 

The basis for behavior planning is the optimization of the formal description of a given terrain map, 

which leads to a significant reduction in the number of alternatives compared in the process of search-

ing for a minimum route to fly around targets. This, in turn, makes it possible to implement planning 

procedures on the onboard computer system of an autonomous uncrewed aerial vehicle. A statement is 

proved to justify the existence of a minimum route for the accepted cost of overflying targets in the 

formal description of the terrain map obtained as a result of converting its original representation 

based on the developed optimization rules. Conclusion. The considered approach effectively solves 

various types of issues reduced to the traveling salesman problem, including planning the minimum 

route of flying around targets by an autonomous uncrewed aerial vehicle in an unstable air environ-

ment under uncertainty conditions.  
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Введение. К одной из сложных задач, решаемых  автономным (не управляемым диспет-

чером с земли) беспилотным летательным  аппаратом  (АБЛА), следует отнести маршрутиза-

цию  облета  расположенных на земле  целей  с оптимальными  затратами, имеющихся у него  

полетных ресурсов в нестабильной воздушной среде (ВС) [1, 2].  

Это обусловлено тем, что планирование  АБЛА  оптимального маршрута облета целей 

сводится к  решению  задачи  коммивояжера, которое в общем случае имеет  экспоненциаль-

ную сложность [3,4]. Следует отметить, что в  настоящее время разработано большое количе-

ство различных методов решения задачи коммивояжера.   Например, ее можно решить на осно-

ве эвристических алгоритмов с  применением метода ветвей и границ [5,6], с привлечением ин-

теллектуальных инструментальных средств [7],  генетических [8,9] и роевых алгоритмов [10, 

11]. Нашли  широкое применение также алгоритмы, опирающиеся на методы  целочисленного 

линейного [12] и динамического программирования [13],    алгоритмы поиска,  связанные с по-

строением циклического покрытия графа, определяющего формальное описание карты местно-

сти с расположенными на ней целями [14] и т.д. 

Однако,  не смотря на разнообразие методов решения задачи  коммивояжера, все они, в 

конечном итоге, базируются на применении эвристических инструментов, обеспечивающих 

сокращение перебора в процессе поиска оптимального  маршрута облета целей.   

В результате такие алгоритмы, хотя  и приводят к сокращению числа сравниваемых 

между собой альтернатив в процессе поиска, но решение задачи коммивояжера на их основе 
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все еще остается достаточно трудоемким. В результате,  практическое применение данных и 

аналогичных им методов [15, 16] для планирования поведением АБЛА ограничено необходи-

мостью создания для их реализации поддерживающих подсистем на базе аппаратуры наземно-

го базирования, так как бортовые ЭВМ  автономных беспилотных летательных аппаратов  

имеют ограниченные вычислительные ресурсы.   

Таким образом, возникает необходимость в разработке процедур планирования маршру-

та облета целей в нестабильной ВС, которые обладают сложностью, позволяющей их эффек-

тивную реализацию на бортовой ЭВМ системы автоматического управления АБЛА.  

Постановка задачи. В настоящей работе для решения данной проблемы предлагаются 

процедуры планирования, основанные  на применении эвристических правил, служащих не для  

сокращения перебора  в процесса поиска, а для  оптимизации  заданной в формальном виде 

карты местности с обозначенными на ней координатами   расположенных на земле целей. По-

строенные на такой основе  процедуры планирования маршрута  облета целей  в нестабильной 

ВС позволяют существенным образом  обойти отмеченные выше проблемы, связанные с высо-

кой сложностью  решения задачи  коммивояжера.   

Методы исследования. Построение и оптимизация формальной модели карты 

местности в процессе поиска оптимального маршрута облета целей.  

К одному из подходов  повышения эффективности методов поиска оптимального марш-

рута облета целей можно отнести формальное представление и допустимую оптимизацию мо-

дели карты, отражающей местоположение целей на территории облетаемого участка местно-

сти.  

Другими словами, необходимо чтобы карта местности, с одной стороны, обеспечивала 

возможность выбора оптимального по сложности маршрута облета целей в реальном времени, 

а с другой стороны, позволяла бы сократить в процессе поиска количество просматриваемых 

альтернативных вариантов решаемой задачи.  

В общем случае формальным образом карту местности с расположенными на ней целя-

ми удобно представить в виде неориентированного полного графа ),( 111 EVG   без петель 

(рис.1) построенного в заданной системе координат.  

 
Рис.1. Исходно заданная формальная модель карты местности с расположенными на ней целями 

Fig.1.  Initially specified formal terrain map model with targets located on it 

 

Здесь  7,...,2,1},{1  ivV i  – множество вершин, помеченных координатами положения 

целей на местности, а 21,...,2,1)},,({ *

1  jiieE j  –  множество ребер определяемых  штрафами 

2 

4

3 

5 
6 

1
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jkh ,
, связанными с преодолением расстояний  между инцидентными по карте местности  целя-

ми, точками отлета и прибытия АБЛА с учетом действующих в нестабильной ВС возмущений.  

Штрафы  
jkh ,
 перелета от k  местоположения АБЛА к j  цели  или  от k  к j  цели зави-

сят от расстояния между соответствующими точками, расположенными на местности и различ-

ных возмущающих факторов нестабильной ВС, влияющих на скорость полета летательного ап-

парата над соответствующими участками наземной среды.    

При этом к основным возмущающим факторам ВС, влияющим на величину штрафов, 

следует отнести направление, скорость и угол под которым ветер  воздействует  на  АБЛА  в 

воздушном пространстве [17].  

Необходимо отметить, что штрафы 
jkh ,
, которыми помечаются  ребра  Eiie j ),( *

 графа 

1G , определяются АБЛА  в реальном времени путем решения навигационного треугольника 

скоростей [18] и построенной на этой основе и экспертных данных  лингвистической функции 

[19], зависимая лингвистическая переменная которой,  определяется степенью влияния возму-

щающих факторов ВС на полет АБЛА по выбранному маршруту облета целей.  

Роль независимых лингвистических переменных данной функции выполняют направле-

ние и средняя скорость полета АБЛА, скорость и направления ветра, принятые относительно 

заданной системы координат после выполнения соответствующих замеров информационной 

измерительной системой АБЛА в нестабильной ВС.   

На основе полученной таким образом формальной модели карты местности, например, 

приведенной на рис. 1, формируется  таблица  штрафов 1M  (табл.1), представляющая собой 

матрицу смежности вершин графа 1G , элементы которой определяются штрафами 
jkh ,
перелета 

АБЛА из точки k  в точку j , которые вычисляются по построенной лингвистической функции. 

  

Таблица 1. Вид матрицы штрафов 1M  перелета АБЛА от одной цели к другой построенной  

на основе модели местности приведенной на рис. 1 

Table 1. Matrix of penalties for ABLA flight from one target to another based  

on the terrain model shown in Fig. 1 

 

 v1 v2 v3 v4 v5 v6 

v1 0 h21 h31 h141 h51 h61 

v2 h12 0 h32 h42 h52 h62 

v3 h13 h23 0 h43 h53 h63 

v4 h14 h24 h34 0 h54 h64 

v5 h15 h25 h35 h45 0 h65 

v6 h16 h26 h36 h46 h56 0 

 

Учитывая, что точки подлета и отлета АБЛА от заданного участка местности, могут ме-

няться во времени (например, для АБЛА палубного базирования), то после их определения в 

структуре графа 1G , проводится  его  оптимизация, т.е.  строится частичный граф *

1G  исходно-

го графа.  

Для этого из графа 1G  удаляется основная часть ребер, которые не входят в оптималь-

ный маршрут облета целей, на основе следующих эвристических правил его преобразования.  

1. Все ребра в графе 1G  заменяются парами разнонаправленных  дуг. В результате полу-

чается ориентированный мульти граф *

1G . 

2. Вершины *

10 , Gvv k  , которые, соответственно, дополнительно помечаются координа-

тами точек подлета и отлета АБЛА от заданного участка местности связываются дугами со 

всеми остальными вершинами формируемого ориентированного графа *

1G . При этом ориента-
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ция дуг должна быть направлена от точки полета к вершинам, которые помечены целями, а ду-

ги, связывающие цели с точкой отлета, ориентированы в сторону последней.  

Остальные дуги такого вида, связывающие между собой точку подлета и отлета АБЛА к 

заданному участку местности, из мультиграфа *

1G  удаляются.  

В результате точки подлета и отлета становятся непосредственно не  связанными между 

собой в  преобразуемой модели карты местности. 

3. В ориентированном мульти графе *

1G , каждая вершина помеченная целью, должна 

оставаться смежной, т.е. связанной исходящими из нее дугами только с двумя другими смеж-

ными  с ней вершинами, помеченными целями, которые достигаются из нее с минимальными 

штрафами. Для этого все остальные дуги между смежными целями в мультиграфе *

1G  удаляют-

ся. 

4. Частичный граф, определяющий смежные между собой цели, не включающий точки 

отлета и прибытия АБЛА, после проведение указанных выше преобразований должен оста-

ваться связанным. Если данное условие не выполняется, то в него добавляется дуга, позволяю-

щая обеспечить данное условие, которая  имеет минимальную стоимость в графе *

112 \ GGG  , 

где 2G  – дополнение графа 1G  до графа *

1G .  

Рассмотрим в качестве примера  случай, когда первая и шестая вершины исходного гра-

фа 1G  (рис. 1), соответственно определяют заданные точки отлета и подлета АБЛА к заданному 

участку местности, а матрица штрафов 2M  перелета АБЛА от одной цели к другой для исход-

ной карты местности определяется  данными приведенными  в табл. 2. 
 

Таблица 2. Матрица штрафов 1M  перелета АБЛА от одной цели к другой  для исходной  

модели карты местности 

Table 2. Matrix of penalties for ABLA flight from one target to another for the original  

terrain map model 

 

vi v1 v2 v3 v4 v5 v6 

v1 0 6 5 7 4 6 

v2 5 0 2 6 4 7 

v3 5 3 0 2 6 7 

v4 8 6 4 0 3 5 

v5 6 2 5 3 0 4 

v6 7 8 6 5 6 0 

 

Следует отметить, что предложенные правила преобразования исходного графа 1G  поз-

воляют получить оптимальную, с точки зрения решаемой задачи,  его часть *

1G ,  обеспечиваю-

щую возможность построения дерева поиска решения в пространстве формального представле-

ния карты местности, включающего усеченное множество альтернативных маршрутов облета 

целей, включающее и минимальный по стоимости путь облета целей.  

Построение дерева поиска оптимального маршрута облета целей. После оптимиза-

ции полного мультиграфа 1G   на основе допустимых эвристических правил его преобразования 

пп. 1 – 4, в результате получится ориентированный граф ),( *

1

*

1

*

1 EVG   следующего вида (рис.2).  

Назовем полученный таким образом граф *

1G  опорным графом для поиска оптимального 

маршрута облета целей, который формальным образом определяет карту местности с располо-

женными на ней целями и точками подлета и отлета АБЛА от заданного участка местности. 
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Рис. 2. Полученная после выполнения допустимых преобразований модель карты местности  

в виде ориентированного графа 
*

1G  

Fig. 2. The terrain map model obtained after performing admissible transformations in the form  

of a directed graph 

 

На основе полученной таким образом опорной модели карты местности в виде ориентиро-

ванного графа *

1G , строится матрица смежности его вершин 3M , элементы которой определя-

ются штрафами пролета АБЛА между смежными целями, например, (табл.3).  
 

Таблица 3.   Матрица штрафов перелета АБЛА от одной цели к другой полученная  

на основе преобразованной модели карты местности 

Table 3.  Matrix of penalties for ABLA flight from one target to another based  

on the transformed terrain map model 

 

iv  v1 v2 v3 v4 v5 v6 

v1 0 6 5 7 4 6 

v2 0 0 2 0 4 7 

v3 0 3 0 2 0 7 

v4 0 0 4 0 3 5 

v5 0 2 0 3 0 4 

v6 0 0 0 0 0 0 

 

Затем по матрице смежности 3M  вершин графа *

1G  формируется опорное дерево допу-

стимых маршрутов облета целей (рис.3). 

Полученное таким образом дерево альтернативных маршрутов облета целей позволяет 

определить минимальный по стоимости маршрут облета целей  путем сравнения между собой 

оценок их стоимости, которыми помечены его  висячие вершины.  

Для приведенного на рис.3 дерева минимальный  маршрут облета АБЛА целей имеет 

стоимость, равную  15 условным единицам и определяется следующей структурой:  

 

   6234518L . 

 

Таким образом, в общем случае предложенный метод поиска оптимальных маршрутов 

облета целей по исходно заданной формальным образом карты местности 1G  включает следу-

ющие основные этапы реализации.  

 

2 
4

3 

5 

6 

1

h12 

h56 

Точка подлета  

Approach point 

Точка отлета 

Departure point 
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Рис. 3.  Дерево допустимых маршрутов облета целей 

Fig. 3. Tree of valid routes for flying over targets 

 

1. Проведение оптимизации исходно заданной формальной модели карты местности 1G  на 

основе правил преобразования пп. 1 – 4. и получения на этой основе опорного графа *

1G  поиска 

минимального по штрафу маршрута облета целей.  

2. Построение на основе полученного опорного графа *

1G  и соответствующей ему матрицы 

смежности, например, 3M , дерева допустимых альтернативных маршрутов облета целей.  

3. Выбор по построенному опорному дереву допустимых альтернатив минимального по 

штрафу маршрута облета целей.    

Обсуждение  результатов. Для обоснования эффективности предложенного принципа по-

строения процедур планирования АБЛА оптимального маршрута облета целей, на основе 

опорного   графа поиска *

1G , докажем  справедливость того, что в данном графе остается мини-

мальный по сложности  маршрут 1min GL  .  

Утверждение. После оптимизации  исходного   графа 1G  на основе  правил преобразова-

ния пп. 1 – 4, для полученного в результате частичного  графа *

1G ,  
1

*

1 GG  , на основе которого 

строится дерево поиска оптимального  маршрута  облета целей,  выполняется условие  

min

*

min LL  , где  *

1

*

min GL   – минимальный по принятой стоимости маршрут облета целей, кото-

рый включает дерево альтернатив, сформированное на основе опорного графа *

1G ; 1min GL   – 

минимальный маршрут облета целей,   имеющийся в исходном графе 1G .   

Доказательство. 1. Разобьем графы ),(1 EVG   и ),( ***

1 EVG   на связанные подграфы 

1131211 ,, GGGG   и *

1

*

13

*

12

*

11 ,, GGGG   такие, что 1211 GG  , 1312 GG  , 1311 GG  , 

*

12

*

11 GG  , *

13

*

12 GG   и *

13

*

11 GG  .  

Данное разбиение проводится таким образом, чтобы подграфы *

1111,GG  включали только 

вершины, помеченные исходным положением АБЛА и смежные с ним цели. Подграфы *

1212,GG  

состоят из вершин, помеченных только целями, а подграфы *

1313,GG  включают вершины, поме-

ченные точкой отлета АБЛА и смежными с ней  целями. 

2. Необходимо отметить, что в графах 1G  и *

1G  точками подлета к заданному участку мест-

ности, а в графах *

1313,GG  точками  отлета АБЛА  от данного участка помечены одни и те же 

вершины. Следовательно, длина путей полета от места дислокации летательного аппарата к ме-

стоположению начала облета целей и в первом, и во втором случае, является одинаковой. Оди-

1 
2 

5 

3 

5 

3 

3 

5 

6(22) 

4 

6(20) 

2 

6(19) 

3 

4 
4 

2 

5 

5 

6(21) 

4 

6(15) 

4 

6(24) 

6(17) 

2 

5 

3 

2 

6(21) 

4 

3 

2 

4 

3 

2 
5 
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наковыми также являются пути полета АБЛА от заданного участка местности к месту прибы-

тия. 

3. С одной стороны, очевидно, что для подграфов 12G  и *

12G  справедливым является  отно-

шение 
12

*

12 GG  , а подграф *

12G  является частью графа 12G  полученной после удаления из него 

ребер, помеченных максимальными штрафами.   Отсюда, для данных подграфов, с одной сто-

роны, выполняется условие «если *

12

*

min2 GL  , то  
12

*

min2 GL  ».  

С другой же стороны выполняется также условие «если 12min2 GL  , то и 
12

*

12min2 GL  ». Здесь 

min2

*

min2 ,LL – минимальные по штрафам маршруты облета целей,  найденные, соответственно, на 

основе  подграфов *

12G  и 12G . Следовательно, 
min2

*

min2 LL  .  

Таким образом, справедливость равенства 
min2

*

min2 LL   следует  из того, что  подграф *

12G  

отличается от подграфа 12G  только отсутствием в нем ребер, помеченных максимальными 

штрафами между смежными вершинами. 

С другой стороны, в общем случае маршрут *

min2L  представляет собой путь, состоящий из 

ребер, которые согласно правилу удаления п.2.1, помечены минимальными штрафами перелета 

между смежными входящими в него целями (вершинами).  

Следовательно, из условия *

12

*

1212 GGG   следует, что если 12min2 GL  , то справедливым 

является также отношение  *

12min2 GL  . Отсюда, 
min2

*

min2 LL  , иначе существует другой марш-

рут 122 )2( GL  , который является меньше минимального маршрута *

min2L , а это противоречит  

тому, что  дополнение  *

1212 \ GGG   включает только ребра с максимальными штрафами, не 

участвующие в поиске минимального маршрута *

12

*

min2 GL  . 

Иначе говоря, для каждого маршрута 12GLi   выполняется условие iLL min2 , где iL – про-

извольный маршрут,  найденный на основе подграфа 12G . 

4. Распространяя естественным образом проведенные п. 3 рассуждения, связанные с доказа-

тельством выполнимости неравенства iLL min2 , на  пары подграфов  *

1111,GG и  *

1313,GG , а, 

следовательно,  и на графы 1G  и *

1G  в целом, можно  также  доказать справедливость неравен-

ства 
iLL *

min
. Таким образом, утверждение доказано.  

 Из доказанного утверждения вытекает, что предложенные правила преобразования пп. 2.1 - 

2.3 позволяют оптимизировать полный граф 1G  и  получить на этой основе  такую его часть  
*

1G , которая включает  минимальный  маршрут облета целей 1min GL  . 

 Кроме того, частичный  граф *

1G   обеспечивает существенное сокращение сравниваемых 

между собой альтернативных маршрутов облета целей в процессе решения задачи поиска, ана-

логичной задаче о коммивояжере, имеющей в общем случае экспоненциальную сложность ре-

шения [20]. 

Вывод. Предложенный принцип позволяет строить процедуры поиска оптимальных 

маршрутов облета целей АБЛА в реальном времени решения стоящей перед ним задачи.  

В свою очередь, это обеспечивает возможность разработки эффективного решателя за-

дач, позволяющего организовать автоматическое управление поведением автономного беспи-

лотного летательного аппарата в нестабильной воздушной среде в процессе его целенаправлен-

ной деятельности.  

Основной проблемой эвристических методов поиска оптимальных маршрутов облета 

заданных целей,  формируемых  на основе  предложенного принципа сокращения перебора, яв-

ляется необходимость проведения допустимых преобразований неориентированного графа 1G , 

формализующего карту местности в  частичный граф *

1G  после каждой смены точек подлета и 
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отлета  АБЛА от заданного участка местности.  Однако данный недостаток компенсируется 

существенным снижением количества сравниваемых между собой альтернатив в процессе по-

иска оптимального маршрута облета целей в сравнении с эвристическими  методами, основан-

ными на  переборе альтернативных вариантов решения данной задачи.  

Данный эффект достигается за счет использования в качестве модели карты местности с 

расположенными на ней целями ориентированного графа *

1G , который содержит  только мини-

мально необходимое количество дуг просматриваемых в процессе  поиска оптимального марш-

рута  облета, включающего все заданные цели. 

Дальнейшее развитие проведенного исследования заключается в разработке процедур 

автоматической оценки штрафов, связанных с перелетами из одной точки в другую точку мест-

ности в соответствии с текущим состоянием воздушной среды, а также в разработке процедур 

автоматического  построения дерева поиска оптимального маршрута облета целей в процессе 

полета АБЛА. 
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