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Резюме. Цель. Интеграция модуля численного решения кинетического уравнения для 

функции распределения капель по размерам в CFD-пакет. Применение модуля к задаче объем-

ной конденсации при сверхзвуковом истечении парогазовой смеси через сопло в двумерной по-

становке, сравнение результатов с экспериментальными данными сторонних авторов. Ме-

тод. В настоящей работе задача об объемной конденсации при сверхзвуковом истечении паро-

газовой смеси через сопло решается методами конечных элементов в двумерной постановке с 

использованием пользовательских функций UDF. Результат. Представлен модуль для числен-

ного решения кинетического уравнения для функции распределения капель по размерам, выпол-

ненный в виде пользовательской функции UDF, интегрированной в расчетный CFD-пакет. 

Вывод. Применение модуля к задаче об объемной конденсации при истечении парогазовой сме-

си через сопло дало качественное во всех областях и количественное согласование в области 

интенсивной конденсации с экспериментальными данными. Представлены распределения 

температур, давлений, степени пересыщения как вдоль центральной оси, так и на плоскости, 

ограниченной контуром расчетной области. Показано, что модуль не зависит от типа реша-

теля (стационарный или нестационарный).  

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта 

№ 19-38-90247. 

Ключевые слова: объемная конденсация, CFD, методы конечных элементов, прямое 

численное решение, кинетическое уравнение, сверхзвук, сопло 
 

INTEGRATION OF THE NUMERICAL SOLUTION MODULE OF THE KINETIC EQUATION  

INTO THE CFD PACKAGE FOR THE VOLUME CONDENSATION PROBLEM  

OF THE VAPOR-GAS MIXTURE FLOW THROUGH A NOZZLE 

A.A. Sidorov, A.K. Yastrebov 

National Research University «MPEI»,  

 14 Krasnokazarmennaya St., Moscow 111250, Russia  

 

Abstract. Objective. Integrating the numerical solution module of the kinetic equation for the 

droplet size distribution function in a CFD package. Application of the module to volumetric conden-

sation at the supersonic flow of a vapor-gas mixture through a nozzle in a two-dimensional formula-

tion, comparison of the results with experimental data of third-party authors. Methods. In this paper, 

the problem of volume condensation in the supersonic flow of a vapor-gas mixture through a nozzle is 
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solved by finite element methods in a two-dimensional formulation using user-defined functions. Re-

sults. A module for the numerical solution of the kinetic equation for the droplet size distribution func-

tion is presented as a user-defined function integrated into the calculated CFD package. Conclusion. 

The module application to volumetric condensation for a vapor-gas mixture flow through the nozzle 

gave a qualitative agreement in all areas and a quantitative agreement in the area of intense conden-

sation with measurement data. The distributions of temperatures, pressures, and the degree of super-

saturation are presented both along the central axis and on the plane bounded by the contour of the 

computational domain. It is shown that the module does not depend on the solver type (stationary or 

non-stationary).  
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Keywords: volume condensation, CFD, finite element methods, direct numerical solution, ki-
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Введение. Явление объемной конденсации достаточно широко распространено в приро-

де и технике, однако, ввиду высокой сложности описания сильно неравновесных систем, суще-

ствует несколько подходов к решению такого рода задач. Одним из таких методов является 

решение кинетического уравнения для функции распределения капель по размерам [1].  

Ранее авторами в работе [2] было рассмотрено сверхзвуковое истечение парогазовой 

смеси через сопло в одномерном приближении. Однако некоторые задачи требуют рассмотре-

ния в двумерном и даже трехмерном виде.  

Постановка задачи. Глобальная задача настоящего исследования – подготовка универ-

сального модуля решения кинетического уравнения для функции распределения капель по раз-

мерам, позволяющего проводить исследования фазовых переходов в проточных частях машин 

и аппаратов криогенной техники, без существенных ограничений по рассматриваемой геомет-

рии и жестких требований к расчетным режимам. С развитием новых технологий, в частности, 

трехмерного компьютерного моделирования процессов теплообмена и гидродинамики метода-

ми конечных объемов (CFD) появилась возможность проектировать сложные машины и агрега-

ты с существенно меньшими экономическими и временными затратами. Вместе с тем при 

стремительном росте интереса к CFD-исследованиям современные расчетные пакеты не спо-

собны охватить весь спектр научно-инженерных задач. В частности, несмотря на требования 

турбомашиностроения, модели фазовых переходов, которые с достаточной точностью описы-

вают протекающие процессы, до сих пор не были включены в стандартный функционал.  

Методы исследования. В настоящей работе подготовка модуля и его последующая ин-

теграция в расчетный пакет производится на примере решения задачи об объемной конденса-

ции при истечении парогазовой смеси через сопло в двумерной нестационарной постановке. В 

качестве первого приближения для оценки эффективности работы модуля ставится задача ка-

чественного согласования с имеющимися экспериментальными данными [3].  

Рассматривается парогазовая смесь, состоящая из азота N2, выступающего в качестве 

неконденсирующегося газа-носителя, и паров тяжелой воды D2O. Выбор компонентов смеси 

обусловлен наличием экспериментальных данных [3]. Теплофизические свойства компонентов 

смеси принимаются зависимыми от температуры, [4-6] уравнения термогазодинамики решают-

ся в приближении сжимаемого идеального газа. Задача решается в однотемпературном при-

ближении, в рамках которого температура капель считается равной температуре газовой фазы. 

Такой подход является оправданным в случае малой концентрации конденсирующегося ком-

понента в смеси [7]. В настоящей работе количество пара в смеси не превышает 3% по объему. 

Процессы в пограничном слое, а также турбулентность не учитываются [8].  

Математическое описание термогазодинамики включает в себя систему уравнений, со-

стоящую из уравнений Навье – Стокса для сжимаемого газа, а также уравнения диффузии. В 

работе используется уравнение состояния для идеального газа. Ударные волны не моделируют-

ся, поэтому объемная вязкость не учитывается в уравнениях движения [10]. Используется си-
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стема уравнений для сжимаемого газа, включающая в себя уравнения неразрывности, движе-

ния, и энергии: 
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где ρ – плотность; u  – скорость; p – давление,   – тензор вязких напряжений, q – теп-

ловой поток, E – полная энергия, H – полная энтальпия, T – температура, Se – объемный источ-

ник энергии.  

Дополнительное уравнение диффузии, представляющее собой закон сохранения массы 

для каждого q-го компонента смеси, выглядит следующим образом [11]: 
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где 
q  – плотность q-того компонента смеси, 

qC  – его объемная доля, 
pqm  – поток мас-

сы между p-тым и q-тым компонентом смеси, 
qpm  – поток массы между q-тым и p-тым ком-

понентом смеси; 
mS  – объемный источник массы. 

Очевидно, что сумма объемных долей компонентов должна быть равна единице: 
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Кинетическое уравнение для функции распределения капель по размерам в общем виде 

записывается следующим образом [1]:  
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где 
rf  – функция распределения капель по размерам, нормированная на количество ка-

пель в единице массы, δ – дельта-функция Дирака, I – скорость нуклеации, r  - скорость роста 

капель, rcr – критический радиус капель.  

Для того чтобы определить интегральные характеристики конденсационного аэрозоля, 

например, числовую плотность капель в единице массы, средний размер капель, а также произ-

вести расчет объемных источников массы и энергии, следует рассмотреть моменты функции 

распределения [12]: 
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Так, например, числовая плотность капель определяется через нулевой момент функции 

распределения 
0dN  , а средний радиус капель численно равен отношению первого к нуле-

вому моменту: 1 0r    . 

Иногда также используется функция распределения частиц по размерам, нормированная 

в единицу объема: 

                                  rf f ,                                                        (6) 

Для решения кинетического уравнения, по аналогии с кинетической теорией газов, мо-

жет использоваться моментный метод, который позволяет получить эквивалентную систему 

уравнений для первых четырех моментов (n=0..3) функции распределения.  
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Для этого уравнение умножается на r
n
 и интегрируется по всем значениям радиуса ка-

пель, при этом, в случае, когда скорость роста не зависит от радиуса капли, система принимает 

вид: 
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Капли жидкости могут образовываться из-за случайных флуктуаций в паре, находящем-

ся близко к температуре насыщения. Если температура пара больше температуры насыщения 

или равна ей, то капли испаряются. В пересыщенном паре капля растет, если ее радиус больше 

критического: 
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где  v ss p p T  – степень пересыщения, σ – коэффициент поверхностного натяжения, 

R – индивидуальная газовая постоянная, ρl – плотность конденсата. 

В данной работе для расчета скорости нуклеации используется классическая формула 

Френкеля – Зельдовича [13]: 
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эффициент конденсации. 

Для определения скорости роста капель используется формула Герца – Кнудсена для 

однотемпературной постановки [14,15]: 
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Рождение новой фазы, т.е. капель конденсата, а также теплообмен, при выполнении не-

обходимых условий, учитывается через объемные источники массы Sm и энергии Se. При этом 

объемные источники в рассматриваемой задаче состоят из двух слагаемых, первое слагаемое 

отвечает за вклад за счет образования капель, а второе за счет их роста.  

Объемный источник массы конденсата записывается следующим образом: 
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где 
2  – второй момент функции распределения капель по размерам. Очевидно, что 

сток массы для паровой фазы равен Sm по модулю и противоположен по знаку. 

Объемный источник энергии имеет следующий вид: 

 

                              
( )e mS S L T ,                                                   (12) 

 

где L(T) – теплота парообразования.  
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Использование источниковых членов позволяет существенно упростить решение задачи, 

так, например, нет необходимости отдельно определять температуру смеси, или считать в яв-

ном виде межфазный тепловой поток, расчетный пакет уже имеет необходимые для этого ин-

струменты. В работах других авторов похожей тематики [16, 17] рассматривается объемная 

конденсация только с учетом образования капель в потоке, однако известно, что последующий 

рост капель вносит существенный вклад в характеристики потока [18]. Такой подход объясня-

ется тем, что при решении задачи об объемной конденсации только с учетом образования ка-

пель нет необходимости решать кинетическое уравнение (4), что сильно усложняет задачу, од-

нако, определить полный спектр характеристик конденсационного аэрозоля при таком подходе 

не представляется возможным.  

Еще одна проблема современных исследований – решение задач в одномерной поста-

новке, ввиду сложности описания систем для задач более высокой размерности. В настоящей 

работе обе проблемы решены: с одной стороны решение включает в себя как образование ка-

пель, так и их рост, а с другой используется сторонний CFD-решатель, позволяющий исследо-

вать объемную конденсацию в двумерных и трехмерных задачах.  

Описание модуля решения кинетического уравнения. Интегрируемый в CFD-пакет 

модуль, позволяющий решать кинетическое уравнение для функции распределения капель по 

размерам, представляет собой алгоритм, реализуемый посредством пользовательских функций 

UDF (User Defined Functions), базирующийся на использовании UDM (user-defined memory) – 

дополнительных ячеек пользовательской памяти, в которые загружаются результаты работы, 

пригодные для последующей постобработки.  

В качестве исходных данных в решатель CFD-пакета загружается расчетная сетка, затем 

определяется тип граничных условий и задаются начальные условия. Для рассматриваемой в 

настоящей работе задачи в качестве граничных условий выбирается Pressure inlet на входе и 

Pressure outlet на выходе, задаются: полное давление смеси, объемная доля компонентов на 

входе, а также начальная температура.  

Также выбирается тип решателя. Предложенный модуль не имеет ограничений на тип 

решателя, поэтому может использоваться как для стационарных, так и для нестационарных 

расчетов. Затем происходит интеграция модуля в решатель CFD-пакета, с последующей иници-

ализацией решения (т.е. присвоением начальных значений параметров в каждой ячейке сетки).  

Следом запускается решатель, который останавливается после достижения определен-

ного, заранее заданного уровня невязок для стационарного расчета, либо по окончанию так же 

заранее заданного количества шагов по времени для нестационарного расчета. По окончании 

расчета производится постобработка полученных результатов – строятся распределения вели-

чин в сечениях, на стенках, векторные поля скоростей, а также распределения величин вдоль 

заранее выбранной траектории при необходимости.  

Сам же алгоритм (рис. 1) работает следующим образом: после подгрузки модуля в реша-

тель в каждой расчетной ячейке на каждом шаге по времени (для нестационарного решателя) 

или на каждой итерации (для стационарного решателя) производится расчет числа Маха М.  

Если полученное значение превышает единицу, т.е. течение сверхзвуковое, проверяется 

условие наличия в данной ячейке паровой фазы (объемная доля пара C(vap) должна быть 

больше нуля). Если паровая фаза присутствует, то определяется степень пересыщения S, а если 

при этом степень пересыщения выше 1, то производится расчет скорости нуклеации капель I, 

критического радиуса rcr и скорости роста капель r , на основании чего производится решение 

системы моментных уравнений. 

По результатам решения моментах уравнений производится расчет источниковых чле-

нов Se и Sm, величины которых, в свою очередь, передаются в решатель. Алгоритм повторяется 

до тех пор, пока не будет либо прекращен пользователем, либо по достижении заданной точно-

сти.  

В настоящий момент, конденсация в дозвуковой части сопла не учитывается, т.к. экспе-

риментальные данные не содержат такой информации для сравнения. 

http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 48, №1, 2021 

Herald of Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.48, No.1, 2021 

 http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х  

 

70 

 

 
Рис. 1. Блок-схема алгоритма работы модуля решения кинетического уравнения для функции 

распределения капель по размерам 

Fig. 1. Block diagram of the operation algorithm of the module for solving the kinetic equation for the 

droplet size distribution function 

В работе рассматривается плоское щелевое сопло в двумерном виде, представленное на 

рис. 2.  

 
Рис. 2. Общий вид расчетного сопла  

Fig. 2. General view of the design nozzle 

Размеры расчетного сопла приведены в табл. 1.  
Таблица 1. Размеры расчетного сопла 

Table 1. Dimensions of the design nozzle 

Позиция  

Position 

Размерность 

Dimension 

Обозначение 

Designation 

Значение 

Meaning 

Общая длина Total length 

м 

L 0.1590 

Длина до критического сечения 

Length to throat 
L1 0.0640 

Длина сужающейся части 

Tapered length 
L2 0.0430 

Высота критического сечения 

Cut-off height 
h0 0.0050 

Высота входного сечения 

Inlet section height 
h1 0.0075 

Высота выходного сечения 

Outlet height 
h2 0.0106 

Угол раскрытия 
Opening angle 

град β 1.7700 
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Фактически, рассматриваемая область является продольным центральным сечением 

трехмерного сопла. Расчетная сетка представляет собой разбиение области на элементы конеч-

ных размеров.  

В настоящей работе пограничный слой расчетной сеткой не моделируется, ввиду чего 

призматические элементы вблизи границ отсутствуют. Расчеты проводились на сетке с hexa-

элементами, средний размер которых не превышал 0.1 мм, общее количество элементов 

~170000. Фрагмент расчетной сетки представлен на рис. 3. 

 
Рис 3. Фрагмент расчетной сетки 

Fig 3. Fragment of the computational grid 

Обсуждение результатов. В ходе настоящего исследования были получены распреде-

ления относительного давления p/p0, температуры смеси Т, степени пересыщения s, а также 

объемной доли образовавшегося конденсата как вдоль центральной оси х (представлена на рис. 

2), так и на плоскости, ограниченной контуром расчетной области.  

Рабочий режим, на котором производилось сравнение с экспериментальными данными: 

начальное давление смеси p0 = 60400 Па, начальная температура смеси Т0 = 298.15 К, паросо-

держание ~ 2% по объему от неконденсирующегося компонента.  

В работах [3, 19, 20] приведены распределения относительного давления p/p0 и темпера-

туры смеси Т, по которым проводится сравнение с расчетными величинами. Сравнение полу-

ченных в данной работе результатов расчетов с экспериментальными данными [3, 19, 20] пред-

ставлено на рис.4.  

Используются следующие обозначения кривых: 1 и 3 – экспериментальные и расчетные 

данные для течения газа без конденсации, 2 и 4 – экспериментальные и расчетные данные при 

истечении парогазовой смеси с учетом конденсации. 

 
Рис. 4. А – распределение относительного давления p/p0 вдоль центральной линии, Б – рас-

пределение температуры вдоль центральной линии 

Fig. 4. A - distribution of relative pressure p / p0 along the central line, B - temperature distribu-

tion along the central line 
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На рис. 5–8 представлены распределения величин на плоскости, ограниченной контуром 

расчетной области: давление смеси, температура смеси, степень пересыщения, а также распре-

деление объемной доли жидкости.  

 
Рис. 5. Распределение давления  

Fig. 5. Pressure distribution 

 
Рис. 6. Распределение температуры  

Fig. 6. Temperature distribution 

 

 

Рис. 7. Распределение степени пересыщения 

Fig. 7. Distribution of the degree of supersaturation 

На рис. 8 представлено распределение объемной доли жидкости, получившейся в ре-

зультате конденсации 

 
Рис. 8. Распределение объемной доли конденсата  

Fig. 8. Distribution of the volume fraction of condensate 
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На рис. 9 представлены распределения степени пересыщения вдоль центральной линии, 

полученные для двух типов решателей: 1 – для стационарного (Steady), 2 – нестационарного 

(Transient) с шагом по времени 10
–5

 с.  Для нестационарного решателя показана зависимость 

после установления стационарного состояния.  

Видно, что отличий нет. Таким образом, можно считать, что используемый модуль не 

имеет ограничений на тип решателя, так как его применение для разных решателей приводит к 

одинаковым результатам для стационарного процесса.  

 
Рис. 9. Распределения степеней пересыщения для двух типов решателей:  

1 – стационарный решатель, 2 – нестационарный 

Fig. 9. Distributions of degrees of supersaturation for two types of solvers: 1 - stationary solver,  

2 - non-stationary 

Вывод. Модуль для решения кинетического уравнения для функции распределения ка-

пель по размерам успешно интегрирован в среду CFD-пакета.  Получены результаты, близкие к 

экспериментальным, достигнуто качественное во всех областях и количественное согласование 

в области интенсивной конденсации с экспериментальными данными. 

Для достижения количественного согласования результатов планируется следующее: во-

первых, необходимо провести исследование сеточной сходимости, т.е. исключить влияние раз-

биения расчетной области на результат, а во-вторых, необходимо использование более точных 

зависимостей теплофизических свойств от температуры для компонентов смеси.  

Выявлено, что полученный модуль может применяться для решения с использованием 

любого типа решателя – стационарного или нестационарного. Планируется продолжить работу 

и использовать модуль для решения задач в трехмерной постановке, в том числе и для задач 

объемной конденсации в лопастных машинах и аппаратах криогенной техники.  
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