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Резюме. Цель. В настоящем исследовании поставлена задача установить теоретиче-

ские предпосылки работоспособности регрессивно-прогрессивного упругого механизма путем 

сопоставления с линейной упругой системой сопоставимой жесткости в положении стати-

ческого равновесия сравнением амплитудно-частотной характеристик и фазовых траекто-

рий. Метод. В статье проводится сравнительный динамический анализ колебаний упругих си-

стем с линейной жесткостью  и с регрессивно-прогрессивной характеристикой, полученной в 

результате использования упругих элементов в виде стержней большой гибкости с продоль-

ным внецентренным сжатием. Такие упругие элементы в различных конструктивных вариан-

тах  были испытаны и запатентованы в качестве демпфирующих для использования в кон-

струкции гасителей колебаний строительных сооружений и подвесок транспортных средств 

и в эксперименте показали свою эффективность в гашении колебаний. Результат. Регрессив-

но-прогрессивная упругая характеристика, полученная методом эллиптических параметров и 

с помощью расчетного комплекса ANSIS, используется в уравнениях динамики в аппроксимиро-

ванном виде, что расширяет возможности метода. Показано, что повышение энергоемкости 

нелинейной системы позволяет уменьшить амплитуду колебаний. Вывод. Регрессивно-

прогрессивный характер изменения жесткости нелинейной упругой системы, может быть 

достигнут при использовании упругого элемента с внецентренным продольным сжатием, 

причем регрессивный участок упругой характеристики достигается именно за счет внецен-

тренного сжатия, а прогрессивный участок – за счет применения поводка или других кон-

структивных решений. Реализация характеристики позволяет использовать такие упругие 

механизмы в системах, когда при одном и том же возмущении накапливание потенциальной 

энергии происходит с меньшим ходом сжатия, чем для линейных систем. 

Ключевые слова: колебания, линейная механика, нелинейная механика, регрессивно-

прогрессивная характеристика, стержень большой гибкости, продольное внецентренное сжа-

тие, демпфирование, фазовые траектории 
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Abstract. Objective. In this study, the task is to establish the theoretical prerequisites for the 

operability of a regressive-progressive elastic mechanism by comparing the amplitude-frequency 

characteristics and phase trajectories with a linear elastic system of comparable stiffness in a static 

equilibrium position. Methods. The article presents a comparative dynamic analysis of vibrations of 
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elastic systems with linear rigidity and regressive-progressive characteristics obtained as a result of 

the use of elastic elements in the form of high flexibility rods with longitudinal eccentric compression. 

Such elastic elements in various design variants have been tested and patented as damping elements 

for use in the construction of vibration dampers for construction structures and vehicle suspensions, 

and have experimentally shown their effectiveness in damping vibrations. Results. The regressive-

progressive elastic characteristic obtained by the elliptic parameters method and using the ANSIS cal-

culation complex is used in the dynamics equations in an approximated form, which expands the ca-

pabilities of the method. It is shown that increasing the energy intensity of a curvilinear system reduc-

es the vibration amplitude. Conclusion. The regressive-progressive change of the stiffness of curvilin-

ear elastic systems can be achieved using an elastic element with eccentric longitudinal compression; 

the regression plot of elastic properties is achieved due to eccentric compression; the progressive plot 

– through the use of a guide or other design solutions. The implementation of this characteristic al-

lows using such elastic mechanisms in systems where the accumulation of potential energy occurs with 

a smaller compression stroke for the same perturbation than for linear systems. 

Keywords: vibrations, linear mechanics, curvilinear mechanics, regressive-progressive char-

acteristic, high flexibility rod, longitudinal eccentric compression, damping, phase paths 

 

Введение. Линейные колебания объектов с упругими элементами имеют место, когда 

восстанавливающая сила, или восстанавливающий момент пропорциональны  величине откло-

нений колеблющегося объекта от положения равновесия. При этом в процессе движения жёст-

кость упругих элементов остаётся постоянной.  

На практике часто возникает необходимость использовать переменную жёсткость упру-

гих элементов с целью организации определённого вида колебаний. Так переменную жесткость 

системы можно получить, применив в качестве упругого элемента стержень большой гибкости 

[1-3], который позволяет получать нелинейную упругую характеристику с изменяемой жёстко-

стью (регрессивно-прогрессивная характеристика). 

Постановка задачи. Задачей настоящего исследования является сравнение характера 

колебаний систем со стержнями большой гибкости (нелинейных систем) и систем с пружина-

ми, имеющими линейную характеристику. 

Методы исследования. На основе метода эллиптических параметров, разработанного 

Е.П. Поповым [4, 5], и геометрического представления эллиптических интегралов, предложен-

ных  Е.В. Анфиловьевым и В.М. Замятиным [6], в работах [7] и  [8] определено напряжённо-

деформируемое состояния стержней большой гибкости от воздействия на них  осевых и не осе-

вых нагрузок. В работе [9] разработана методика вычисления энергетического баланса системы 

со стержнем большой гибкости. 

Исследования колебаний систем со стержнем большой гибкости  проведём для схемы, 

изображённой на рис.1.  

Она  состоит (рис.1 б) из гибкого стержня «ОА», жёсткого рычага «АВ» и жёсткого по-

водка ВД.  

Гибкий стержень «ОА» одним концом закреплён шарниром в т. «О», а другим концом 

жёстко соединён под прямым углом с рычагом «АВ». Жёсткий рычаг «АВ» (эксцентриситет), 

соединён шарниром «В» с поводком «ВД», который другим концом закреплён шарнирно в т. 

«Д». К шарниру «В» прикладывается направленная вертикально сила тяжести груза G.  

Деформированное состояние системы определяется величиной силы G и параметрами 

стержней по методике, разработанной в  [4].  

Параметры стержней: АВ = 0,04 м,  ВД = h = 0,08 м, l = OA = 0,4 м, изгибная жёсткость 

гибкого стержня Н = 0,010728 Нм
2
. ОД = d = 0,32м. 
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В табл.1 приведены результаты расчётов, полученные методом эллиптических парамет-

ров необходимые для исследования колебаний. 
Таблица 1. Результаты расчетов  

Table 1. Calculation results 

Вычисляемые 

параметры 

Calculated 

parameters 

Значения параметров  

Parameter values 

F, H 0,2 0,39 0,45 0,52 0,55 0,6 0,64 0,68 0,71 0,74 

ОВ, см 39,6 38 36,89 34,7 33,3 31 28,9 26,77 24,7 24,1 

ζ = γст – γ, град 5,2 9,26 10,94 13,3 14,1 14,6 14,1 11,93 6,74 2,33 

ζ, град 153,7 131,3 120,9 101,3 92 74 60,7 42,9 20,9 6,9 

G, Н 0,162 0,33 0,39 0,485 0,54 0,63 0,7 0,815 0,93 0,97 

Bh , см 0,7 2,65 3,9 6,4 7,8 10,3 12 14,1 15,6 16 

В таблице обозначено:  

γст – угол отклонения поводка ВД от вертикали до положения статического равновесия, 

γ – обобщённая координата – угол отклонение поводка ВД от положения статического равновесия,  

ζ = γст – γ, – угол отклонения поводка ВД от вертикали до произвольного положения.  

The table indicates: 

γst is the angle of deflection of the VD leash from the vertical to the position of static equilibrium, 

γ - generalized coordinate - angle of deviation of the VD leash from the position of static equilibrium, 

x
В

Рис. 1. Модель (а) и расчётная схема (б) системы со стержнем большой гибкости  

Fig.1. Model (a) and design scheme (b) of a system with a rod of great flexibility 
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ζ = γst - γ, is the angle of deviation of the VD leash from the vertical to an arbitrary position. 

На рис.2 показаны зависимости вертикального перемещения точки «В» от нагрузки G с 

использованием метода эллиптических параметров и с помощью расчетного комплекса ANSYS 

[10]. Анализ этих статических характеристик  позволяет установить  диапазон силы G, где име-

ет место нелинейная зависимость перемещений от нагрузок, наименьшую вертикальную жёст-

кость упругого стержня и соответствующую ей величину статической нагрузки. 

Зависимость вертикального перемещения hB (м) груза от величины его силы тяжести G 

(Н) при аппроксимации кубической параболой (погрешность  98%) , имеет вид. 
3 2388,3 101,2 11,9 0,056.в в вG h h h          (1) 

Жёсткость св (Н/м) гибкого стержня при вертикальном перемещении любого груза равна 

первой производной его по перемещению hB. 

21164,9 202,4 11,9 .в в в

в

dG
с h h

dh
       (2) 

Наименьшее значение жёсткость имеет место, когда первая  производная обращается в  

ноль  0 2329,8 202,4в
в

в

dс
h

dh
   ; откуда hB = 0,087 м  и из равенства (2)  минимальная жёст-

кость 3,1 .в

Н
с

м
  Соответствующая этому минимальному значению жёсткости сила G, опреде-

ляемая по формуле (1), равна  G = 0,6 Н.  

 

 
Колебания будем рассматривать при постоянной силе G = 0,6 (статическая нагрузка). 

Реакция упругого стержня F (Н), зависящая при колебаниях от положения  поводка ВД 

( )F f  , определяется с помощью аппроксимации из таблицы 1 (погрешность 98%) . 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

G, H 

4 8 12 16 hB, см 

2 

1 

Рис. 2. Зависимости вертикального перемещения точки приложения силы G от величины этой силы (кри-

вые равновесных состояний): 1 – кривая получена с помощью метода эллиптических параметров. 2 – кри-

вая получена с помощью ПК ANSYS 

Fig. 2. Dependences of the vertical displacement of the point of application of the force G on the magnitude of this 

force (curves of equilibrium states): 1 - the curve was obtained using the method of elliptical parameters. 2 - the 

curve was obtained using the ANSYS PC 

1,0 
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3 20,7397 0,0307 0,0494 0,112F       ,                        (3) 

Здесь размерность ζ в радианах. 

Выявим различие колебаний груза весом G = 0,6 Н в системах, представленных на рис.1 

и рис.3. На рис.3 представлена система, позволяющая исследовать линейные колебания.   

Линейная  жёсткость пружины на рис. 3 постоянна и 

равна жёсткости упругого стержня по вертикальному направле-

нию в положении статического равновесия 

3,1 .в

Н
с с

м
   

Начало координат при исследовании колебаний всегда 

принимается в положении статического равновесия системы. 

Восстанавливающая сила здесь пропорциональна перемещению 

груза и равна 

F c y  . 

Для системы, представленной на рис.3, дифференциаль-

ное уравнение движения  груза весом G без учёта сопротивле-

ния имеет вид: 

     

0
g

y c y
G

   ,                       (4) 

Круговая частота колебаний   

3,1 9,8 1
7,1

0,6

с g

G с


 
    

Период колебаний    

2 2 3,14
0,88 .

7,1
T c






    

Для системы рис.1 дифференциальное уравнение движения стержня ВД без учёта сил 

сопротивления примет вид 

    
sin sin .bJ G h F d                                 (5) 

Здесь 

2

b

G h
J

g


  – и а момент инерции массы относительно оси вращения поводка ВД. 

Для решения дифференциального уравнения (5) необходимо, чтобы для всех перемен-

ных величин была установлена зависимость от обобщённой координаты γ. Для силы F такая 

зависимость установлена формулой (3), а для угла δ, определяющего направление подвижной 

оси х , определяется по теореме синусов.  

2 2

sin
sin .

2 cos

h

h d h d







  
                                     (6) 

Угол отклонения поводка ВД  от вертикали в зависимости от обобщённой координаты  

γ равен: ζ = γст – γ  

Решение дифференциального уравнения (5) зависит от разности моментов сил F и  G 

относительно оси вращения стержня «ВД». Такая разность, называемая восстанавливающим 

моментом, для рассматриваемой  системы, имеющей стержень большой гибкости (рис.1) равна: 

               

3 2

2 2

(0,7397 0,0307 0,0494 0,112 ) 0,0277 0,7084)

sin
sin .

2 cos

М

h
d Gh

h d h d

   






      

  
  

                       (7) 

Рис. 3. Линейная система  

Fig. 3. Linear system 

у 

G 
х 
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По закону изменения восстанавливающего момента в зависимости от начальных условий 

определяется характер колебательных процессов. 

 
 
Рис.4. Зависимости моментов силы тяжести и реакции гибкого стержня от угла поворота (МВ(F) – кривая 1 

и МВ(G) – кривая 2, М = МВ(F) - МВ(G) – кривая 3) 

Fig. 4. Dependences of the moments of gravity and the reaction of a flexible rod on the angle of rotation 

(MV (F) - curve 1 and MV (G) - curve 2, M = MV (F) - MV (G) - curve 3) 
 

На рис. 4 приведены графики моментов силы тяжести и реакции гибкого стержня отно-

сительно оси вращения рычага «ВД» (кривые 1 и 2) и восстанавливающего момента (кривая 3). 

При равенстве моментов силы тяжести МВ(G) и реакции гибкого стержня МВ(F)  восстанавли-

вающий момент М становится равным нулю (точка «К» на рис.4). При таком мгновенном по-

ложении равновесия меняется направление движения груза G. 

Сравним колебания двух систем, (рис.1 и рис.3). Пусть системы находятся в положении 

статического равновесии и подвержены одинаковому возмущению.  

В системе с гибким стержнем (рис. 1) примем следующие начальные условия: 

Начальная угловая скорость 0

1
7 ,

с
   начальное положение груза γ0 = 0.  

Тогда кинетическая энергия, сообщаемая системе равна 
2 2

2 2

0

0,6 0,08
7 0,0096 .

2 2 9,8
к

G h
Э Дж

g


 
    


 

Начальные условия в линейной системе (рис.3) принимаются из условия, что кинетиче-

ская энергия будет такой же, т.е: 2

00,0096 ,
2

G
v

g
  откуда начальная скорость равна 

0 0

2 9,8 0,0096
0,56 ,

0,6

м
v у

с

 
    при этом y0 = 0. 

Решения дифференциальных уравнений (4) и (5) с заданными начальными условиями 

получено в ПО Mathcat. 

К 

4 1 

3 

Рис.4 

http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 47, №4, 2020 

Herald of Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.47, No.4, 2020 

http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

147 

 

 
На рис.5 а показана графическая зависимость обобщённой координаты от времени  (си-

стема на рис. 1), на рис.5 в – такая же зависимость линейной системы (рис.3). Соответствующие 

фазовые траектории изображены на рис. 5 б и рис 5 г.   

γ,рад 

y, м 

м/c 

а) б) 

Рис. 5. Колебания точки приложения силы во времени для нелинейной (а) и линейной (в) систем, 

фазовые траектории  нелинейной (б) и линейной (г) систем 

Fig. 5. Oscillations of the point of application of force in time for nonlinear (a) and linear (c) systems, 

phase trajectories of nonlinear (b) and linear (d) systems 

t, c 

t, c 

y, м 

γ,рад 

в) г) 

1/c 

http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 47, №4, 2020 

Herald of Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.47, No.4, 2020 

http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

148 

 

Проанализируем для каждой схемы, как преобразуется кинетическая энергия груза G в 

потенциальную энергию системы.  

Для положений статического равновесия потенциальная энергия обеих систем (рис.1 и 

рис.3) равна нулю. При максимальном отклонении  колеблющегося груза от положения равно-

весия скорость груза  и, следовательно, кинетическая  энергия становятся равной нулю. Со-

гласно закону сохранения энергии механических колебаний, в этом случае кинетическая энер-

гия, сообщённая каждой системе, полностью переходит в потенциальную энергию, равную 

0,0096 Дж. 

Определим при этом, как нарастает потенциальная энергия в зависимости от хода сжа-

тия (вертикальное отклонения от положения равновесия груза G.) Для нелинейной системы из 

рис.5 а и 5 б следует, что максимальное отклонение стержня ВД от положения равновесия 

(обобщенная координата) в одну сторону равно γ1 =1,2 рад = 68,8
0
, а в противоположную γ2 = 

0,77 рад = 44,1
0
.  

Потенциальная энергия для нелинейной системы (рис.1) равна работе восстанавливаю-

щего момента при перемещении поводка  ВД от максимального отклонения γmax  = 68,8
0
 до пер-

воначального γ0 = 0. 
0

68,8

0,0096 .пЕ Md Дж   

 Здесь  значение М определяется по формуле (7). 

 Размах вертикальных колебаний для системы на рис.1  равен: 

                                                                                

Rн = h[cos(γст  – γ1) –  cosγст ] + h[sin(90
0

 – γст) + sin( γ2 – 90
0
 + γст)]. (8) 

Rн = 0,1233 м. 

Потенциальная энергия для системы на рис.3 равна 
0

0,0788

0,0096 .п вЕ c уdy Дж   

Для системы рис. 3 максимальное вертикальное отклонение груза  G от положения  рав-

новесия равно амплитуде гармонических колебаний  

0 0 0,56
0,0788 .

7,1
в

v y
А h м

 
      

Размах линейных колебаний равен: 

Rл = 0,1576 м. 

Обсуждение результатов. Свободные колебания сравниваемых систем при одной и той 

же сообщаемой энергии существенно различны (рис. 5 а, в). Это связано с тем, что для линей-

ных колебаний восстанавливающий силовой фактор возрастает пропорционально величине  

отклонения груза от положения равновесия.  

В то время как для схемы на рис. 1 он им пропорционален только при небольших откло-

нениях от положения равновесия, а при больших отклонениях эта пропорциональность нару-

шается (кривая 3 на рис.4).  

Поэтому отклонения груза от положения равновесия нелинейной системы становятся не 

симметричным и движения таких систем по сравнению с линейными более «вальяжны». При 

этом размах колебаний более чем на 20% меньше, чем для линейной системы.  

Фазовые траектории линейных колебаний имеют форму правильных эллипсов (рис. 5 г), 

а для нелинейных колебаний форма эллипсов искажается (рис. 5 б). 

Вывод. Регрессивно-прогрессивный характер изменения жесткости нелинейной упругой 

системы, может быть, достигнут при использовании упругого элемента с внецентренным про-

дольным сжатием, причем регрессивный участок упругой характеристики достигается именно 
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за счет внецентренного сжатия, а прогрессивный участок – за счет применения поводка или 

других конструктивных решений.  

Реализация характеристики позволяет использовать такие упругие механизмы в систе-

мах, когда при одном и том же возмущении накапливание потенциальной энергии происходит с 

меньшим ходом сжатия, чем для линейных систем. 
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