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Резюме. Цель. Описывается семейство многослойных конечных элементов, предназна-

ченных для расчета железобетонных плит и оболочек переменной толщины. Рассматривают-

ся особенности формирования  матриц жесткости, связанные с переменностью сечения эле-

ментов. Метод. В основе семейства лежит простейший плоский треугольный элемент, по-

строенный с использованием гипотезы Кирхгофа. Поперечные перемещения в этом элементе 

аппроксимируются неполным кубическим полиномом. Такой элемент непригоден для практи-

ческого применения, но на его основе построены усовершенствованные элементы трех- и че-

тырехугольной формы в плане. Особое внимание уделено учету переменности поперечного се-

чения. Результат. Приводятся результаты тестирования разработанных элементов и пока-

зываются преимущества их использования  в практике проектирования и расчета конструк-

ций. Вывод. Разработанный программный комплекс ПРИНС может оказаться полезным при 

проектировании и расчете конструкций, содержащих плиты переменной толщины.  

Ключевые слова: строительные конструкции, железобетонные плиты постоянного и 

переменного сечения, метод конечных элементов 

 
APPLICATION OF MULTILAYER FINITE ELEMENTS OF VARIABLE THICKNESS  
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Abstract. Objective. A family of multilayer finite elements designed for calculating reinforced 

concrete slabs and shells of variable thickness is described. The features of the formation of stiffness 

matrices associated with the variability of the cross-section of elements are considered. Methods. The 

family is based on the simplest planar triangular element constructed using the Kirchhoff hypothesis. 

The transverse displacements in this element are approximated by an incomplete cubic polynomial. 

This element is not suitable for practical use, but it is based on improved elements of three- and four-

sided shape in the plan. Special attention is paid to the consideration of cross-section variability. Re-
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sults. The results of testing the developed elements are presented and the advantages of their use in 

the practice of design and calculation of structures are shown. Conclusion. The developed PRINCE 

software package can be useful in the design and calculation of structures containing plates of varia-

ble thicknesses.  

Keywords: building structures, reinforced concrete slabs of constant and variable cross-

section, finite element method 

 

Введение. Плиты и оболочки переменной толщины применяются в различных областях 

техники, как в виде самостоятельных элементов, так и в составе комбинированных систем. В 

авиации, например, к подобным конструкциям относятся лопасти воздушных винтов самоле-

тов, имеющие сложную пространственную конфигурацию, и некоторые элементы конструкции 

крыла  [1,2]. В строительстве плиты и оболочки переменного сечения используются, главным 

образом, в железобетонных конструкциях. Классическим примером оболочки переменной тол-

щины является, например, оболочка градирни [3]. Панели переменного сечения используются в 

пролетных строениях мостов, подпорных стенах, путепроводах, сборных крупноразмерных 

плитах покрытий промышленных и гражданских зданий типов «Т», «2Т», «П»,  «ПСП», моно-

литных и сборных перекрытиях и покрытиях многоэтажных зданий, стенах бункеров и других 

сооружениях [4,5].  

Железобетонные конструкции, работающие как консольные элементы, в своем опти-

мальном варианте могут иметь переменные поперечные сечения, как по длине, так и по высоте. 

Не во всех вычислительных комплексах включен конечный элемент переменной толщи-

ны и поэтому проектировщики вынуждены упрощать расчетные схемы плит и представлять их 

как  плиты ступенчато-переменного сечения [6,7]. В таком случае, в узлах излома происходит 

концентрация напряжений, которая неблаготворно влияет  на результаты расчета конструкций. 

Следует отметить, что в работах, посвященных расчету железобетонных плит с  учетом 

нелинейности деформирования, также рассматриваются плиты, в основном, постоянного сече-

ния [8,9]).   

Постановка задачи. Постепенные утолщения к линии контура плиты и переменности 

сечения  изменяют условия работы плиты и при искривлении ее срединной поверхности начи-

нает работать как пологая оболочка. При этом в расчетах конструкций необходимо использо-

вать оболочечные конечные элементы, как постоянной, так и переменной толщины. 

Отсутствие общедоступных и апробированных методик расчета плит переменной тол-

щины создает проблемы при проектировании и расчете конструкций, содержащих подобные 

элементы. 

Упомянутые выше проблемы решены в вычислительном комплексе ПРИНС, в составе 

которого имеются разработанные  конечные элементы  плит и оболочек переменной толщины 

трех- и четырехугольной формы в плане, предназначенные как для линейных, так и для нели-

нейных расчетов. 

Методы исследования. Ниже описывается семейство многослойных конечных элемен-

тов, реализованное в вычислительном комплексе  ПРИНС, общее описание которого можно 

найти в работах [10,11]. В данной статье рассматриваются особенности формирования  матриц 

жесткости, связанные с переменностью сечения элементов. 

В основе разработанного семейства лежит простейший многослойный элемент треуголь-

ной формы в плане, показанный на рис.1. Предполагается, что толщина элемента изменяется по 

линейному закону. Принятая при построении алгоритма формирования матричных характери-

стик конечного элемента разбивка на слои показана на рис.1. 
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Рис.1. Многослойный треугольный  

конечный элемент 

Fig.1. Multilayer triangular finite element 
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Рис. 2.  Местные оси треугольного       

элемента 

Fig.2. Local axes of a triangular element 

 

В качестве узловых неизвестных принимаются линейные  перемещения вдоль осей m
x , 

m
y , m

z   и  углы поворота вокруг осей m
x   и  m

y  (рис.2).  

Элемент строится на основе гипотезы Кирхгофа, при этом в качестве аппроксимирую-

щих функций перемещений внутренних точек принимаются полиномы первой степени для пе-

ремещений в плоскости и неполный кубический полином третьей степени для поперечных пе-

ремещений.  

Матрица жесткости элемента вычисляется по формуле (например, [10]):  

                                         

T

эл

V

 K B CBdv

                                                           (1)
 

где: B геометрическая матрица, связывающая компоненты деформаций и перемеще-

ний, и С физическая матрица, связывающая компоненты напряжений с компонентами де-

формаций.
 
При  использовании гипотезы Кирхгофа матрица B  приводится к виду: 

                
   

-1 -1

P P b b
B B A M - zB A

                                                
 (

(2) 

где: при принятых аппроксимирующих  функциях перемещений  
1,  P P


B A  и 

1

b

 A  не-

которые числовые матрицы, b B матрица, элементы которой зависят от координат x и y внут-

ренних  точек конечного элемента (способы вычисления этих матриц хорошо известны; см., 

например [10]). 

Подставляя (2) в (1), получаем 
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Учтем теперь переменность толщины элемента. Ход вычислений рассмотрим на приме-

ре матрицы 
b

K .  
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Интегрирование по координате z  во второй строке формулы (4) выполним по слоям, 

предполагая, что в пределах каждого слоя свойства материала по толщине слоя не меняются. 

Получим: 

 
3 3

, ,

3

сл в сл н

F

z z
df

 
      

 


T
-1 T -1

b b b сл b b
K A B C B A  

 

(5) 

гд:е 
в

сл
z  и 

н

сл
z  -  координаты нижней и верхней границы слоя по оси z. 

Интегрирование в формуле (5) выполняется по площади треугольника F. Величины 
в

сл
z  

и 
н

сл
z   зависят от координат х  и у .  

Будем считать, что толщина плиты изменяется по линейному закону. Тогда для любого 

слоя плиты можно записать, что 
                                                           

1 2 3z a a x a y  
сл

 (6) 

 

Коэффициенты 
1 3

a a , входящие в формулу (6), можно найти из условия, что координа-

ты  z слоя в узловых точках известны. Получаем: 

- при 0х    и 0y    1, аzz слiсл  ; 

- при jхх   и 0y  jслjсл xааzz 21,  ; 

- при 
kхх   и 

kyy   kkслkсл yaxааzz 321,  ; 

Из приведенных выше условий находим: 
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(7) 

С учетом соотношений (7) формула (6) принимает вид:  
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(8) 

 

В соответствии с формулой (8) координаты z точек верхней и нижней поверхностей слоя  

будут определяться формулами: 
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Запишем формулы (9) и (10) в виде: 
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 Выражение, стоящее под знаком интеграла в формуле (5) и представляющее собой мат-

рицу порядка 9 9 ,  обозначим следующим образом: 

 
3 3

, ,

3

сл в сл нz z 
   

 


T

b сл b
R B C B . 

Выражение для матрицы b
K  принимает следующий вид: 

F

df    
T

-1 -1

b b b
K A R A  

(12) 

Вычисление матрицы  
b

K в общем виде затруднительно, поэтому интеграл  
F

dfR  нахо-

дится численными методами. 

Рассмотренный выше треугольный элемент обладает хорошо известными недостатками 

(например, [10]). Но, на его основе получены усовершенствованные элементы как треугольной, 

так и четырехугольной  формы.  

Усовершенствованный треугольный элемент образуется усреднением характеристик 

трех субтреугольников, описанных выше.  

Для каждого из субтреугольников вводится своя местная система координат, как пока-

зано на рис.3, и в этой системе вычисляются первоначально все основные характеристики – 

матрицы жесткости и матрицы перехода от деформаций к напряжениям. В качестве местной 

системы координат составного треугольника принимается система координат xy  первого суб-

треугольника. 

Затем все характеристики субтреугольников стандартными преобразованиями перево-

дятся к осям первого из них.  

Например, матрица жесткости составного треугольника находится по формуле 
 

3( ) / 3
T T

1 2 2 2 3 3
K K + L K L + L K L   

 

где: ,  
1 2

K K  и 3
K  - матрицы жесткости субтреугольников 1, 2 и 3 в их местных осях; 2

L  и 3
L  - матрицы 

направляющих косинусов осей 2 2
x y  и 3 3

x y  в осях xy , соответственно. 

Аналогичным образом находятся и усредняются остальные характеристики. 

Для получения матрицы жесткости четырехугольного КЭ используем методику работы 

[2]. 
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Рис. 3.  Усовершенствованный треугольный элемент: 

a)заданный треугольник,    b) субтреугольники 

Fig. 3. Improved triangular element: 

a) a given triangle, b) subtriangles 

Разобьем четырехугольный (не обязательно прямоугольный) конечный элемент на тре-

угольники, как показано на рис.4.  
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Рис. 4. Четырехугольный конечный элемент 

 Fig. 4. Quadrangular finite element 

Матрица жесткости четырехугольного элемента в его местных осях xy  находится 

усреднением матриц жесткости треугольников 1 4 , приведенных к этим осям, по формуле: 

3 4( ) / 4
x y x y x y x yx y      

1 2
K K + K + K K  

Матрицы жесткости треугольников в их местных осях находятся по формуле (1), а пере-

ход к местным осям четырехугольника осуществляется стандартным преобразованием: 

,   1,2,3,4
xym m m m m 

T
K L K L , 

где 
xym K  матрица жесткости m-го треугольника в местных осях четырехугольника, 

m
K - 

матрица жесткости m-го треугольника в его местных осях, 
m
L  матрица направляющих коси-

нусов местных осей m-го треугольника в местных осях четырехугольника. 

Обсуждение результатов. Для проверки точности разработанного семейства элементов 

решен ряд тестовых задач. Две из них приводятся ниже. 

 Задача 1. Рассчитывалась консольная пластинка переменной толщины, вытянутая в од-

ном направлении. Размеры пластинки приведены на рис.5. 
 

 

12 м 
2 м 

10 см 

34 см 

Р=20 КН 

 
Рис. 5. Консольная плита 

Fig. 5. Cantilever plate 

Использовались два варианта расчетных схем  при сетке узлов 44  и 124 . На рис.6 по-

казаны напряжения в конечных элементах на верхней поверхности пластины для второго вари-

анта. Результаты расчета сведены в табл.1 (напряжения на поверхности плиты усреднялись по 

а)  
b)  

y y y 
y 

x x x x 

3 2 1 

 

= + + 
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ряду элементов с одинаковой  координатой «y»). Аналитическое решение получено методами 

сопротивления материалов при модуле упругости 
7

3,2 10  кПаE   . 

Погрешность определения перемещений при сетке узлов 44  составила 2,38%   при сетке 

124 - 0,79%. Максимальная погрешность определения напряжений при сетке узлов 44  рав-

на %8,9 , при сетке 124  - 0,85%. Полученная погрешность вполне допустима для инженер-

ных  расчетов. 
 

  
Рис. 6. Напряжения на верхней поверхности при сетке 124  

Fig. 6. Stresses on the upper surface of the grid 

    

Таблица 1. Сопоставительный анализ результатов 

Table 1. Comparative analysis of results 
Y 

(м) 

Grid Сетка 44  Grid Сетка 124  Аналитическое решение 

Analytical solution 

yM  

(Нм) 

y  

(кПа) 

w  

(см) 

 

 

yM  

(Нм) 

y  

(КПа) 

w  (см) 

 
yM  

(Нм) 

y  

(КПа) 

w   

(см) 

 

1,5 207 6460  210 6535  210 6556  

4,5 147,7 7090  148,8 7185  150 7200  

7,5 88,2 7325  89,8 7460  90 7479  

10,5 27,0 4800  29,8 5280  30 5325  

12,0   0,123   0,125 0  0,126 

 

Задача 2. В качестве тестовой задачи рассчитана плита треугольной формы в плане, 

имеющая размеры и нагруженная, как показано на рис.7. В качестве материала использовался 

бетон со следующими  характеристиками: 
7

3,2 10  кПаE   ; 0,2  .  Плита защемлялась по ле-

вому краю. Расчетная схема плиты представлена на рис.8. 

        Напряжения выводились в центре тяжести каждого треугольного элемента и для верхней 

поверхности плиты показаны на рис.9. 

        Для оценки точности разработанного элемента был выполнен аналитический расчет по ба-

лочной теории. Плита рассматривалась как балка переменной  жесткости. Прогибы определя-

лись из дифференциального уравнения, которое составлялось в осях 1 1
x y  (см. рис.7). 

1 1 1( ) ,EI x y Px   

a) 
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Момент инерции сечения определялся по формуле                             
3

1 1

1 1

( ) ( )
( ) .

12

b x h x
I x   

A

  б) 

 
 

60 

6000 

4000 

80 

80 

Р=10 кН 

x  

z  

y  

1
y  

1
x  

1
( )h x  

1
( )b x  

 
Рис. 7. Консольная плита 

Fig. 7. Cantilever plate 

 
Рис. 8. Расчетная схема плиты  

Fig.8. Design scheme of the slab 
 

 
Рис. 9. Напряжения на верхней поверхности плиты, кПа 

Fig. 9. Stresses on the upper surface of the slab, kPa 

При принятых размерах плиты максимальное значение прогиба, найденное из уравнения 

(а), составило 0,2637 м. Максимальное значение прогиба при расчете плиты методом конечных 

элементов равно 0,267 м. Расхождение по максимальному значению прогиба составило 1,25%. 

Аналитические значения напряжений находились в предположении их равномерного 

распределения по ширине сечения по формуле 

 

1 1

,max 2

1 1 1

( ) 6 ( )

( ) ( ) ( )
y

M x M x

W x b x h x
    

(

в) 
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Среднее значение напряжений y  в центрах тяжести ряда элементов, прилегающего к 

заделке, полученное расчетом методом конечных элементов, составило 14766 КПа.  

По формуле (в) найдено значение y  равное 14461 КПа. Расхождение составило 2.1%. 

Напряжение в центре тяжести элемента, прилегающего к вершине клина, из расчета МКЭ рав-

но 23200 КПа.  

По формуле (в) в этом сечении найдено ,max
22987

y
  кПа. Расхождение напряжений в 

этом сечении равно  0,93%. 

Вывод. Таким образом, разработанный элемент обеспечивает приемлемую точность ре-

зультатов, как по перемещениям, так и по напряжениям. 

Также представляет интерес задача расчета железобетонной консольной прямоугольной 

плиты с размерами 3х1 (в  метрах) постоянного и переменного сечения по толщине на действие 

равномерно распределенной нагрузки и собственный вес, где получены результаты и дана их 

сравнительная оценка [11]. 

На основе проведенных расчетов можно сделать вывод, что программный комплекс 

ПРИНС, на основе разработанного конечного элемента переменного сечения, может оказаться 

полезным при проектировании и расчете конструкций, содержащих плиты переменной толщи-

ны. 
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