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Резюме. Цель. Целью работы является решение несвязанной нестационарной задачи 

термоэлектроупругости для длинного полого пьезокерамического цилиндра при действии на 

его поверхностях электрической нагрузки в виде разности потенциалов.  Метод. Математи-

ческая формулировка рассматриваемой задачи термоэлектроупругости включает систему 

несамосопряженных  дифференциальных уравнений. Для ее решения на первом этапе рассмат-

ривается связанная задача обратного пьезоэффекта без учета влияния температурного поля, 

а на следующем – исследуется гиперболическая задача  теплопроводности (LS–теория) при 

заданном (определенном) электроупругом поле. Результат. Построено новое замкнутое ре-

шение динамической задачи обратного пьезоэффекта для длинного пьезокерамического тер-

моупругого цилиндра. Рассматривается случай действия на его лицевых поверхностях неста-

ционарной электрической нагрузки в виде разности потенциалов. Заданы температура окру-

жающей среды  и закон конвекционного теплообмена (граничное условие 3– рода). Расчетные 

соотношения, полученные с помощью обобщенного метода конечных интегральных преобразо-

ваний, дают возможность определить напряженно–деформированное состояние и термо-

электрические поля, индуцируемые в пьезокерамическом элементе при произвольном электри-

ческом внешнем воздействии. Вывод. Построенное решение позволяет определить напряжен-

но–деформированное состояние и электрическое поле в пьезокерамическом цилиндре, а также 

проанализировать с помощью гиперболической LS–теории теплопроводности влияние индуци-

руемого температурного поля на электроупругое состояние рассматриваемой  системы. Ана-

лиз численных результатов позволяет сделать вывод о незначительных потерях энергии, свя-

занных с  нагревом электроупругой системы. Разработанный алгоритм расчета находит свое 

применение при проектировании нерезонансных и резонансных пьезоэлектрических измери-

тельных приборов. 

Ключевые слова: длинный пьезокерамический цилиндр, задача термоэлектроупругости, 

нестационарное воздействие, конечные интегральные преобразования 
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Abstract. Objective. The objective of this work is to solve an unrelated dynamic problem of 

thermoelectroelasticity for a long hollow piezoceramic cylinder under the action of an electric load on 

its surfaces in the form of a potential difference. Methods. The mathematical formulation of the con-
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sidered problem of thermoelectroelasticity includes a system of non-selfadjoint differential equations. 

At the first stage, the authors consider the associated inverse piezoelectric effect problem without tak-

ing into account the influence of the temperature field, and at the next stage, study the hyperbolic heat 

conduction problem (Lord–Shulman theory) for a given (defined) electroelastic field. Result. A new 

closed solution to the dynamic inverse piezoelectric effect problem for a long piezoceramic thermoe-

lastic cylinder is constructed. The case of the action of a dynamic electric load in the form of a poten-

tial difference on its front surfaces is considered. The ambient temperature and the law of convection 

heat transfer (3-kind boundary condition) are set. The calculated relations obtained using the general-

ized method of finite integral transformations allow determining the stress-strain state and thermoe-

lectric fields induced in a piezoceramic element under an arbitrary electrical external influence. Con-

clusion. The constructed solution allows determining the stress-strain state and electric field in a pie-

zoceramic cylinder, as well as analyzing the effect of the induced temperature field on the electroelas-

tic state of the system under consideration using the hyperbolic Lord–Shulman theory of thermal con-

ductivity. Analysis of the numerical results allows concluding that there are insignificant energy losses 

associated with heating the electroelastic system. The developed calculation algorithm is used in the 

design of non-resonant and resonant piezoelectric measuring devices. 

Keywords: long piezoceramic cylinder, thermoelasticity problem, dynamic action, finite inte-

gral transformations 

 

Введение. Пьезокерамические материалы находят широкое применение при разработке 

измерительных приборов различного назначения. Их работа основана на связанности электро-

упругих полей, индуцируемых в элементе [1–6]. Для расширения функциональных возможно-

стей приборов данного типа возникает необходимость углубленного анализа нестационарных 

процессов, позволяющего понять эффект взаимодействия электрических и упругих полей, а 

также влияние на них температурных полей.   

Математическая формулировка начально-краевых задач термоэлектроупругости вклю-

чает систему несамосопряженных дифференциальных уравнений, исследование которых, как 

правило, проводится при использовании численных методов [7–9]. Однако достаточно слабые 

эффекты взаимодействия полей различной физической природы удается проанализировать 

только с помощью замкнутых аналитических решений. Проблема интегрирования исходных 

расчетных соотношений и построение общего решения приводит к проведению расчетов в 

упрощенной постановке, а именно, исследуются несвязанные задачи [10,11] или анализируются 

бесконечно длинные тела [12–14]. При этом в большинстве работ, в качестве внешнего воздей-

ствия рассматривается нестационарная температурная нагрузка. В свою очередь, при решении 

задач прямого и обратного пьезоэффектов, электроупругая конструкция рассматривается, как 

консервативная система без потери энергии на ее нагрев [15–18].  

  Постановка задачи. Целью настоящей работы является решение несвязанной нестаци-

онарной задачи термоэлектроупругости для длинного полого пьезокерамического цилиндра 

при действии на его поверхностях электрической нагрузки в виде разности потенциалов. По-

строенное решение позволяет определить напряженно–деформированное состояние и электри-

ческое поле в пьезокерамическом цилиндре, а также проанализировать с помощью гиперболи-

ческой LS–теории теплопроводности влияние индуцируемого температурного поля на электро-

упругое состояние рассматриваемой  системы. 

Методы исследования. Пусть полый длинный незакрепленный пьезокерамический ци-

линдр занимает в цилиндрической системе координат  , ,r z  область  : 

 ,0 2 ,a r b z         . Рассматривается случай действия на лицевых электродиро-

ванных поверхностях нестационарной нагрузки в виде разности потенциалов    2V t

 , явля-
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ющейся произвольной функцией времени t . При этом известны температура окружающей 

среды    и закон конвекционного теплообмена (граничное условие 3– рода).  

В общем случае дифференциальные уравнения термоэлектроупругости и краевые усло-

вия рассматриваемой задачи в безразмерной форме записываются следующим образом [19, 20]: 
2
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  – радиальная составляющая  вектора перемещений; *( , )r t

   потенциал 

электрического поля; 0T Т   ; 0, ,T Т   приращение и текущая температуры, а 

также температура  первоначального состояния тела, при котором отсутствуют  механические 

напряжения; 33, ,ms msС e    модули  упругости, пьезомодули и коэффициент  диэлектриче-

ской   проницаемости  электроупругого  материала  , 1,3m s  ; ,k   коэффициенты тепло-

проводности и объемной теплоемкости материала; 11 33,    компоненты тензора температур-

ных напряжений; 3g    компонента тензора пирокоэффициентов; rel  время релаксации; 

   коэффициент теплоотдачи;  𝑈0
∗, 𝜙0

∗ , Θ0
∗  известные в начальный момент времени скорости 

перемещения, потенциала и температуры.  

Невозможность построения общего решения для несамосопряженной системы диффе-

ренциальных уравнений (1) в связанной постановке приводит к использованию алгоритма, ко-

гда на первом этапе рассматривается задача обратного пьезоэффекта без учета влияния темпе-

ратурного поля, а на следующем – исследуется задача  теплопроводности при заданном (опре-

деленном) электроупругом поле. 

Построение общего решения задачи электроупругости. Математическая формули-

ровка рассматриваемой задачи на основании расчетных соотношений (1)–(3) имеет вид: 
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На первом этапе решения выполняется процедура приведения расчетных соотношений 

(4) – (6) к виду, позволяющему в дальнейшем использовать метод конечных интегральных пре-

образований [21]. Для этого вводятся новые функции  ,u r t ,  ,r t  , связанные с  ,U r t ,

 ,r t  следующими соотношениями: 
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где              1 2 1 2, , , ,H r t H r t f r f r V t . 

Подстановка (7) в (4) – (6), при удовлетворении условий 
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позволяет получить краевую задачу относительно функций  ,u r t ,  ,r t  с однород-

ными граничными условиями: 
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Начально–краевую задачу (9)–(11) решаем, используя структурный алгоритм вырожден-

ного обобщенного конечного интегрального преобразования (КИП) [21].  Для этого вводим на 

сегменте [R, 1] КИП с неизвестными компонентами вектор–функции ядра преобразований 

   1 2, , ,i iK r K r  : 
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где i  собственные значения. 

В результате использования алгоритма КИП получаем задачи для трансформанты 

( , )iG t : 
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1 1 2

10 0
dK K dK

n
dr r dr

    ,       2 0K   ;                                        (16) 

 где   
1

1 1 2 2H

R

R R K R K rdr   , 

1

0 1| 0 1t

R

G H K rdr  , 
𝑑𝐺0

𝑑𝑡
 = ∫ (𝑈0 – 

𝜕𝐻1

𝜕𝑡
)

1

𝑅 Ut=0 К1rdr 

 

Общий интеграл уравнения (13), с учетом начальных условий (14), имеет вид: 

              10
0

0

sin
, cos sin

t

i
i i i H i

i

dG t
G t G t R t d

dt


      



    .               (17) 

Система (15) приводится к следующему разрешающему уравнению относительно функ-

ции   1 ,iK r : 

                              

2 2
2 11 1

1 122 2 2

1 i
i

Dd K dK v
A K n

dr r dr r r

 
    

 
,                                       (18) 

решение которого, имеет вид 

                             1 1 12 , 1 2 3,i i v i i v i i v iK r D n Q A r D J A r D Y A r    .                   (19) 

Здесь      , 1 ... , ... , ...v v vQ J Y   неэлементарные функции Ломмеля, обыкновенные 

функции Бесселя 1–го и 2–го родов  порядка v  [22] ; 
1 3...i iD D постоянные интегрирования;  

2
2

41

i
iA

n





 ,    2 1 2 5

31

n n n
v

n





,   2

12

41

n
n

n



 . 

Интегрирование второго уравнения (15) позволяет определить функцию  2 ,iK r : 

                             1

2 4 1 5 1 1 4, , , lni i i i iK r n K r n K r r dr D r D       .               (20) 

Подстановка    1 2, , ,i iK r K r   в  граничные условия (16)  формирует  систему алгеб-

раических уравнений, решение которой позволяет определить  постоянные интегрирования 

1 4...i iD D  и собственные значения i . 

Окончательные выражения функций  , ,U r t  ,r t  получим, применяя к трансфор-

манте (17) формулы обращения (12). В результате, с учетом (7), имеем:     

              
2

1 2 1 2

1

, , , , , , ( , ) , , ,i i i i

i

U r t r t H r t H r t G t K r K r K   




  .     (21) 

Функции    1 2,f r f r  определяются при решении следующих дифференциальных урав-

нений 
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       1 2 21

1 22

1
0

df r f r df r df r
n n

dr r dr r dr
     ,                (22)                       

                                
     2 1 1

4 5

1
0

df r df r df r
n n

dr dr r dr
     , 

и удовлетворение граничных условий (8), что позволяет существенно упростить правые 

части расчетных соотношений (9).  

Построение общего решения задачи теплопроводности. Математическая формули-

ровка данной задачи  записывается следующим образом: 

                                        

2

7 32
n R

r t t

  


  

 
     

 
;                                          (23)          

,1r R                11 11n n
r




  


 ;                                                  (24) 

0t                   0   ,    
𝜕Θ

𝜕𝑡
= Θ0  ;                                            (25) 

                где        

2

3 8 92
R n U n

t t r

  


 

   
     

  
 .  

Процедура стандартизации граничных условий (24) выполняется с помощью замены 

 ,r t  новой функцией  ,L r t  с помощью такого разложения: 

                                                    , ,r t L r t   ,                                                   (26) 

Подстановка (26) в (23) – (25) позволяет получить краевую задачу относительно функ-

ций  ,L r t  с однородными граничными условиями: 

                                         

2

7 32

L
n L R

r t t

  


  

 
    

 
 ;                                        (27) 

 ,1r R                11 0
L

n L
r


 


 ;                                                                (28) 

        0t              L    ,    
𝜕L

𝜕𝑡
=  Θ0;                                                      (29)        

         Использование обобщенного конечного интегрального преобразования (КИП) [21] 

путем введения неизвестной функции ядра преобразований  ,iN r : 

                                            
1

, , ,i i

R

Y t L r t N r rdr   ,                                               (30) 

                         
2

1

, , ,i i i

i

L r t Y t N r N 






 ,   

1
2 2( , )i i

R

N N r rdr   ,              

позволяет получить задачи для трансформанты  ,iY t : 

                                       

22

2

7

i
i i HY Y F

t t n

 


 

 
   

 
,                                               (31) 

 0t           

1

0

R

Y Nrdr    ,      
𝜕𝑌0

𝜕𝑡
= ∫ Θ0𝑟𝑁𝑑𝑟

1

𝑅
;                                      (32) 

и функции ядра преобразований 
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2
2

2

1
0i

d N dN
N

dr r dr
   ,                                                     (33) 

 ,1r R                    11 0
N

n N
r


 


;                                                                         (34)     

где 

1

3

7

1
H

R

F R rNdr
n

   , i  собственные значения.  

Общий интеграл уравнения (31), с учетом начальных условий (32), имеет вид: 

     

        
1 0

1 2 2 1 1 2

0

exp exp exp ( ) exp ( )

t

H

Y
Y t p p p t p t F p t p t d

t


   



  
       

 
 ,     (35) 

а решение равенства (33) записывается следующим образом: 

                                      1 0 2 0,i i i i iN r E J r E Y r    ,                                               (36) 

 

где  
 

11 2 2

7

1,2

4

2

i n
p

   
   

 . 

Подстановка (36) в граничные условия (34) формирует выражения для постоянных инте-

грирования 
1 2,i iE E : 

                 1 11 0 1i i i iE n Y R Y R    ,         2 1 11 0i i i iE J R n J R    , 

и трансцендентное уравнение для определения i : 

                      1 11 0 1 2 11 0 1 0i i i i i i i iE n J J E n Y Y               . 

Окончательные выражения функции  ,r t  получим, применяя к трансформанте (35) 

формулу обращения (30).  

В результате, с учетом (26), имеем:     

                                      
2

1

, ( , ) ,i i i

i

r t Y t N r N  




   .                                    (37) 

Численный анализ результатов.  В качестве примера рассматривается радиально поля-

ризованный пьезокерамический цилиндр ( 0.8, 0.02R b  м) состава PZT–4, имеющего сле-

дующие физические характеристики:      31 33, 5.2, 15.1e e    Кл/м
2

,   

9

33 5.62 10   Ф/м,  11 33 13, ,С С С    1013.9, 11.5, 7.43, 10  H/м
2

, 7500    кг/м
3

,

    5

11 33, 4.6, 3.9 10     H/(м
2

К),  
4

3 2 10g    Kл/(м
2

К),  
63 10k    Дж/(м

3
К ), 1.6   

Вт/(м K),     5.6  Вт/(м
2

K) [16]. 

Рассматривается случай действия гармонической электрической нагрузки на поверхно-

стях цилиндра: 

                                                             0 sinV t V t , 

где   
0 ,V   амплитудное значение потенциала и частота вынужденных колебаний в 

безразмерной форме.             

Обсуждение результатов. На рис. 1,2 представлены графики изменения перемещений 

 ,U r t  по времени t , а также потенциала  ,r t  (кривая 1) и напряженности  ,rE r t  (2) элек-

трического поля по радиальной координате r (
10.9  ). Пунктирной линией обозначена ос-

циллограмма  внешней электрической нагрузки.  
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Анализ представленных графиков позволяет сделать следующие выводы: 

1. При  высокочастотном  внешнем  воздействии (
10.9  ) вследствие наложения волн 

деформирования в электроупругой системе наблюдается  сложная  зависимость  измене-

ния перемещений во времени (рис. 1). Поэтому обычно применяемое, при исследовании 

подобных задач, допущение об установившемся режиме вынужденных колебаний мож-

но использовать только при решении задач на собственные значения; 

2. Использование гипотез о линейной зависимости потенциала  ,r t  и постоянном зна-

чении напряженности  
 ,

,r

r t
E r t

r





 электрического поля при исследовании задач 

обратного пьезоэффекта с помощью прикладных теорий не находят свое подтверждение 

при решении динамических задач (рис. 2). 

 

 

Рис.1. График изменения перемещений  1,U t    по времени t  

Fig.1. Time displacement graph 

 

При решении задачи теплопроводности на первом этапе решается обратная задача, свя-

занная с определением скорости изменения температуры Θ0 (𝑟) = Θ0 в начальный момент вре-

мени. Величина Θ0 определялась из условия, что в случае действия гармонической нагрузки 

при установившемся режиме в исследуемом элементе наблюдается постоянное температурное 

поле. 

 

Рис.2. Графики изменения амплитудных значений потенциала  ,r t  (кривая 1)  и напряженности 

 ,rE r t (2) электрического поля по радиальной координате r  

Fig.2. Graphs of changes in the amplitude values of the potential (curve 1) and intensity (2) of the electric 

field along the radial coordinate 
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На рис. 3 представлены графики изменения температуры  1, t  во времени  t . Очевид-

но, при  10t    условие  
 1,

0
t

t







 выполняется при Θ0 = 1.9/𝑉0 (рис. 3, график 1). 

Здесь следует отметить, что полученные качественные результаты можно получить 

только при использовании гиперболической теории теплопроводности. 

 
Рис.3. Графики изменения температуры   1, t    по времени  t   

Fig.3. Temperature graphs over time 

(1 – Θ0 = 1.9/V0, 2 – Θ0 = 1.4 V0) 

 

Принимая 0

0 295 (22 )T K С , Θ0 = 1.9/V0, 0 10V B  , получаем следующую картину 

изменения температурного поля по радиальной координате в цилиндре (рис. 4). Цифрами 1,2 

обозначены результаты для времени 30,7t  . 

 
Рис.4. Графики изменения температуры    1, t  по радиальной координате 

 r  ( 1– 30t  , 2– 7t  ) 

Fig.4. Temperature graphs  1, t  along the radial coordinate r  ( 1– 30t  , 2– 7t  ) 

Был выполнен эксперимент, где измерения температуры проводились с помощью при-

бора Center 301. Результаты показали, что температура на лицевых поверхностях исследуемого 

элемента при внешнем воздействии повысилась на 
00.1 С , что практически повторяет резуль-

таты теоретических расчетов (рис.3,4). 

Для оценки влияния температуры на электроупругое поле правые части дифференциаль-

ных уравнений  
1 2,R R  (9), с учетом равенств (1), записываются следующим образом: 
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2

1 1 2 2 1
1 3 1 22 2

1H H H H H
R n n n

r r r r r r t

 

 

 
      

 
, 

2 1 1
2 6 4 5

1H H H
R n n n

r r r r





 
     

 
. 

На рис.5 представлены зависимости  " 1, "U t t  с учетом (сплошная линия) и без учета 

(пунктирная линия) влияния температуры на радиальные перемещения. Численный анализ ре-

зультатов показывает, что температурное поле практически не влияет на величину  1,U t , т.е. 

в задачах обратного пьезоэффекта можно пренебречь потерями энергии на нагрев электроупру-

гой системы. 

 
Рис.5. Графики изменения температуры   1,U t  по времени t  

(сплошная и пунктирная линии–с учетом и без учета влияния температурного поля) 

Fig.5. Temperature graphs  1,U t over time t  

(solid and dotted lines - with and without taking into account the influence of the temperature field) 

Вывод. Следует отметить, что при решении динамических задач прямого и обратного 

пьезоэффекта пьезокерамические элементы можно рассматривать, как консервативные систе-

мы.  

Однако при решении нестационарных задач термоэлектроупругости в случае действия 

температурной нагрузки необходимо исследовать расчетные соотношения с учетом связанно-

сти упругих, электрических и тепловых полей [13]. 
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