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Резюме. Цель. Целью исследования является определение различных устойчивых харак-

теристик изображений (полуинварианты и инварианты) как дескрипторы, необходимые для 

формирования признакового пространства эталонов, предназначенных  для распознавания об-

разов различной природы относящихся к различным классам объектов. Метод. В качестве 

методических основ, лежащих в построении методов распознавания образов, предлагаются 

метрики оценки близости распознаваемого изображения к заданному эталону в пространстве 

матриц ковариаций, опирающиеся на полученные дескрипторы. Результат. Разработано со-

держание основных этапов выделения дескрипторов заданного класса объектов с учетом раз-

личной освещенности распознаваемых изображений. Эффективность полученных результа-

тов подтверждается проведенными экспериментальными исследованиями, связанными с ре-

шением задачи распознавания специальных снимков - фаций. Выводы. Определение устойчивых 

дескрипторов изображения как инвариантов или полуинвариантов к преобразованиям мас-

штабирования и яркости позволяет решать задачи классификации фаций в условиях неста-

бильности съемки распознаваемых изображений. При этом изображения могут быть повер-

нуты и сдвинуты произвольным образом. В целом предложенный подход позволяет разрабо-

тать эффективную  систему распознавания образов при наличии различного рода помех на 

распознаваемых  изображениях.   
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Abstract. Objective. The objective of the study is to determine various stable characteristics of 

images (semi-invariants and invariants) as descriptors necessary for the formation of a feature space 

of standards intended for recognizing images of different nature belonging to different classes of ob-

jects. Methods. The authors propose metrics for evaluating the proximity of the recognized image to a 

given standard in the space of covariance matrices, based on the obtained descriptors as a methodo-

logical basis for constructing image recognition methods. Results. The content of the main stages of 

selecting descriptors for a given class of objects is developed, taking into account the different illumi-

nation of the recognized images. The effectiveness of the results obtained is confirmed by experimental 

studies related to the solution of the problem of recognition of special images – facies. Conclusions. 

The definition of stable image descriptors as invariants or semi-invariants to zoom and brightness 

transformations allows solving the problems of facies classification in conditions of the unstable 

shooting of recognized images. The images can be rotated and shifted in any way. In general, the pro-

posed approach allows developing an effective image recognition system in the presence of various 

types of interference on the recognized images.  
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Введение. Понятие «инварианта» является одним из важнейших понятий математики [1]. 

Инвариантность – есть свойство математического выражения оставаться неизменным при вы-

полнении определенных преобразований, что важно для задач классификации и распознавания 

объектов различной природы. Системы инвариантов позволяют объединять объекты одного 

класса и, напротив, разделять объекты, принадлежащие разным классам в рассматриваемой со-

вокупности.  

В настоящей работе под инвариантами, применительно к задаче распознавания, понима-

ются в широком смысле дескрипторы – неизменные математические конструкции аналитиче-

ского (алгебраического и геометрического), вероятностного или статистического характера 

[2,3], служащие для описаний объектов, позволяющих осуществлять их поиск и распознавание.  

Отдельно следует отметить, например, широко используемые в распознавании алгебраи-

ческие многочлены для бинарных и полутоновых 2D и 3D изображений, которые являются ин-

вариантами относительно аффинных преобразований [4-6]. В этом случае, относительной 

устойчивостью к яркостным преобразованиям обладают линии положения, характеризующие 

ориентацию графического объекта при известных расположениях его точек [7]. 

Помимо этого, к инвариантам можно отнести некоторые интегрированные числовые ха-

рактеристики и конструкции (множества), например: 

1) нормализованные гистограммы распределения яркостей в классе изображений,  

2) подготовленные для распознавания или измерения расстояний матрицы ковариаций для 

каждого класса объектов,  

3) средние значения (математические ожидания) вероятности распределения яркостных 

оттенков и значения отдельных признаков, характерных для всего класса объектов; 

4) любые характеристики движения, при которых сохраняются расстояния между точка-

ми: площадь геометрической фигуры, угол между двумя прямыми - инвариант движения. 

Постановка задачи. Следует отметить, что многие инвариантные конструкции обладают 

определенной устойчивостью (в определенных пределах) к изменениям отдельных характери-

стик объектов относящихся к рассматриваемому классу, но не гарантируют их полной или 

строгой инвариантности, следовательно, их целесообразно называть субинвариантами.  

Довольно часто различные конструкции инвариантны только по отношению к части воз-

можных преобразований входных данных, в этом случае их называют полуинвариантами.  

http://vestnik.dgtu.ru/
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Таким образом, возникает актуальная проблема, решение которой сводится к нахождению 

для исходных изображений вектора устойчивых признаков, который в последующем применя-

ется для решения задачи классификации распознаваемых изображений. Причем, здесь не рас-

сматриваются вопросы поиска и описания особых точек изображения, подобных методу SURF 

(Speeded Up Robust Features) инвариантных к масштабу и вращению или вопросы поиска ал-

гебраических инвариантов.  

Упор делается на поиск относительно устойчивых к смене освещения и изменения яр-

костных характеристик распознаваемых объектов. Подобные дескрипторы, как правило, устой-

чивы к аффинным преобразованиям, поскольку не связаны с координатами пикселей. 

Методы исследования. 1. Нахождение устойчивых дескрипторов для распознавания 

изображений.  
Рассмотрим функцию яркости цифрового изображения [8], дескрипторами которого 

служат числовые характеристики случайного стационарного процесса. Для ее анализа выберем 

гистограмму распределения значений яркости на изображении, начальные и центральные 

моменты, а также другие выделенные дескрипторы.  

Выделение дескрипторов включает следующие основные этапы.  

1. Построение нормализованной гистограммы изображения ( ) i
i

n
p z

n
 , где ni – число пик-

селей i уровня яркости zi (i=0,…,L–1), n – общее число пикселей изображения, величина L 

обычно является степенью двойки (например, 64, 256) в цветовой модели RGB и называется 

глубиной изображения.  

Величина p(zi) определяется оценкой вероятности появления пикселя с интенсивностью zi. 

Условие нормирования 
1

0

( ) 1
L

i

i

p z




 .  

Нормализованная гистограмма представляет собой полуинвариант, поскольку остается 

неизменной по отношению к масштабированию изображения. После выделения наиболее зна-

чимой части яркостного диапазона можно выполнить приведение гистограммы к шкале всего 

яркостного диапазона. 

2. Построение матрицы совместной встречаемости пикселей:  

:

2

, ;

1
( )

i j

r i j

z z r

C p z z
s

  , 

где r – отношение, в котором находятся пиксели i и j, а величина s соответствует числу 

сочетаний элементов, состоящих в отношении r. Она представляет собой оценку плотности 

распределения вероятности второго порядка p2(zi, zj) [9].  

Все диагональные элементы матрицы совместной встречаемости cii равны площадям соот-

ветствующих областей изображения, значение яркости которых равно zi.  

Элементы матрицы cij (i ≠ j), находящиеся вне главной диагонали, равны длинам границ 

разделяющих соответствующие области изображения, которые образованы пикселями с ярко-

стями zi и zj.  

Отношение r определяется с помощью расстояния d = 1 и одного из зафиксированных 

значений угла θ, который может быть: 0°, 45°, 90° и 135°. 

3. Вычисление дисперсии: 
1

2 2

0

( ) ( ) ( )
L

i i

i

z z m p z




  . Дисперсия отражает разброс распреде-

ления яркостей изображения вокруг среднего значения. Она служит одной из устойчивых ха-

рактеристик класса распознаваемых объектов. 

2. Проведение экспериментов.  Классификация изображений фаций. Эксперименты по 

распознаванию образов проводились на изображениях фаций – кристаллизованных капель био-

логической жидкости (в данном случае капель жидкости, выделяемой больным человеком) 

[10].  
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Исходные изображения фаций, представленные в формате JPEG и цветовой модели RGB, 

преобразовывались в формат NTSC (National Television System Committee) [11]. 

Обсуждение результатов.   

Эксперимент 1. Для классификации используем метрику Махаланобиса [12,13], которая 

учитывает корреляцию между компонентами векторов (признаками): 

 

1( ) ( )T

Md x y C x y   , 

 

где C – матрица ковариаций выделенных дескрипторов. 

Матрица ковариаций для класса, представленного обучающей выборкой X , определяется 

следующим образом 

 

1
( ) (X )

n 1

TC X X X  


, 

 

где X – «центр» класса, nn   – размерность матрицы C . 

Процесс выбора подходящих дескрипторов является процедурой эвристической, завися-

щей во многом от предметной области.  

Использовались следующие устойчивые признаки-дескрипторы (табл. 1). 
 

Таблица 1. Устойчивые дескрипторы 

Table 1. Persistent descriptors 

 

 
Наименование Name 

 
Формула Formula 

1 

Математическое ожидание случайной величины z 

Mathematical expectation of a random variable z 

 

1

0

( )
L

i i

i

m z p z




  

2 
Дескриптор относительной гладкости Descriptor of 

relative smoothness 

2

2

( )
1 1 / (1 )

( 1)

z
R

L


  


 

3 
Однородность изображения  

Image uniformity 

1
2

0

( )
L

i

i

U p z




  

4 

Однородность матрицы  

Matrix uniformity 

 

1 1
2

0 0

L L

c ij

i j

U c
 

 

  

5 
Максимум вероятности  

Maximum probability 
max

,
max( )ij

i j
p c  

6 
Энтропия изображения  

Image entropy 

1

2

0

( ) log ( )
L

i i

i

e p z p z




   

7 

Средняя энтропия для матрицы  

Сr Average entropy for the matrix Сr 

 

1 1

2

0 0

log
L L

c ij ij

i j

e c c
 

 

   

 

Указанные в табл.1 яркостные характеристики применялись для формирования учебной 

выборки и бинарной классификации графических образов. Примеры фаций показаны на рис. 1 

и 2.  

На рис.1 и 2 представлены пары расстояний Md , измеренных до классов «High» (высо-

кая степень заболевания) и «Normal» (отсутствие заболевания) соответственно. 
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(5.049, 414.200) 

 
(4.990, 748.374) 

 
(5.101, 1098.076) 

 
(1.064, 43.338) 

 Рис. 1. Фации класса «High» 

Fig. 1. Facies of class «High» 

 

 
(5.055E15, 6.125) 

 
(9.578E12, 6.125) 

 
(8.279E14, 6.125) 

 
(1.514E16, 6.125) 

Рис. 2. Фации класса «Normal» 

Fig. 2. «Normal» class facies 

Преимуществом матрицы ковариаций является её инвариантность относительно некото-

рых преобразований. Если, например, два изображения отличаются лишь на постоянную со-

ставляющую интенсивности яркости, то после вычета средних матрицы становятся одинако-

выми, обеспечивая устойчивость к аддитивному изменению яркости, и являются полуинвари-

антами.  

Поскольку матрица ковариаций не несет в себе информации о порядке, номерах и коорди-

натах точек, то это определяет ее инвариантность относительно операций масштабирования и 

поворота.  

Для того, чтобы получить инвариант к мультипликативным изменениям изображения 

необходимо выполнить дополнительное преобразование: 

 

,
)1(

)()(
2

XXn

XXXX
C

T




 где Y – норма, B  = 

Rji

jiB
,

2 ),( , BjiB ),( . 

  

Заметим, что матрица ковариаций входит составной частью в метрику Махаланобиса, 

используемую для классификации. 

Из выполненных исследований видно, что метрика, основанная на матрице ковариаций, 

обладает достаточной дискриминантной силой для уверенного выявления заболевания по 

снимку. 

 Эксперимент 2. Будем строить матрицы ковариаций на основе следующих пяти харак-

теристик: интенсивности яркости ),( yxI , производных первого и второго порядка по x  и по y

. Таким образом, каждый пиксель изображения представляется в виде вектора: 
T

y

I

x

I

y

I

x

I
yxIyxF 


























2

2

2

2

,,,),,(),( . 

 

Пусть имеются три класса с соответствующими градациями камнеобразования «Normal», 

«Average» и «High». Примеры эталонных фаций для указанных классов представлены на рис.3. 
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Фации класса «Normal» 

  
Фации класса «Average» 

  
Фации класса «High» 

  
Рис.3.Примеры эталонных фаций 

Fig. 3. Examples of reference facies 

В пределах границ фаций выбирались случайно s квадратных областей (в экспериментах 

s=100). Вычислялись матрицы ковариаций для каждой области размером 16х16 и 128х128 пик-

селей. Для распознавания применялась метрика, основанная на использовании матриц ковариа-

ций следующего вида [14]: 

 

 21

1

2

21 ,ln),( CCCC i

n

i

 


 , 

 

где  21,CCi , ni ,...,1  – обобщенные собственные векторы матриц ковариаций 1C  и 2C

, вычисляемые из уравнения 021 CCi . 

 Определим свойства предложенной метрики. 

1. 0),( 21 CC  и 0),( 21 CC  только при условии 21 CC  ; 

2. ),(),( 1221 CCCC   ; 

3. ),(),(),( 313221 CCCCCC   . 

Для метрики ),( 21 CC  доказано выполнение свойств инвариантности относительно аф-

финных преобразований координат и операции инверсии для положительно определенных 

матриц. Проведен расчет расстояния от тестируемой фации до матриц каждого представителя 

эталонных изображений.  

На рис.4 представлены средние значения минимальных расстояний до соответствующих 

классов, которые определяют принадлежность фации. 
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«Normal», 0.18 

 
Average», 0.24 

 
«High», 0.34 

Рис. 4. Примеры фаций из тестовой выборки 

Fig. 4. Examples of facies from the test sample 

На основании того, какой класс получил больше голосов, выносится решение. В ходе экс-

периментов было распознано правильно около 90% снимков.  

Вывод. Выделение устойчивых дескрипторов изображения как инвариантов или полуин-

вариантов к преобразованиям масштабирования и яркости позволяет решать задачи классифи-

кации фаций в условиях возможной нестабильности съемки. При этом изображения могут быть 

повернуты и сдвинуты произвольным образом. 

В этих условиях применение яркостных характеристик в качестве дескрипторов для клас-

сификаторов, построенных на матрицах ковариаций, демонстрирует уверенное выявление тя-

желого заболевания мочекаменной болезни и нормы в бинарной задаче и удовлетворительное 

качество при делении фаций на три класса.  

Для большей уверенности в правильности выбранного признакового пространства необ-

ходимо существенно увеличить число эталонных и тестируемых снимков. 

Благодарности. Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проек-

ты 20-07-00022 А и 17-29-07002 офи_м). 
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