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Резюме: Цель. Целью исследования является разработка математических моделей 

оценки надежности двухэтажных рамных систем при сейсмическом воздействии с охватом 

всех возможных путей перехода в состояние механизма из-за образования пластических шар-

ниров в узлах рам. Метод. Исследование основано на применении теории марковских случай-

ных процессов с непрерывным временем и дискретными состояниями для описания процессов 

перехода системы в разные состояния, в том числе и отказовые, в процессе образования пла-

стических шарниров в узлах рам. Результат. Описаны возможные схемы образования пласти-

ческих шарниров в двух типах статически неопределимых рам при горизонтальном сейсмиче-

ском воздействии: в раме 2-х этажного промышленного здания с большепролетным верхним 

этажом и с опиранием фермы покрытия на оголовки колонн и двухэтажной двухпролетной 

рамы простой регулярной структуры с жесткими узлами. Отмечены возможные состояния и 

составлены графы переходов, характерные для рассматриваемых рам при жестких дисках 

перекрытий в процессе сейсмического воздействия, представленного в виде стационарного 

случайного процесса. Представив переходы систем в рассматриваемые состояния, вызванные 

образованием пластических шарниров в той или иной последовательности при сейсмическом 

воздействии в виде марковского случайного процесса с  непрерывным временем и дискретными 

состояниями, получены системы дифференциальных уравнений первого порядка, описывающие  

данные переходы. Решив их путем применения преобразования Лапласа, получены аналитиче-

ские выражения для оценки вероятностей нахождения рамных систем в рассматриваемых 

состояниях и выражения для оценки вероятностей безотказности этих систем. Вывод. По-

строив графы переходов, охватывающие все возможные состояния рамных систем в процессе 

образования пластических шарниров в узлах при сейсмическом воздействии и описав процесс 

переходов рам из одних состояний в другие марковским случайным процессом с непрерывным 

временем и дискретными состояниями, можно получить аналитические выражения для оцен-

ки вероятностей состояний этих систем, а также их надежности и живучести при сейсми-

ческом воздействии. 

Ключевые слова: рамная система, сейсмическое воздействие, пластический шарнир, 

граф переходов, марковский случайный процесс, дифференциальные уравнения, вероятности 
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Abstract: Aim. The research aims to develop mathematical models for evaluating the reliability 

of two-story frame systems under the seismic impact, covering all possible ways of transition to the 

mechanism state due to the formation of plastic hinges in the frame nodes. Methods. The study is 

based on the application of the theory of Markov random processes in continuous time and their dis-

crete states to describe the transition of a system into a different state. Such states include faults re-

sulting from the formation of plastic hinges in the frame nodes. Results. Possible schemes of forming 

plastic hinges in two types of statically indeterminate frames under horizontal seismic impact are de-

scribed: in the frame of a 2-story industrial building with a large-span upper floor and with the sup-

port of the roof truss on the heads of columns and a two-story two-span frame of a simple regular 

structure with rigid nodes. Possible states are noted and transition graphs are compiled, which are 

typical for the frames under consideration in the case of rigid disks of floor slabs during seismic im-

pact, represented as a stationary random process. By representing the transition of systems to the 

states under consideration caused by the formation of plastic hinges in one or another sequence under 

seismic action in the form of a Markov random process in continuous time and discrete states, systems 

of first-order differential equations describing these transitions are obtained. Having solved them by 

applying the Laplace transform, analytical expressions for estimating the probabilities of finding 

frame systems in the states under consideration and expressions for estimating the probabilities of 

failure-free operation of these systems are obtained. Conclusion. By constructing transition graphs 

covering all possible states of frame systems during the formation of plastic hinges in nodes under 

seismic action and describing the process of frame transitions from one state to another by a Markov 

random process in continuous time and discrete states, analytical expressions for evaluating the prob-

abilities of these system states, as well as their reliability and survivability under seismic action, can 

be obtained. 

Keywords: frame system, seismic impact, plastic hinge, transition graph, Markov process, dif-

ferential equations, state probabilities, durability, reliability 

 

Введение. Метод расчета строительных конструкций по предельным состояниям имеет 

один существенный недостаток - он не учитывает в полной мере случайный характер распреде-

ления действующих нагрузок, параметров конструкций и их прочностных характеристик, что 

не позволяет получить количественные оценки надежности, т.е. вероятности ненаступления 

предельных состояний, как в конструкциях, так и в целом зданиях и сооружениях [1-5]. Пока-

затель «надежность» или «вероятность отказа» дает более полную информацию о безопасности 

или опасности принимаемого проектного решения объекта, а также о преимуществе одного ва-

рианта конструктивного решения над другим.  

Кроме того, включая вероятность отказа в минимизируемую функцию риска можно по-

лучить её оптимальную величину и, соответственно, оптимальные параметры конструкций, со-

ответствующие уровню ответственности сооружения [5-14].  

Теория надежности конструкций, зданий и сооружений, которая в 70-х и 80-х годах два-

дцатого века развивалась интенсивно, в настоящее время не получает особого внимания у уче-

ных. Причиной тому, скорее всего, является отсутствие достаточной статистики некоторых ха-

рактеристик воздействий и потерь при отказах конструкций, методики оценки обоснованных 

предельно допустимых уровней вероятностей безотказности зданий и сооружений или опти-
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мальных уровней надежности с учетом возможных как экономических, так и социальных по-

терь. Тем не менее, наука в данной области развивается, эти задачи в конечном итоге будут ре-

шены. Важно, чтобы, пока определятся с предельными значениями, иметь полноценную мето-

дику расчета надежности зданий и сооружений при зданных распределениях нагрузок, воздей-

ствиий, характеристик материалов и параметров конструкций. 

Здания и сооружения в целом являются многоэлементными сложными системами. Их 

сложность, прежде всего, заключается в том, что частичный или полный отказ какого-либо не-

сущего элемента, как правило, приводит к перераспределению нагрузок и усилий между дру-

гими структурными элементами, после чего, система в целом может отказать или переходить в 

другое безотказное состояние, хотя может быть с потерей определенного резерва несущей спо-

собности.  

Если сооружения могут подвергаться еще и сейсмическому воздействию, то задача рас-

чета надежности сильно осложняется, так как все это должно быть оценено во временной обла-

сти [15-17]. 

Постановка задачи. Для расчета надежности строительных конструктивных систем 

применяются разного типа модели в зависимости от того, речь идет о безотказности элемента 

или в целом системы [5,6,7,8,11]. Если в целом системы, то применяются параметрические мо-

дели, основанные на оценке вероятности невыхода параметров системы, определяющих её ка-

чество, за пределы границы пространства качества [6,8,18].  

В случае многоэлементных (многосвязевых) систем, подверженных сейсмическому воз-

действию, отказ элемента или элементов которых не приводит к отказу системы или потери её 

живучести, а переводит её в новое безотказовое состояние (состояния).  

Более применимыми для разработки методики оценки надежности являются модели, ос-

нованные на теории марковских случайных процессов с непрерывным временем и дискретны-

ми состояниями [7,17,19]. 

При разработке этих моделей для каждой конкретной системы составляется граф пере-

ходов с указанием всех возможных состояний и интенсивностей переходов в эти состояния. 

При этом, состояние системы в момент начала воздействия называется начальным, состояние 

при котором система отказывает – отказовым, а остальные – промежуточными. 

Для каждого графа переходов составляется система дифференциальных уравнений 1-го 

порядка, решая которую находим вероятности попадания системы в рассматриваемые состоя-

ния. Надежность системы определяем в виде суммы вероятностей безотказовых состояний си-

стемы. 

В настоящей работе рассматриваются задачи разработки моделей расчета надежности 2-

х этажных рамных систем регулярной и нерегулярной структуры с учетом последовательности 

образования в узлах шарниров пластичности и перехода их в состояние механизма при сейсми-

ческом воздействии, представленного в виде стационарного  случайного процесса. 

Методы исследования. Рама 1. На рис. 1.а показана поперечная рама двухэтажного 

промышленного здания с жесткими узлами соединения колонн и ригелей в уровне верха перво-

го этажа и опиранием фермы на оголовки колонн, узлы соединения которой с колоннами мож-

но считать шарнирными.  

На рис. 1.б показана расчетная схема рамы. Конструкции перекрытий в горизонтальной 

плоскости запроектированы как жесткие диски. При горизонтальном сейсмическом воздей-

ствии максимальные усилия в колоннах будут у опор, где при превышении определенных их 

предельных величин образовываются пластические шарниры. При наличии шарниров в верх-

нем и нижнем сечениях колонн хотя бы одного этажа, система переходит в механизм, т.е. в со-

стояние отказа.  
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а) б) 

  
Рис.1. Поперечная рама промышленного здания (а) и её расчетная схема (б) 

Fig. 1. The transverse frame of an industrial building (a) and its design scheme (b)  
 

На рис. 2 показан граф переходов системы в возможные состояния, где через H0 обозна-

чено начальное состояние, H1 – состояние с пластическими шарнирами у верха колонн 1 этажа 

и конструктивными шарнирами у верха колонн 2 этажа, H2 – состояние с пластическими и кон-

структивными шарнирами в колоннах верхнего этажа, H3 – состояние с пластическими шарни-

рами в колоннах первого этажа, H4 – состояние с пластическими шарнирами у верха колонн 1 

этажа и низа колонн 2 этажа и конструктивными шарнирами в уровне верха колонн 2 этажа.  

Состояния H0 и H1 является неотказовыми, а H2, H3 и H4 – отказовыми. Интенсивности 

переходов в соответствующие состояния  обозначены через 𝜆01, 𝜆02, 𝜆13, 𝜆14. Данные состояния 

и переходы соответствуют требованиям ординарности и отсутствия последействия, которые 

предъявляются марковским случайным процессам с непрерывным временем и дискретными 

состояниями [19].  

 
 

Рис.2. Граф переходов рамы в состояния механизмов (отказа) при сейсмическом воздействии 

Fig. 2. Graph of transitions of the frame to the state of the mechanism (failure) under seismic action 

 

Система дифференциальных уравнений соответствующая рис. 2, имеет вид: 

 

𝑃0
′(𝑡) + (𝜆01 + 𝜆02)𝑃0(𝑡) = 0; 

𝑃1
′(𝑡) − 𝜆01𝑃0(𝑡) + (𝜆13 + 𝜆14)𝑃1(𝑡) = 0; 

 𝑃2
′(𝑡) − 𝜆02𝑃2(𝑡) = 0;        (1) 

𝑃3
′(𝑡) − 𝜆13𝑃3(𝑡) = 0; 

𝑃4
′(𝑡) − 𝜆14𝑃4(𝑡) = 0. 
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Здесь 𝑃0(𝑡), 𝑃1(𝑡), 𝑃2(𝑡), 𝑃3(𝑡), 𝑃4(𝑡) - вероятности нахождения системы в соответству-

ющих состояниях за период времени t, соответствующего продолжительности сейсмического 

воздействия. 

Решая систему уравнений (1) путем преобразований Лапласа [20] при начальных усло-

виях 𝑃0(𝑡) = 1, 𝑃𝑖(0) = 0, i=1,2,3,4 получим: 

𝑃0(𝑡) = exp[−( 𝜆01 + 𝜆02)]𝑡 ; 

𝑃1(𝑡) =
𝜆01

(𝜆13+𝜆14)−(𝜆01+𝜆02)
[𝑒−(𝜆01+𝜆02)𝑡 − 𝑒−(𝜆13+𝜆14)𝑡] ; 

 𝑃2(𝑡) = −
𝜆02

𝜆01+𝜆02
[1 − 𝑒−(𝜆01+𝜆02)𝑡] ; 

𝑃3(𝑡) = 𝜆01𝜆13 [
𝑒−�̅�1𝑡

(�̅�1−�̅�2)�̅�1
+

𝑒−�̅�2𝑡

(�̅�2−�̅�1)�̅�2
+

1

�̅�1�̅�2
] ; 

𝑃4(𝑡) = 𝑃3(𝑡)
𝜆14

𝜆13
 . 

 

Здесь: �̅�1 = −(𝜆01 + 𝜆02); �̅�2 = −(𝜆13 + 𝜆14). 
Вероятность нахождения системы в безотказовых состояниях 

𝑃(𝑡) = 𝑃0(𝑡) + 𝑃1(𝑡). 
Вероятность попадания в отказовые состояния 

𝑄(𝑡) = 𝑃2(𝑡) + 𝑃3(𝑡) + 𝑃4(𝑡). 
Вероятностная оценка живучести системы будет соответствовать вероятности нахожде-

ния системы в состоянии H1 , то есть 𝑃1(𝑡). 
Рама 2. На рис. 3 показаны возможные дискретные состояния и переходы двухпролет-

ной двухэтажной рамы с жесткими дисками перекрытий и жесткими узлами соединения колонн 

с ригелями из-за образования пластических шарниров в узлах при горизонтальном сейсмиче-

ском воздействии.  

По рис.3 видно, какой порядок образования пластических шарниров соответствует ука-

занным состояниям. Здесь состояния H0, H1, H2 и H3 являются безотказовыми, а H4 и H5 – отка-

зовыми. Данные состояния и последовательности переходов также можно описать марковским 

случайным процессом с непрерывным временем и дискретными состояниями. 

 

 
 

Рис.3. Граф переходов рамы в состояния механизмов (отказа) при сейсмическом воздействии 

Fig. 3. Graph of transitions of the frame to the state of the mechanism (failure) during seismic impact 
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Система дифференциальных уравнений в данном случае имеет вид: 

𝑃0
′(𝑡) + (𝜆01 + 𝜆02)𝑃0(𝑡) = 0; 

𝑃1
′(𝑡) − 𝜆01𝑃0(𝑡) + (𝜆13 + 𝜆14)𝑃1(𝑡) = 0; 

 𝑃2
′(𝑡) − 𝜆02𝑃0(𝑡) + (𝜆23 + 𝜆25)𝑃2(𝑡) = 0;                                     (2) 

𝑃4
′(𝑡) − 𝜆14𝑃1(𝑡) = 0; 

𝑃5
′(𝑡) − 𝜆25𝑃2(𝑡) = 0. 

Состояние H3 в систему (2) не включено для упрощения задачи, но ниже вероятность 

𝑃3(𝑡) будет определена. 

Решаю систему (2) при начальных условиях 𝑃0(0) = 1, 𝑃𝑖(0) = 0, i =1,2,3,4,5, находим: 

𝑃0(𝑡) = exp[−( 𝜆01 + 𝜆02)]𝑡 ; 

𝑃1(𝑡) =
𝜆01

(𝜆13+𝜆14)−(𝜆01+𝜆02)
[𝑒−(𝜆01+𝜆02)𝑡 − 𝑒−(𝜆13+𝜆14)𝑡] ; 

𝑃2(𝑡) =
𝜆02

(𝜆23+𝜆25)−(𝜆01−𝜆02)
[𝑒−(𝜆01+𝜆02)𝑡 − 𝑒−(𝜆23+𝜆25)𝑡]; 

𝑃4(𝑡) = 𝜆01𝜆14 [
𝑒�̅�1𝑡

(�̅�1−�̅�2)�̅�1
+

𝑒�̅�2𝑡

(�̅�2−�̅�1)�̅�2
+

1

�̅�1�̅�2
] ; 

𝑃5 = 𝜆02𝜆25 [
𝑒�̅�1𝑡

(�̅�2−𝜆2
∗)�̅�1

+
𝑒𝜆2
∗ 𝑡

(𝜆2
∗−�̅�1)𝜆2

∗ +
1

�̅�1𝜆2
∗]. 

Здесь: �̅�1 = −(𝜆01 + 𝜆02); �̅�2 = −(𝜆13 + 𝜆14); 𝜆2
∗ = −(𝜆23 + 𝜆25). 

Вероятность нахождения системы в безотказовом состоянии H3 определяем в виде 

𝑃3(𝑡) = 1 − [𝑃0(𝑡) + 𝑃1(𝑡) + 𝑃2(𝑡) + 𝑃4(𝑡) + 𝑃5(𝑡)] , 
а надежность системы 

𝑃(𝑡) = 𝑃0(𝑡) + 𝑃1(𝑡) + 𝑃2(𝑡) + 𝑃3(𝑡). 
Вероятность перехода системы в отказовые состояния 

𝑄(𝑡) = 1 − 𝑃(𝑡). 
Живучесть системы определяем в виде суммы вероятностей нахождения системы в без-

отказовых состояниях за исключением 𝑃0(𝑡) 
𝑃𝑔(𝑡) = 𝑃1(𝑡) + 𝑃2(𝑡) + 𝑃3(𝑡). 

Обсуждение результатов. Существуют разные схемы, описывающие соединения эле-

ментов в системах с учетом их взаимного влияния в процессе работы. В большинстве случаев 

они представляют собой схемы с последовательным, параллельным или смешанным соедине-

нием элементов. Они служат основанием для разработки моделей оценки надежности систем.  

При динамических воздействиях важно чтобы эти схемы учитывали структурные изме-

нения, происходящие в системах во времени. Для этого, как показано в работе, успешно могут 

быть применены графы переходов, охватывающие все возможные во времени состояния систе-

мы, связанные с перестройкой внутренней структуры системы и условиями переходов в эти со-

стояния. В большинстве случаев здания и сооружения являются  статически неопределимыми 

системами, где количество лишних связей напрямую влияет на их надежность. Потеря этих 

связей, в конечном итоге, приводит систему в статически неопределимую, а после, и в меха-

низм.  

Общепринятые схемы параллельного и смешанного соединения элементов в данном 

случае не позволяют получить математическую модель оценки надежности системы, так как 

необходимо охватить весь процесс деградации системы во времени. Это можно учесть, как по-

казано в работе, применением к решению задачи теории марковских случайных процессов с 

непрерывным временем и дискретными состояниями.  

При этом к каждой конструктивной системе требуется индивидуальный подход. Соот-

ветственно отличаются и получаемые в конечном итоге математические выражения оценки ве-

роятностей состояний и безотказности системы. В данной работе возможность реализации 

предлагаемой методики показана на примере двух двухэтажных поперечных рам с разным ко-

личеством элементов и лишних связей. 
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Вывод. Эволюцию во времени статически неопределимой конструктивной системы при 

сейсмическом воздействии необходимо описать составлением графа переходов во все возмож-

ные дискретные состояния. Для разработки моделей оценки надежности этих систем эффек-

тивно может быть применена математическая теория марковских случайных процессов, кото-

рая позволяет определить не только финальные вероятности состояний систем, но и промежу-

точные. 
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