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Резюме. Цель. В статье рассмотрена конечно-элементная методика определения не-

сущей способности железобетонных плит с дефектами в виде трещин с целью определения 

остаточного запаса прочности. Метод. Методика основана на использовании алгоритмов 

расчета конструкций с учетом  физической нелинейности, реализованных в программе 

ПРИНС. Эти алгоритмы предполагают использование одной и той же расчетнойсхемы в про-

цессе решения задачи. Однако специфика поставленной задачи заключается в том, что рас-

четные схемы исходной  конструкции и конструкции с трещинами различаются. Результат. 

С учетом этого обстоятельства алгоритмы нелинейного расчета конструкций по программе 

ПРИНС были дополнены опцией, позволяющей менять параметры расчетной схемы в процессе 

сквозного расчета. Для исследования несущей способности железобетонных плит использу-

ются многослойные конечные элементы, для каждого из которых задается определенный па-

кет материалов. Модернизация расчетной схемы в данном случае заключается в замене одного 

пакета материалов на другой. Входной файл программы ПРИНС дополняется описанием тре-

щин с указанием мест их расположения и всех необходимых характеристик. Приводятся при-

меры определения несущей способности плиты с дефектами в виде трещин при различных гра-

ничных условиях. Вывод. Использование перестраиваемой расчетной схемы при сквозном рас-

чете позволяет эффективно решать задачу по определению несущей способности железобе-

тонных плит с дефектами в виде трещин. Это даст возможность эксплуатационным служ-

бам отслеживать изменение несущей способности зданий и сооружений, содержащих желе-

зобетонные плиты, при возникновении дефектов в виде трещин, определять работоспособ-

ность конструкций и принимать обоснованные решения в случае необходимости ремонта. 

Ключевые слова: строительные сооружения; плиты; метод конечных элементов; нели-

нейность; несущая способность; программное обеспечение 
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Abstract. Objectives.  In order to determine a residual safety factor, a finite element method is 

considered for determining the bearing capacity of reinforced concrete plates having defects in the 

form of cracks. Method. The methodology is based on the use of structural calculation algorithms that 

take physical nonlinearity implemented in the PRINS programme into account. These algorithms as-

sume the use of the same computational scheme in the process of solving the problem. However, the 

specificity of the task consists in considering differences between the calculation schemes of the initial 

structure and the structure having cracks. Result. With this in mind, the algorithms of nonlinear struc-

tural analysis according to the PRINS programme are supplemented with an option that allows the 

parameters of the design scheme to be changed in an end-to-end calculation process. Multilayer finite 

elements are used to study the load-bearing capacity of reinforced concrete plates, each having a spe-

cific material package. The modernisation of the design scheme in this case consists in replacing one 

package of materials with another. The input file of the PRINS programme is supplemented by a de-

scription of cracks with an indication of their location and all other relevant characteristics. Examples 

of problems arising when determining the bearing capacity of a plate with defects in the form of cracks 

under various boundary conditions are given. Conclusion. The problem of determining the bearing 

capacity of reinforced concrete plates with defects in the form of cracks can be effectively solved using 

a reconfigurable design scheme for end-to-end calculation. In the event of defects appearing in the 

form of cracks, this will enable operational services to monitor changes in the bearing capacity of 

buildings and structures containing reinforced concrete plates, as well as to determine the operability 

of structures and make substantiated decisions in case of repair. 

Keywords: building structures, plates, finite element method, nonlinearity, load bearing capac-

ity, software 
 

Введение. При образовании трещин в железобетонных конструкциях возникает вопрос о 

возможности дальнейшей эксплуатации этих конструкций, поэтому оценка влияния трещин на 

величину несущей способности сооружений имеет большое практическое значение. Понимание 

этого фактора привело к появлению большого количества работ как теоретического, так и экс-

периментального характера.  

В большинстве теоретических работ рассматривается методика расчета железобетонных 

конструкций с учетом физической и конструктивной нелинейности, поскольку без учета этих 

двух факторов учесть влияние трещин на несущую способность расчетным способом невоз-

можно. Трещины возникают в конструкции, когда напряжения в материале выходят за пределы 

упругости (физическая нелинейность), а после возникновения трещин меняется конструктивная 

схема сооружения (конструктивная нелинейность).  

Расчет конструкций ведется методами строительной механики (в широком смысле этого 

слова), а так как обязательной частью такого расчета является использование физических урав-

нений для материала конструкции, то большинство авторов теоретических исследований ос-

новное внимание уделяют именно этому аспекту [1-7]. К сожалению, большая часть результа-

тов упомянутых выше теоретических исследований представлена в виде, непригодном для 

непосредственного использования на практике, поскольку инженерам нужны не расчетные 

уравнения, а готовые для использования и хорошо документированные программы или, в край-
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нем случае, рекомендации, основанные на расчетно-экспериментальных исследованиях.  

Поэтому различными исследователями проводились экспериментальные исследования 

по влиянию трещин на несущую способность [8-14]. Исследовались, в основном, балки прямо-

угольного сечения. Трещины инициировались в разных местах по высоте поперечного сечения 

и по длине балки; исследовалось их влияние на несущую способность исследуемых объектов. 

Полученные результаты дают возможность прогнозировать изменения несущей способности 

при возникновении трещин для сооружений, содержащих балочные элементы, но не являются 

универсальными и пригодными для всех типов конструкций. 

Постановка задачи. Разработка методик и составление на их основе компьютерных 

программ, позволяющие оценивать несущую способность железобетонных конструкций при 

возникновении трещин, являются актуальными задачами. Авторами данной статьи ранее была 

разработана и реализована в программном комплексе ПРИНС методика расчета одномерных и 

двумерных железобетонных конструкций с учетом физической нелинейности [15-18]. В данной  

статье эта методика развита применительно к расчету железобетонных плит с учетом одновре-

менно как физической, так и конструктивной нелинейности.  

Методы исследования. Расчет физически нелинейных конструкций ведется в програм-

ме ПРИНС шагово-итерационным способом с использованием уравнения: 

 

,NLK Δu = ΔP  (1) 

 

где NLK есть нелинейная матрица жесткости, связывающая приращения узловых сил и 

перемещений, Δu и ΔP есть приращения узловых перемещений и узловых сил конечно-

элементной модели, соответственно. 

Матрица NLK представляется в виде: 

 

NL 0K = K + ΔK  (2) 

 

Подставляя (2) в (1), получаем: 

 

 0K + ΔK Δu = ΔP . (3) 

 

Уравнение (3) решается итерационным методом: 

 

0 i i-1 i-1K Δu = ΔP - ΔK Δu  (4) 

гдеi – номеритерации.  

По окончании итерационного процесса полные значенияперемещений и напряжений в конце 

шага нагружения находятся по формулам: 

 

0 0u = u + Δu;  σ = σ + Δσ . (5) 

 

Приращения напряжений находятся по формуле: 

 

epΔσ = C Δε . (6) 

где epC - матрица упруго-пластических характеристик  материала [18]. 

При наличии пластических деформаций и трещин напряжения в элементах  конструкции 

в конце каждого шага нагружения корректируются в соответствии с заданными диаграммами 

деформирования материалов. Это приводит к нарушению условий равновесия. В таких случаях 

осуществляется уравновешивание конструкции с использованием итерационной формулы: 
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1  i i i

j j j j
K u P F , (7) 

 

где K матрица тангенциальной жесткости конструкции,  u вектор узловых перемеще-

ний, P вектор внешних узловых сил, F вектор узловых сил, статически эквивалентных внут-

ренним напряжениям, j – номер шага, i – номер итерации равновесия. 

В существующей версии программы ПРИНС расчеты по формулам (1-7) осуществлялись 

с сохранением расчетной схемы. Для решения задачи, поставленной в настоящей статье, реали-

зованный ранее алгоритм был модернизирован в соответствии с блок-схемой, показанной на 

рис.1. 

 

 
Рис.1. Блок схема алгоритма расчета конструкций с учетом физической и конструктивной нели-

нейности 

Fig. 1. Block diagram of the structural analysis algorithm taking into account physical and structural 

nonlinearity 
 

Трещины инициализируются в программе ПРИНС заданием соответствующих характери-

стик напряженно-деформированного состояния слоев бетона, содержащих трещины, а расчет-

ная схема изменяется заменой начального пакета материалов модернизированным пакетом. Для 

выполнения расчетов в соответствии с алгоритмом рис.1 пришлось ввести дополнения, как в 

программу подготовки исходных данных, так и в расчетную программу.  

Дополнительные данные, необходимые для расчета, приведены в табл.1 и 2.. 
Таблица 1. Управляющая строка (Формат I5) 

Table 1. Control string (I5 format) 

Позиция 

Position 

Переменная 
Variable 

Содержание   

Contents 

1-5 NofCracks Число инициируемых трещин  
The number of initiated cracks 
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Таблица 2. Строки с описанием свойств трещин (Формат 4I5,2F10.0) 

Table 2. Lines describing the properties of cracks (Format 4I5,2F10.0) 

Позиция 

Position 

Переменная  
Variable 

Содержание  

Contents 

1-5 NOFSTEPIN Номер шага нагружения, на котором инициируется трещина 

The number of loading steps at which the crack is initiated 

6-10 NOFMODIN Номер группы элементов, для которой вводится трещина The 

number of the group of elements for which the crack is introduced 

11-15 NOFELEMIN Номер элемента в группе Group Number 

16-20 NOFSURF Код поверхности, на которой возникает трещина  

Crack surface code 

=0 – нижняя поверхность bottom surface 

=1 верхняя поверхность top surface 

21-30 CRACKDEPTH Глубина трещины Crack depth 

31-40 CRACKDIR Направление нормали к трещине по отношению к местной оси 

Х элемента  

The direction of the normal to the crack with respect to the local X 

axis of the element 
Примечание: Требуется столько строк данного формата, сколько инициируется трещин 

Note: As many lines of a given format are required as many cracks are initiated.  
Обсуждение результатов. Для иллюстрации возможностей усовершенствованного алго-

ритма расчета по программе ПРИНС было произведено исследование влияния трещин в квад-

ратной железобетонной плите на ее несущую способность при различных граничных условиях. 

Плита рассчитывалась при следующих исходных данных: размер плиты 8х8 м, толщина 

плиты 30 см; бетон класса В30, нормативное сопротивление сжатию  22 МПа, растяжению – 

1,75 МПа, модуль упругости Е=3,25х10
7 

МПа, коэффициент Пуассона μ=0,2; арматура класса 

А500, нормативное сопротивление 500 МПа, коэффициент Пуассона μ=0,3; армирование произ-

ведено на нагрузку q=23,55 кПа, верхнее армирование - стержни диаметром 8 мм при шаге ар-

матурной сетки 200 мм, нижнее армирование - стержни диаметром 12 мм при шаге арматурной 

сетки 200 мм.  

Исследуем плиту при шарнирном опирании по четырем сторонам. Номинальная нагрузка 

в данном расчете принималась равной 20 кПа. Множитель нагружения по шагам принимался 

переменным. Нагрузка увеличивалась вплоть до разрушения. 

На рис.2 представлена кривая нагрузка-прогиб для плиты, не имеющей начальных несо-

вершенств. Предельная нагрузка для плиты, согласно графику рис.2 и принятой базовой 

нагрузке, составила 73 кПа. 

 
Рис.2. Кривая нагрузка-прогиб для квадратной шарнирно-опертой плиты 

Fig. 2. Load-deflection curve for a square articulated plate 
 

Первые трещины в плите, показанные на рис.3., были зафиксированы при нагрузке 8кПа. 

Направления трещин (от центра плиты вдоль диагоналей к углам) соответствует результатам 

многолетних наблюдений за характером разрушений прямоугольных плит (см., например [19]). 

Это подтверждает правильность предложенной методики расчета. 
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Рис.3. Первые трещины в плите при нагрузке 8 кПа 

Fig. 3. The first cracks in the slab at a load of 8 kPa 

 

Достоверность полученных результатов можно оценить также  по максимальным значе-

ниям изгибающих моментов в центре плиты. Теоретическое значение максимальных изгибаю-

щих моментов в шарнирно-опертой плите при равномерно-распределенной нагрузке находится 

по формуле[20]: 
2

, , 0,0479x макс у максM M qa   

При принятых размерах плиты и нагрузке 20 кПаq  эти значения составляют 61,3 кН. 

Поля изгибающих моментов, найденных при этой нагрузке при проведении нелинейного расче-

та, показаны на рис. 4  и 5. Расхождение с теоретическим значением составляет менее 1 %. Од-

нако следует иметь ввиду, что теоретические значения приведены в литературе при коэффици-

енте Пуассона, равном 0,3. В проведенном расчете коэффициент Пуассона был равен 0,2. 

 

  
 

Рис.4. Изгибающие моменты Мхх при нагрузке 20 

кПа 
Рис.5. Изгибающие моменты Муу при нагрузке 20 

кПа 
Fig. 4. Bending moments MXX at a load of 20 kPa Fig. 5. Bending moments МУУ at a load of 20 kPa 

 

Предположим, что в эксплуатационном режиме, т.е. при нагрузке  q=24,5 кПа, в плите 

появились трещины, показанные на рис. 6. Параметры трещин приведены в табл.3 

 
Рис.6. Дефекты в виде трещин в шарнирно-опертой плите 

Fig. 6. Defects in the form of cracks in an articulated plate 
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Таблица 3. Дефекты в виде трещин в шарнирно-опертой плите 

Table 3. Defects in the form of cracks in a pivotally supported plate 
Номер шага 

нагружения 

Loading step 

number 

Номер группы 

элементов Ele-

ment group 

number 

Номер элемента 

в группе Element 

number in the 

group  

Код 

поверхности 

Surface code 

Глубина 

трещины, см 

Crack depth, 

cm. 

Угол наклона 

нормали к тре-

щине  

The angle of incli-

nation of the nor-

mal to the crack 

 

14 6 5 0 20 -45 

14 1 7 0 20 -45 

14 1 22 0 20 -45 

14 1 23 0 20 -45 

14 1 38 0 20 -45 

14 1 18 0 20 -45 

14 1 34 0 20 -45 

14 1 50 0 22 -45 

14 1 109 0 22 90 

14 1 110 0 22 90 

14 1 111 0 22 90 

14 1 112 0 22 90 

14 1 113 0 22 90 

Несущая способность плиты при возникновении дефектов в виде указанных выше тре-

щин уменьшилась, как показали проведенные расчеты, до значения 57,8 кПа (рис.7). 

 
Рис.7. Кривая нагрузка-прогиб при возникновении дефектов в виде трещин 

Fig. 7. Curve load-deflection when defects occur in the form of cracks 

Аналогичные расчеты были проведены для плиты, защемленной по четырем сторонам, и 

плиты, защемленной по трем сторонам и имеющий один свободный край. Базовая нагрузка в 

этих расчетах принималась равной 10 кПа. 

На рис.8 приведена кривая нагрузка прогиб для плиты, защемленной по четырем сторо-

нам. Из рис.8 видно, что разрушающая нагрузка для плиты равна 188 кПа. Первые трещины на 

верхней поверхности появились принагрузка 12 кПа, а на нижней – при нагрузке 19 кПа.  

 
Рис.8.Кривая нагрузка-прогиб для квадратной защемленной плиты 

Fig. 8 Curve load-deflection for a square pinched plate 
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Предположим, что при эксплуатационной нагрузке на нижней поверхности плиты воз-

никли дефекты в виде трещин, показанных на рис.8. Расчет плиты по методике, описанной вы-

ше, показал, что несущая способность при этом падает до значения, равного 156 кПа, т.е. на 

17% (рис.9). 

 
 

Рис.9 (а) Инициированные трещины 
Fig. 9 (a) Initiated cracks 

 
Рис.9.(б) Кривая нагрузка-прогиб при  инициализации трещин, показанных на рис. 9 (а) 

Fig.9.(b) Curve load-deflection during initialization, cracks  shown in Fig. 9 (a) 

Изменим условия опирания плиты, защемив три края и оставив один край свободным, 

как показано на рис.10. 

 
Рис.10. Расчетная схема и условия опирания плиты 

Fig. 10. The design scheme and conditions of support plate 

Начальные трещины на нижней поверхности в данном случае появляются при  нагрузке 

8 кПа и имеют характер, показанный на рис.11. 

Трещины на нижней и верхней поверхностях при нагрузке 24 кПа показаны на рис.12 и 

13.   

 
Рис.11. Начальные трещины на нижней поверхностипри нагрузке 8 кПа 

Fig.11. Initial cracks on the lower surface at a load of 8 kPa 
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Рис.12.Трещины на нижней поверхности при нагрузке 24 кПа 

Fig. 12. Cracks on the lower surface at a load of 24 kPa 

 
Рис.13. Трещины на верхней поверхности при  нагрузке 24 кПа 

Fig. 13. Cracks on the upper surface at a load of 24 kPa 

Несущая способность плиты без начальных трещин составила 46 кПа (рис.14; базовая 

нагрузка составляла 20 кПа). 

 
Рис.14. Кривая нагрузка-прогиб для исходной конструкции 

Fig. 14. Load-deflection curve for the original structure 

Рассмотрим изменение несущей способности плиты при возникновении дефектов в виде 

трещин. Инициируем трещины, как показано на рис.15. 

 
 

 
Рис.15. Дефекты в виде трещин в шарнирно-  Рис.16. Дефекты в виде трещин в шарнирно-

опертой плите (вариант 1)     опертой   плите (вариант 2) 

Fig. 15. Defects in the form of cracks in    Fig.16. Defects in the form of cracks in the                 

the articulated plate (option 1)     articulated plate (option 2) 
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 Как показал расчет по программе ПРИНС, трещины, приведенные на рис.15, практиче-

ски не повлияли на несущую способность плиты. При возникновении же дефектов, показанных 

на рис.16, с параметрами, перечисленными в табл.4, несущая способность уменьшилась суще-

ственно и составила 28 кПа (рис.17). 
Таблица 4. Характеристики инициированных трещин 

Table 4. Characteristics of initiated cracks 
Номер шага 

нагружения 

Loading step 

number 

Номер группы 

элементов  

Element group 

number 

Номер элемента в 

группе 

Element number in 

the group 

Код  

поверхности 

Surface code 

Глубина  

трещины, 

см  

Crack 

depth, 

cm. 

Угол наклона 

нормали к  

трещине  

The angle of incli-

nation of the nor-

mal to the crack 

13 1 1 0 20 -45 

13 1 17 0 20 -45 

13 1 15 0 20 45 

13 1 29 0 20 45 

13 1 38 0 20 90 

13 1 18 0 20 90 

13 1 34 0 20 90 

13 1 173 0 22 0 

13 1 188 0 22 0 

14 1 203 0 22 0 
 

 
Рис.17. Кривая нагрузка-прогиб при инициализации трещин, показанных на рис.16. 

Fig. 17. The load-deflection curve during initialization of the cracks shown in Fig. 16. 

Вывод. Предложенный в данной статье и реализованный в программе ПРИНС алгоритм 

позволяет рассчитывать железобетонные плиты с учетом реальных свойств материалов вплоть 

до разрушения, как при идеальном их исполнении, так и при наличии дефектов в виде трещин.  

Применение программы ПРИНС на практике позволит эксплуатационным службам от-

слеживать изменение несущей способности зданий и сооружений, содержащих железобетонные 

плиты, при возникновении дефектов в виде трещин, определять работоспособность конструк-

ций и принимать обоснованные решения в случае необходимости ремонта. 
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