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ОСОБЕННОСТИ НАПРЯЖЕНИЙ В ВЕРШИНЕ УПРУГОГО КЛИНА, ПОДКРЕПЛЕН-

НОГО ТОНКИМ ГИБКИМ ПОКРЫТИЕМ НА ЕГО СТОРОНАХ
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Резюме. Цель. Провести исследование задачи об определении показателей степени при 

особенности напряжений в вершине клиновидной области в случаях, когда на ее сторонах (или 

на одной из них) закреплено тонкое гибкое покрытие.  Метод. Предполагается, что покрытие 

является нерастяжимым. На другой стороне клиновидной области предполагаются условия 

наличия такого же покрытия, либо она зафиксирована, свободна от напряжений, либо нахо-

дится в гладком контакте с жестким основанием. Математически, проблема сводится к за-

даче определения корней характеристических трансцендентных уравнений, возникающих из 

условия существования нетривиального решения системы линейных однородных уравнений. Ре-

зультат. Для различных сочетаний граничных условий и углов раствора определены показате-

ли при особенности радиальной компоненты тензора напряжений. В частности, установлены 

значения углов, при которых возникает сингулярное поведение у напряжений. Рассмотрен слу-

чай, когда на поверхности ребра задано специальное граничное условие, моделирующее наклад-

ку, и получены характеристические уравнения для определения показателя степенной зависи-

мости асимптотического решения в его окрестности для четырех вариантов граничных усло-

вий. В двух случаях получились трансцендентные уравнения, которые решаются численно. Вы-

вод. Представлены расчеты первых положительный корней уравнений в зависимости от угла 

раствора ребра и коэффициента Пуассона. Определены значения углов, при которых возника-

ет сингулярное поведение у напряжений. В случае сочетания граничных условий (III - IV), син-

гулярное поведение напряжений наблюдается для угла 𝛼 = 𝜋/8, тогда как, в случае (III - III) 

это значение равно 𝜋/4. 
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BUILDING AND ARCHITECTURE 

 

FEATURES OF STRESSES AT THE APEX OF AN ELASTIC WEDGE, SUPPORTED  
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Abstract Objectives To study the problem of determining the degree of stress at the apex of a 

wedge-shaped area in cases where the sides (or one of them) are covered with a thin flexible coating. 

Method It is assumed that the coating is not stretchable. On the other side of the wedge-shaped area, 

the same coating is assumed to be present; it is either fixed, stress-free or in smooth contact with a rig-

id base. Mathematically, the problem is reduced to the task of determining the roots of characteristic 

transcendental equations arising from the existence of a nontrivial solution to the system of linear ho-

mogeneous equations. Results Values for the specific characteristics of the radial component of a 

stress tensor are determined for different combinations of boundary conditions and solution angles. In 

particular, the angles at which the singular behaviour of stresses occurs are determined. The case is 

considered when a special boundary condition is given on the edge surface, simulating the overlay. 

Characteristic equations are obtained to determine the index of the degree dependency of the asymp-

totic solution in its vicinity for four variants of boundary conditions. In two cases, transcendental 

equations are obtained, which are solved numerically. Conclusion Calculations of the first positive 

roots of the equations depending on the angle of the edge solution and Poisson's ratio are presented. 

The values of the angles, at which the singular behaviour of stresses occurs, are determined. In the 

case of a combination of boundary conditions (III – IV), the singular stress behaviour is observed for 

the angle 𝛼 = 𝜋/8, while in the case of (III – III) this value is equal to 𝜋/4. 
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Введение. В линейной теории упругости в окрестности нерегулярной границы (угловые 

точки в двумерных задачах, ребра в трехмерных задачах и др.) при определенной их геометрии 

могут возникать сингулярности в напряжениях. Учет этого поведения важен при построении 

численных методов решения краевых задач, а также может быть использован при оценке кри-

тического состояния материала (например, возникновение и рост трещин). В работе [1] показа-

но, что проблема исследования особенности напряжений в окрестности трехмерного ребра изо-

тропного упругого тела может быть разделена на плоскую и анти плоскую задачи теории упру-

гости.  

 В монографии [2] для плоской задачи предложен метод определения показателей при 

особенности напряжений в вершине клиновидной области при различных граничных условиях 

на ее сторонах. Рассмотрены случаи, когда на сторонах клина полагаются равными нулю ком-

поненты вектора смещений (стороны зафиксированы, случай I-I), компоненты тензора напря-

жений на сторонах клина равны нулю (стороны свободны, случай II-II), или же равны нулю ка-

сательное напряжение 𝜏𝑟𝜃 и нормальное смещение 𝑢𝜃 (гладкий контакт, случай III-III). Там же 

исследованы задачи, когда имеют место условия смешанного типа (т.е. на одной стороне усло-

вие одного типа, а на другой – другого). 

Постановка задачи. Нахождение меньших по величине показателей асимптотического 

поведения используется в задачах определения критического состояния материала, например, в 
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вершине трещины посредством вычисления коэффициентов интенсивности напряжений. Кроме 

этого, определение этих показателей (не только меньших по величине) может быть использова-

но при построении асимптотического ряда в окрестности нерегулярной точки границы. Кото-

рый, в свою очередь, может быть использован при построении численной схемы решения неод-

нородной задачи, например, методом конечных элементов. При этом коэффициенты этого ряда 

могут быть найдены по схеме, предложенной в [3]. 

 Другой подход к исследованию этого вопроса с построением асимптотического решения 

в декартовой системе координат предложен в работе [4].Этот метод применим и в случае ани-

зотропного тела, когда выше названный метод встречает определенные трудности. Общий под-

ход построения асимптотического ряда предложен в работе [5]. 

Методы исследования. Математическая модель тонкого гибкого покрытия на границе 

упругого тела, содержащего внутренние трещины, рассмотрена в работах авторов данной ста-

тьи [6,7]. Она сформулирована на основе асимптотического анализа решения задачи для упру-

гой полосы [8] и представляет собой специальное граничное условие.   Если предположить, 

что тонкое гибкое покрытие является нерастяжимым, это граничное условие существенно 

упрощается: 𝑢𝑟 = 0. Оно было ранее сформулировано в работах [9,10]. 

 Обозначим через IV граничное условие, когда на стороне имеется тонкое гибкое покры-

тие [8] и равны нулю нормальные напряжения 

𝜃=α:  4𝐺𝑐h𝑢𝑟
′′ = (1 − 𝑣𝑐)𝜏𝑟𝜃 − 2𝑣𝑐h𝜎𝜃

′, 𝜎𝜃 = 0   (1) 

 Здесь 𝐺𝑐 и  𝑣𝑐– модуль сдвига и коэффициент Пуассона покрытия, h – толщина покры-

тия, 𝑢𝑟,𝜏𝑟𝜃, 𝜎𝜃 – соответственно, компоненты вектора перемещений и тензора напряжений в по-

лярной системе координат 𝑂𝑟𝜃.  

В данной работе рассмотрены задачи, когда на одной стороне задано условие IV, а имен-

но случай IV-IV, а также для случаев смешанных условий (IV-I, IV-II, IV-III; индексация здесь 

очевидна).  

Локальные особенности напряжений и перемещений. Перейдем теперь к рассмотре-

нию плоской задачи теории упругости для клина. Перепишем уравнения равновесия в переме-

щениях Ламе в полярной системе координат: 

(𝜆 + 2µ)
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) = 0            (2) 

    где 𝜆, µ - коэффициенты Ламе, 𝑢𝜃- угловая компонента вектора смещений. 

 Приведем также выражения для компонент тензора напряжений 

 

𝜎𝜃 =  𝜆 (
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+

1
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)                           (3) 

 

 В соответствии с [2] будем искать решение системы уравнений (2) в виде произведения 

функций 

                                         𝑢𝑟(𝑟, 𝜃) = 𝑟𝜆𝑓(𝜃), 𝑢𝜃(𝑟, 𝜃) = 𝑟𝜆𝑔(𝜃).                     (4) 

 Подставляя (4) в (2),перейдем к решению системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

𝑣1𝑓′′ + (𝜆2 − 1)𝑓 + [(𝜆 − 1) − 𝑣1(𝜆 + 1)]𝑔′ = 0  (𝑣1 =
1 − 2𝑣

2(1 − 𝑣)
) 

   𝑔′′ + 𝑣1(𝜆2 − 1)𝑔 + [(𝜆 + 1) − 𝑣1(𝜆 − 1)]𝑓′ = 0                          (4) 

 

Решение этой системы имеет вид 

𝑓 = 𝐴𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝜃] + 𝐵𝑠𝑖𝑛[(1 + 𝜆)𝜃] + 𝐶𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝜃] + 𝐷𝑠𝑖𝑛[(1 − 𝜆)𝜃] 
𝑔 = 𝐵𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝜃] − 𝐴𝑠𝑖𝑛[(1 + 𝜆)𝜃] + 𝑣2𝐷𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝜃] − 𝑣2𝐶𝑠𝑖𝑛[(1 − 𝜆)𝜃] 
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    (𝑣2 =
3+𝜆−4𝑣

3−𝜆−4𝑣
)          (5) 

 

В этом случае выражения для смещений и напряжений примут вид 

𝑟−𝜆𝑢𝑟 = 𝐴𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝜃] + 𝐵𝑠𝑖𝑛[(1 + 𝜆)𝜃] + 𝐶𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝜃] + 𝐷𝑠𝑖𝑛[(1 − 𝜆)𝜃] 
 

𝑟−𝜆𝑢𝜃 = 𝐵𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝜃] − 𝐴𝑠𝑖𝑛[(1 + 𝜆)𝜃] + 𝑣2𝐷𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝜃] − 𝑣2𝐶𝑠𝑖𝑛[(1 − 𝜆)𝜃] 
 

𝜇−1𝑟1−𝜆𝜎𝜃 = −2𝜆𝐴𝑐𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝜃] − 2𝜆𝐵𝑠𝑖𝑛[(1 + 𝜆)𝜃] − (1 + 𝜆)(1 − 𝑣2)𝐶𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝜃]
− (1 + 𝜆)(1 − 𝑣2)𝐶𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝜃] − (1 + 𝜆)(1 − 𝑣2) × 𝐷𝑠𝑖𝑛[(1 − 𝜆)𝜃] 

 

𝜇1𝑟1−𝜆𝜏𝑟𝜃 = −2𝜆𝐴𝑠𝑖𝑛[(1 + 𝜆)𝜃] + 2𝜆𝐵𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝜃] − 

               (1 − 𝜆)(1 − 𝑣2)𝐶𝑠𝑖𝑛[(1 − 𝜆)𝜃] + (1 − 𝜆)(1 − 𝑣2)𝐷𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝜃]         (6) 

 

Перейдем к удовлетворению граничным условиям задачи IV-IV.  

Здесь следует приравнять нулю выражения для 𝜎𝜃и главный член условия 

(1)𝑢𝑟
′′при  𝜃=±α, что приводит к системе линейных однородных алгебраических уравнений 4-го 

порядка: 

−2𝜆𝐴𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝛼] ± 2𝜆𝐵𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝛼] − (1 + 𝜆)(1 − 𝑣2) × 𝐶𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝛼]
± (1 + 𝜆)(1 − 𝑣2)𝐷𝑠𝑖𝑛[(1 − 𝜆)𝛼] = 0                                                                     (7) 

      𝐴𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝛼] ± 𝐵𝑠𝑖𝑛[(1 + 𝜆)𝛼] + 𝐶𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝛼] ± 𝐷𝑠𝑖𝑛[(1 − 𝜆)𝛼] = 0  

 

Обсуждение результатов.  Легко видеть, что эта система уравнений распадается на две 

системы второго порядка: 

2𝜆𝐴𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝛼] + (1 + 𝜆)(1 − 𝑣2)𝐶𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝛼] = 0 

𝐴𝑐𝑜𝑠[(1 + 𝜆)𝛼] + 𝐶𝑐𝑜𝑠[(1 − 𝜆)𝛼] = 0 

2𝜆𝐵𝑠𝑖𝑛[(1 + 𝜆)𝛼] + (1 + 𝜆)(1 − 𝑣2)𝐷𝑠𝑖𝑛[(1 − 𝜆)𝛼] = 0 

                         𝐵𝑠𝑖𝑛[(1 + 𝜆)𝛼] + 𝐷𝑠𝑖𝑛[(1 − 𝜆)𝛼] = 0             (8) 

Равенство нулю определителя системы является условием, при котором однородная си-

стема уравнений имеет нетривиальное решение.  В результате непосредственных преобразова-

ний, получаем: 

sin[2𝛼(1 − 𝜆)]sin[2𝛼(1 + 𝜆)] = 0     (9) 

Решения полученного уравнения имеют вид 

𝜆 = ±1 +
𝜋

2𝛼
𝑛 , где 𝑛 ∈ 𝑍     (10) 

Аналогичным образом анализируются задачи, когда имеют место условия смешанного 

типа.  

Соответствующие трансцендентные уравнения таковы: 

𝜆 

𝑠𝑖𝑛[4𝛼] = −(3 − 4𝜈)𝑠𝑖𝑛[4𝛼𝜆]  (𝐼𝑉 − 𝐼)                               (11) 

𝜆𝑠𝑖𝑛[4𝛼] = 𝑠𝑖𝑛[4𝛼𝜆]         (𝐼𝑉 − 𝐼𝐼)              (12) 

𝑐𝑜𝑠[2𝛼(−1 + 𝜆)]𝑐𝑜𝑠[2𝛼(1 + 𝜆)] = 0        (𝐼𝑉 − 𝐼𝐼𝐼)  (13) 

В случае (IV − III) решения уравнения имеют вид 

 

λ = ±1 +
𝜋

𝛼
(

±1

4
+ 𝑛),где 𝑛 ∈ 𝑍 

 

Для случаев (IV - I) и (IV - II) решение строится численно. 
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Рис. 1. Зависимость корней характеристических уравнений от угла 

Fig. 1.The Dependence of the Roots of the Characteristic Equations on the Angle 
На рис.1 представлены зависимости положительных корней характеристических уравне-

ний (9),,(11)-(13) от угла 𝛼, при этом кривая черного цвета соответствует случаю (I-IV) при 

𝑣 = 1/3, линия красного цвета - случай (II-IV), зеленого - (III-IV) и синего - (IV-IV).  

Следует отметить, чтов случаях (I-IV) и (IV - IV) сингулярность в напряжениях наблю-

дается при𝛼 > 𝜋/4, в случае (III-IV) при 𝛼 >
𝜋

8
  и для случая (II-IV) при 𝛼 > 0.123. 

Показатель становится меньше 1/2 при 𝛼 >
𝜋

6
  для случая (III-IV), при 𝛼 >

𝜋

3
 для случая 

(IV - IV) и при 𝛼 > 𝜋/2 для случаев (I-IV) и (II -IV). 

 
Рис. 2. Зависимость корней характеристического уравнения в случае 

(I-IV) от угла и коэффициента Пуассона 

Fig. 2. The dependence of the roots of the characteristic equation in the case (I-IV)  

of the angle and Poisson's ratio 
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 На рис. 2 представлены зависимости первых положительных корней характеристическо-

го уравнения (10) для случая (I-IV), в зависимости от угла 𝛼 и коэффициента Пуассона 𝑣.  

Анализ уравнения (10) показывает, что для значений угла раствора, при котором возни-

кает сингулярность в напряжениях, практически не зависит от значения коэффициента Пуассо-

на.  

Вывод. Рассмотрен случай, когда на поверхности ребра задано специальное граничное 

условие, моделирующее накладку, и получены характеристические уравнения для определения 

показателя степенной зависимости асимптотического решения в его окрестности для четырех 

вариантов граничных условий.  

В двух случаях получились трансцендентные уравнения, которые решаются численно. 

Представлены расчеты первых положительных корней уравнений в зависимости от угла рас-

твора ребра и коэффициента Пуассона.  

Определены значения углов, при которых возникает сингулярное поведение у напряже-

ний.  

Следует отметить, что в случае сочетания граничных условий (III - IV), сингулярное по-

ведение напряжений наблюдается для угла 𝛼 = 𝜋/8, тогда как, в случае (III - III) это значение 

равно 𝜋/4. 
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