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Резюме. Цель. Появление современных высокопрочных материалов приводит к созданию 

тонкостенных конструкций в различных сферах техники. Для получения необходимой инфор-

мации об их поведении под нагрузкой следует анализировать все характерные особенности, 

встречающиеся на всех этапах их нагружения – на начальном (исходном) этапе их работы с 

учетом одного или нескольких видов нелинейностей, найти возможные критические состоя-

ния и, в зависимости от рода потери устойчивости, изучить характер начального этапа 

посткритического деформирования. В статье на основе алгоритма, сочетающего прибли-

женные аналитические и численные методы, решается модельная задача – изучение особенно-

стей поведения тонкостенной сферической оболочки под нагрузкой. Метод. Исследование ос-

новано на решении нелинейной задачи определения напряженно-деформированного состояния 

на начальной - осесиметричной стадии работы; критических (бифуркационных) значений 

нагрузок; анализе характера постбифуркационного поведения. В работе используется вари-

ант общей теории устойчивости и посткритического поведения конструкций ранее разрабо-

танный В.Т. Койтером. Результат. Решение такой общей задачи, связанной с разрывными 

явлениями, осуществляется на базе математических идей, сформулированных в теории ветв-

ления решений нелинейных уравнений. Получены значения коэффициентов, характеризующих 

начальный этап постбифуркационного поведения оболочек и, важные с практической точки 

зрения, соотношения между критическими и предельными значениями нагрузок. Показано, что 

в зависимости от площади загружаемой распределенной нагрузкой части поверхности обо-

лочки, характер начального этапа посткритического деформирования меняется не только 

количественно, но и качественно. Вывод. Наиболее эффективными при решении задач, связан-

ных с разрывными явлениями, являются комбинации приближенных аналитических – теории 

катастроф и численных методов, не требующих сложных, трудоемких и значительных объе-

мов вычислений. Анализ начального этапа постбифуркационного поведения конструкций поз-

воляет оценить степень опасности достижения критического состояния, что достигается 

учетом значений соответствующих коэффициентов надежности в расчетах. 

Ключевые слова: нелинейные задачи, устойчивость, ветвление решений, теория ката-

строф, посткритическое поведение 
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Abstract Objectives The emergence of modern high-strength materials leads to the creation of 

thin-walled structures in various fields of technology. To obtain the necessary information about 

their behavior under load, one should analyze all the characteristic features encountered at all 

stages of their loading - at the initial (initial) stage of their operation, taking into account one or 

more types of nonlinearities, find possible critical states and, depending on the type of stability loss, 

study the nature of the initial stage of postcritical deformation. Based on an algorithm combining 

approximate analytical and numerical methods, the article solves the model problem — studying the 

behavior of a thin-walled spherical shell under load. Method. The study is based on solving the non-

linear problem of determining the stress-strain state at the initial - axisymmetric stage of work; crit-

ical (bifurcation) load values; analysis of the nature of post-bifurcation behavior. The work uses a 

variant of the general theory of stability and postcritical behavior of structures previously developed 

by V.T. Coiter. Result. The solution of such a general problem associated with discontinuous phe-

nomena is carried out on the basis of mathematical ideas formulated in the theory of branching so-

lutions of nonlinear equations. The values of the coefficients characterizing the initial stage of the 

post-bifurcation behavior of the shells and, from a practical point of view, the relations between the 

critical and limiting values of the loads are obtained. It is shown that depending on the area of the 

shell surface part loaded by the distributed load, the nature of the initial stage of postcritical defor-

mation changes not only quantitatively, but also qualitatively. Conclusion. The most effective in 

solving problems associated with discontinuous phenomena are combinations of approximate ana-

lytical ones - catastrophe theory and numerical methods that do not require complex, time-

consuming and significant amounts of computation. Analysis of the initial stage of the post-

bifurcation behavior of structures allows us to assess the degree of danger of reaching a critical 

state, which is achieved by taking into account the values of the corresponding reliability coeffi-

cients in the calculations. 

Keywords: nonlinear problems, stability, decision branching, catastrophe theory, postcritical 

behavior 

Введение. Фундаментальные математические положения теории ветвления решений не-

линейных уравнений подробно рассматриваются в трех основных частях, указанных на рис.1. 

 
Рис. 1. Теория ветвления решений нелинейных уравнений 

Fig. 1. The theory of branching solutions of nonlinear equations 
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В соответствии с этой схемой решение общей нелинейной краевой задачи расчета кон-

струкций, связанной с разрывными явлениями, проводится на основе алгоритма, указанного на 

рис.2. 

 
Рис. 2. Общая задача расчета конструкций 

Fig. 2. The general task of structural analysis 

Постановка задачи. При расчете тонкостенных конструкций особую значимость приоб-

ретает исследование устойчивости форм равновесий. Ввиду многообразия решаемых задач 

здесь возможна следующая классификация постановок задач (рис.3). 

 
Рис. 3. Возможные постановки бифуркационных задач 

Fig. 3. Possible statements of bifurcation problems 
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В данной работе на основе алгоритма, сочетающего приближенные аналитические и чис-

ленные методы, решается одна модельная задача – изучение особенностей поведения под 

нагрузкой тонкостенной сферической оболочки, решением 4 типа задач из приведенных на 

рис.3В качестве основной принята система двух нелинейных дифференциальных уравнений в 

частных производных смешанного вида, записанная относительно функции прогибов W и 

функции усилий F, описывающая случай геометрически нелинейного деформирования пологих 

оболочек под действием поперечной нагрузки интенсивности q (волной отмечены размерные 

величины): 
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Заменой в (3) F на W находится оператор L(W,W). 

Решение этих уравнений в замкнутом виде, дающее полную информацию об особенно-

стях работы оболочки на всех этапах нагружения невозможно. Поэтому в данной работе изуче-

ние поведения оболочки разбито на три этапа, которые могут быть рассмотрены и как отдель-

ные задачи: 

 нелинейная задача определения напряженно-деформированного состояния на 

начальной - осесиметричной стадии работы; 

 определение критических (бифуркационных) значений нагрузок; 

 анализ характера постбифуркационного поведения. 

Методы исследования. В случае осесимметричной деформации оболочки функции W и 

F, а следовательно, и компоненты напряженно-деформированного состояния не зависят от по-

лярного угла . Если к тому же К1=К2=К, то приведенные выше формулы (1)(3) значительно 

упрощаются: 

- система (1) может быть проинтегрирована и ее первый интеграл принимает вид: 
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где 
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12  – оператор Лапласа в полярных координатах для осесимметричной за-

дачи; 

В общепринятых безразмерных параметрах и обозначениях [6] уравнения осесимметрич-

ного деформирования (4) примут вид: 
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где    .40 prdrr                                                                   (6) 

В случае загружения оболочки давлением интенсивности р, приложенным к круговой об-

ласти радиуса r1 с центром в вершине купола: 
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В этом случае уравнения могут быть записаны в единообразной форме: 
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Системой уравнений (8) описывается упруго-нелинейное осесимметричное деформирова-

ние пологих оболочек вращения и вместе с соответствующими граничными условиями состав-

ляют полную систему уравнений для решения конкретных задач. 

Эта система может быть решена разными методами. Основной трудностью является по-

лучение непрерывной кривой равновесных состояний, поскольку численные методы, если не 

предпринимать специальных приемов, становятся расходящими в окрестностях особых точек. 

Ранее авторы работы решали эту задачу на основе алгоритма, сочетающего метод конечных 

разностей повышенной точности с методом дифференцирования по параметру, представляю-

щего “шаговую” процедуру. Использована процедура смены ведущего параметра в окрестно-

стях особых точек, позволившая построить непрерывные кривые для разных параметров кри-

визны и нагрузки, определяя каждую точку каждой кривой решением системы нелинейных 

уравнений. 

Более эффективным является использование алгебраических средств и геометрических 

образов теории катастроф, позволяющее представить поведение целых классов конструкций 

единой наглядной геометрической картиной. Такая процедура позволяет существенно сокра-

тить объем последущих вычислений.  

На рис. 4 и 5, показаны многообразие катастрофы сборки – поверхность равновесных со-

стояний оболочки и отображение катастрофы сборки на плоскость управляющих параметров К 

и q*, дающие полную качественную и количественную информацию о поведении под нагруз-

кой целого класса оболочек. 

 
Рис.4. Многообразие катастрофы сборки – поверхность равновесных состояний оболочки 

Fig. 4. Manifold catastrophe manifold - shell equilibrium surface 

 

 
Рис.5. Отображение катастрофы сборки на плоскость управляющих параметров К и q* 

Fig.5. The mapping of the disaster assembly on the plane of the control parameters K and q * 
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Обсуждение результатов. Для вычисления критических нагрузок бифуркации предста-

вим функцию прогибов W и усилий F в момент потери устойчивости в виде: 
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где Wo(r) и Fo(r) – величины, характеризующие осесимметричное поведения оболочки;  

W1(r,) и F1(r,) - приращения функций прогибов и усилий при возможном переходе обо-

лочки к смежным несимметричным формам. 

ξ – бесконечно малый параметр; 

Подстановка (10) в исходные уравнения (1), учет уравнений (8) и последующая линеари-

зация по  приводит к уравнениям: 
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Эти уравнения, кроме тривиального решения (W1=F1=0), для некоторых значений пара-

метра внешней нагрузки входящего в значения Θ и Ф, имеют нетривиальные решения. 

Примем функции W1 и F1 в следующем виде: 
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где n – число окружных волн (случаи n=0 и n=1 являются особыми случаями).  

С учетом (12) (11) превращаются и в бесконечную систему однородных обыкновенных 

дифференциальных уравнений для функций W1n(r) и F1n(r): 
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Система уравнений методом конечных разностей повышенной точности сводится к си-

стеме алгебраических уравнений. Равенство нулю детерминанта из коэффициентов системы 

уравнений (13), в которой параметр нагрузки входит в значения Θ и Ф и определяет критиче-

ское значение нагрузки, при котором исходное осисемметричное состояние переходит в воз-

можные несимметричные формы.  

Для определения характера начального этапа постбифуркационного состояния предста-

вим: 
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где W0 и F0 – параметры исходного осесимметричного деформирования; 

W1 и F1 – нормированные значения собственных функций, характеризующие форму вы-

пучивания; 

W2 и F2 – функции, характеризующие начальный этап посткритического поведения обо-

лочки, подлежащие определению;  – малый параметр. 

Подставляя выражения (14) в исходные уравнения (1), приравнивая коэффициенты при 

одинаковых степенях параметра  в правых и левых частях, с учетом уравнений (8) и (11) полу-

чим следующие уравнения: 
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(15) 

Уравнения (15), вместе с соответствующими граничными условиями, описывают постби-

фуркационное поведение оболочки на начальном участке побочной (вторичной, закритической) 

равновесной ветви, т.е. в окрестности точки ветвления (бифуркации) исходной равновесной 

формы. 

Анализ начального этапа постбифуркационного поведения сводится к установлению за-

висимости между параметром действующей нагрузки и амплитудой, возникающей смежной 

несимметричной формы выпучивания. В работе используется вариант общей теории устойчи-

вости и посткритического поведения конструкций ранее разработанный В.Т. Койтером. Алгеб-

раизация системы линейных дифференциальных уравнений (15) осуществляется методом ко-

нечных разностей повышенной точности с последующим решением получаемых систем урав-

нений с помощью стандартных программ. 

На основе такого алгоритма решены конкретные задачи, получены значения коэффициен-

тов, характеризующих начальный этап постбифуркационного поведения оболочек и, важные с 

практической точки зрения, соотношения между критическими и предельными значениями 

нагрузок. 

В частности, показано, что в зависимости от площади загружаемой распределенной 

нагрузкой части поверхности оболочки, характер начального этапа посткритического деформи-

рования меняется не только количественно, но и качественно. 

Вывод.  

1. Предлагаемая методика решения общей нелинейной краевой задачи расчета конструк-

ций, состоящая из трех взаимосвязанных и последовательных этапов позволяет выявить все ха-

рактерные особенности поведения под нагрузкой тонкостенных систем, теряющих устойчи-

вость. 

2. Наиболее эффективными при решении задач, связанных с разрывными явлениями, яв-

ляются комбинации приближенных аналитических – теории катастроф и численных методов, 

не требующих сложных, трудоемких и значительных объемов вычислений. 

3. Анализ характера начального этапа постбифуркационного поведения конструкций поз-

воляет оценить степень опасности достижения критического состояния и в зависимости от по-

следствий, гарантия против его наступления должна быть различной, что достигается учетом 

значений соответствующих коэффициентов надежности в расчетах. 
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