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               Резюме. Цель. В статье приводится вывод разрешающего уравнения для расчета на 

устойчивость плоской формы деформирования призматических балок с учетом реологических 

свойств материала. Метод. Задача сводится к дифференциальному уравнению второго по-

рядка относительно угла закручивания, решение которого выполняется численно методом ко-

нечных разностей в сочетании с методом Эйлера. Результат. Полученное дифференциальное 

уравнение позволяет учесть наличие начальных несовершенств в виде начального прогиба бал-

ки, начального угла закручивания, а также эксцентриситета приложения нагрузки. Пред-

ставлено решение тестовой задачи для консольной полимерной балки под действием сосредо-

точенной силы. В качестве закона ползучести используется нелинейное уравнение Максвелла-

Гуревича. Введена величина длительной критической нагрузки и показано, что при нагрузке 

меньше длительной критической ползучесть носит ограниченный характерУстановлено, что, 

как и для сжатых стержней, при нагрузке меньше длительной критической скорость роста 

перемещений во времени затухает. При 𝐹 = 𝐹дл перемещения растут с постоянной скоро-

стью, и при 𝐹 > 𝐹дл скорость роста перемещений возрастает во времени. Полученные резуль-

таты подтверждают достоверность выбранной методики. Вывод. Получено универсальное 

разрешающее уравнение для расчета на устойчивость плоской формы изгиба балок прямо-

угольного сечения, подходящее для произвольных законов ползучести.  

Ключевые слова: устойчивость, плоская форма изгиба, ползучесть, численные методы, 

начальные несовершенства 
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Abstract Objectives. The article presents the conclusion of the resolving equation for calculat-

ing the stability of the flat form of deformation of prismatic beams, taking into account the rheological 

properties of the material. Method. The problem is reduced to a second-order differential equation for 

the twist angle, which is solved numerically by the finite difference method in combination with the 

Euler method. Result. The obtained differential equation allows one to take into account the presence 

of initial imperfections in the form of the initial deflection of the beam, the initial angle of twist, and 

also the eccentricity of the applied load. The solution of the test problem for a cantilever polymer 

beam under the action of a concentrated force is presented. The non-linear Maxwell-Gurevich equa-

tion is used as the creep law. The value of the long-term critical load is introduced and it is shown that 

with a load less than the long-term critical creep is limited. It has been established that, as with the 

squeezed rods, with a load less than the long-term critical, the growth rate of the displacements with 

time decays. When F = F_dl, the displacements grow at a constant speed, and when F> F_dl, the 

growth rate of displacements increases with time. The results obtained confirm the validity of the cho-

sen method. Conclusion. A universal resolving equation is obtained for calculating the stability of a 

flat shape of bending of rectangular beams, suitable for arbitrary creep laws. 

Keywords: stability, flat bending shape, creep, numerical methods, initial imperfections 

 

Введение. При проектировании балок прямоугольного сечения в целях снижения расхо-

да материала стремятся повысить отношение высоты поперечного сечения к ширине, откуда 

вытекает необходимость проверки конструкции на устойчивость плоской формы изгиба. Расче-

ту призматических балок на устойчивость плоской формы деформирования посвящено боль-

шое количество работ, включая [1-9]. Однако во всех указанных публикациях решение выпол-

няется в упругой постановке.  

Постановка задачи. В настоящей работе будет рассмотрено решение данной задачи с 

учетом ползучести. 

Методы исследования. Вывод разрешающих уравнений.  

При выводе основного уравнения в качестве критерия устойчивости будем использовать 

критерий начальных несовершенств. Начальные неправильности задаются в виде начальной 

погиби 𝑣0(𝑥), начального угла закручивания 𝜃0(𝑥) и эксцентриситета 𝑒. Критическое время при 

использовании указанного критерия определяется условно путем задания предельной величины 

перемещений или предельной скорости их роста. 

Элемент балки после выпучивания представлен на рис. 1.  

При боковом выпучивании балки в ней возникает крутящий момент 𝑀𝑥.  

Сумму моментов запишем для оси 𝑥 идеальной недеформированной балки: 

𝑀𝑥 + 𝑑𝑀𝑥 + 𝑞𝑑𝑥 (
𝑣 + 𝑣0 + (𝑣 + 𝑣0 + 𝑑(𝑣 + 𝑣0))

2
+ 𝑒 + 𝑎(𝜃 + 𝜃0)) − 𝑀𝑥 = 0. (1) 

 

http://vestnik.dgtu.ru/
mailto:z-o-t-o-v@mail.ru


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 46, №1, 2019 

Herald of Daghestan State Technical University.Technical Sciences. Vol.46, No.1, 2019 

http://vestnik.dgtu.ru/ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

171 

 

 
Рис.1.  Элемент балки после деформации  

Fig.1. Beam element after deformation 

 После отбрасывания величин более высокого порядка малости, получим: 
𝑑𝑀𝑥

𝑑𝑥
= −𝑞(𝑣 + 𝑣0 + 𝑒 + 𝑎(𝜃 + 𝜃0)). (2) 

Крутящий момент, действующий относительно оси 𝑥′, можно вычислить по формуле: 

𝑀𝑥′ = 𝑀𝑥 − 𝑄(𝑣 + 𝑣0) + 𝑀𝑦 (
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+

𝑑𝑣0

𝑑𝑥
). (3) 

Для балки, испытывающей изгиб в двух плоскостях, полные линейные деформации на основе 

гипотезы плоских сечений можно определить по формуле: 

𝜀𝑥 = −𝑦
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
− 𝑧

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
. (4) 

С другой стороны, полные деформации 𝜀𝑥 представляют сумму упругих деформаций и дефор-

маций ползучести: 

𝜀𝑥 =
𝜎𝑥

𝐸
+ 𝜀𝑥

∗ . (5) 

Подставляя (4)(4) в (5) и выражая напряжения через деформации, получим: 

𝜎𝑥 = −𝐸 (𝑦
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
+ 𝑧

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
+ 𝜀𝑥

∗). (6) 

 Изгибающие моменты вычисляются следующим образом: 

𝑀𝑦 = − ∫ 𝜎𝑥𝑧𝑑𝐴

𝐴

;  𝑀𝑧′ = ∫ 𝜎𝑥𝑦𝑑𝐴

𝐴

. (7) 

 Подставив (6) в (7), получим: 

𝑀𝑦 = 𝐸𝐼𝑦

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
− 𝑀𝑦

∗;  𝑀𝑧′ = −𝐸𝐼𝑧

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
− 𝑀𝑧

∗, (8) 

где 𝑀𝑦
∗ = −𝐸 ∫ 𝜀𝑥

∗ ∙ 𝑧𝑑𝐴
𝐴

, 𝑀𝑧
∗ = 𝐸 ∫ 𝜀𝑥

∗ ∙ 𝑦𝑑𝐴
𝐴

. 

 В работе [10] рассматривалась задача кручения стержней некруглого поперечного сече-

ния с учетом ползучести, и была получена следующая связь между углом закручивания и кру-

тящим моментом: 

𝑀𝑥′ = 𝑀к = 𝐺𝐼к

𝑑𝜃

𝑑𝑥
− 𝑀к

∗, (9) 

где   𝑀к
∗ = 𝐺 ∫ (−𝛾𝑥𝑦

∗ 𝑧
𝐴

+ 𝛾𝑥𝑧
∗ 𝑦)𝑑𝐴, 𝐼к – момент инерции при кручении. 

Приравнивая (9)(9) к (3), получим: 

𝐺𝐼к

𝑑𝜃

𝑑𝑥
− 𝑀к

∗ = 𝑀𝑥 − 𝑄(𝑣 + 𝑣0) + 𝑀𝑦 (
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+

𝑑𝑣0

𝑑𝑥
). (10) 

Продифференцируем далее равенство (10)(10) по 𝑥, учитывая, что балка может иметь перемен-

ную жесткость, т.е. крутильная жесткость 𝐺𝐼к является функцией от 𝑥: 
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𝐺𝐼к

𝑑2𝜃

𝑑𝑥2
+

𝑑(𝐺𝐼к)

𝑑𝑥

𝑑𝜃

𝑑𝑥
−

𝑑𝑀к
∗

𝑑𝑥
=

𝑑𝑀𝑥

𝑑𝑥
−

𝑑𝑄

𝑑𝑥
(𝑣 + 𝑣0) − 𝑄

𝑑(𝑣 + 𝑣0)

𝑑𝑥
+ 

+
𝑑𝑀𝑦

𝑑𝑥

𝑑(𝑣 + 𝑣0)

𝑑𝑥
+ 𝑀𝑦

𝑑2(𝑣 + 𝑣0)

𝑑𝑥2
. 

(11) 

Подставим далее (2) в (11) и учтем, что 
𝑑𝑄

𝑑𝑥
= −𝑞, а 

𝑑𝑀𝑦

𝑑𝑥
= 𝑄: 

𝐺𝐼к

𝑑2𝜃

𝑑𝑥2
+

𝑑(𝐺𝐼к)

𝑑𝑥

𝑑𝜃

𝑑𝑥
−

𝑑𝑀к
∗

𝑑𝑥
= −𝑞(𝑣 + 𝑣0 + 𝑒 + 𝑎(𝜃 + 𝜃0)) + 𝑞(𝑣 + 𝑣0) − 

−𝑄
𝑑(𝑣 + 𝑣0)

𝑑𝑥
+ 𝑄

𝑑(𝑣 + 𝑣0)

𝑑𝑥
+ 𝑀𝑦

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
+ 𝑀𝑦

𝑑2𝑣0

𝑑𝑥2
. 

 

(12) 

 После упрощений равенство (12)(12) примет вид: 

𝐺𝐼к

𝑑2𝜃

𝑑𝑥2
+

𝑑(𝐺𝐼к)

𝑑𝑥

𝑑𝜃

𝑑𝑥
−

𝑑𝑀к
∗

𝑑𝑥
= −𝑞(𝑒 + 𝑎(𝜃 + 𝜃0)) + 𝑀𝑦

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
+ 𝑀𝑦

𝑑2𝑣0

𝑑𝑥2
.          (13) 

 Выразим из (8)(8) величину 
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
: 

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= −

𝑀𝑧′ + 𝑀𝑧
∗

𝐸𝐼𝑧
. (14) 

 Учитывая, что 𝑀𝑧′ = 𝑀𝑦(𝜃 + 𝜃0), перепишем равенство (14) в виде: 

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= −

𝑀𝑦(𝜃 + 𝜃0)

𝐸𝐼𝑧
−

𝑀𝑧
∗

𝐸𝐼𝑧
. (15) 

 Подставив (15) в (13), получим основное разрешающее уравнение: 

𝐺𝐼к

𝑑2𝜃

𝑑𝑥2
+

𝑑(𝐺𝐼к)

𝑑𝑥

𝑑𝜃

𝑑𝑥
+ (

𝑀𝑦
2

𝐺𝐼к𝐸𝐼𝑧
+ 𝑞𝑎) 𝜃 =

=
𝑑𝑀к

∗

𝑑𝑥
− 𝑞(𝑒 + 𝑎𝜃0) + 𝑀𝑦

𝑑2𝑣0

𝑑𝑥2
−

𝑀𝑦𝑀𝑧
∗

𝐸𝐼𝑧
−

𝑀𝑦
2𝜃0

𝐸𝐼𝑧
. 

(16) 

 

Для расчета вводится сетка по времени 𝑡, координате 𝑥, а также поперечное сечение раз-

бивается на отрезки Δ𝑦 и Δ𝑧.  

На первом этапе выполняется решение уравнения (16)(16) методом конечных разностей 

при 𝑡 = 0, 𝜀𝑥
∗ = 0, 𝛾𝑥𝑧

∗ = 𝛾𝑥𝑦
∗ = 0, 𝑀к

∗ = 0, 𝑀𝑦
∗ = 0, 𝑀𝑧

∗ = 0.  

Определив из уравнения (16) угол закручивания 𝜃(𝑥), вычисляем для каждого сечения 

относительный угол закручивания 𝜗 =
𝑑𝜃

𝑑𝑥
.   

Далее для каждого сечения по 𝑥 вычисляются касательные напряжения путем решения, 

полученного в [10] дифференциального уравнения: 

𝛻2Ф(𝑦, 𝑧) + 2𝐺𝜗 − 𝐺 (
𝜕𝛾𝑥𝑧

∗

𝜕𝑦
−

𝜕𝛾𝑥𝑦
∗

𝜕𝑧
) = 0, (17) 

где Ф – функция напряжений, задаваемая формулами: 

𝜏𝑥𝑦 =
𝜕Ф

𝜕𝑧
; 𝜏𝑥𝑧 = −

𝜕Ф

𝜕𝑦
. (18) 

Также определяются изменения кривизны.  

Величина 
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2 определяется по формуле (14), а значения 
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2  можно вычислить по фор-

муле: 
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𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
=

𝑀𝑦 + 𝑀𝑦
∗

𝐸𝐼𝑦
. (19) 

 Зная изменения кривизн, можно определить нормальные напряжения по формуле (6). 

Далее по величинам нормальных и касательных напряжений определяются скорости роста де-

формаций ползучести.  

Затем при помощи метода Эйлера находятся деформации 𝛾𝑥𝑧
∗ , 𝛾𝑥𝑦

∗ , 𝜀𝑥
∗ в момент времени 

𝑡 + Δ𝑡, а также величины 𝑀к
∗, 𝑀𝑦

∗ , 𝑀𝑧
∗.  

Далее процесс повторяется для следующего шага. 

Обсуждение результатов.  С целью контроля достоверности полученного уравнения и 

разработанной методики была решена тестовая задача для полимерной консольной балки из 

ПВХ, к которой приложена сила F с эксцентриситетом e (рис. 2). 

 
Рис.2. Расчетная схема  

Fig.2. Design scheme 

 В качестве закона ползучести использовалось обобщенное уравнение Максвелла-

Гуревича, имеющее вид: 
∂𝜀𝑖𝑗

∗

∂𝑡
=

𝑓𝑖𝑗
∗

𝜂∗
, 𝑖 = (𝑥, y , 𝑧), 𝑗 = (𝑥, y, 𝑧), (20) 

где 𝜀𝑖𝑗
∗  – деформации ползучести,  𝑓𝑖𝑗

∗  – функции напряжений, 𝜂∗ – релаксационная вязкость. 

𝑓𝑖𝑗
∗ =

3

2
(𝜎𝑖𝑗 − 𝑝𝛿𝑖𝑗) − 𝐸∞𝜀𝑖𝑗

∗ ;  
1

𝜂∗
=

1

𝜂0
∗ exp (

|𝑓max
∗ |

𝑚∗
). (21) 

 В работе [11] для сжатых стержней, материал которых подчиняется нелинейному урав-

нению Максвелла-Гуревича вводится понятие длительной критической нагрузки.  

При определении ее величины в выражении для мгновенной критической силы модуль 

упругости 𝐸 заменяется на длительный модуль деформации 𝐸дл.  

В случае учета только одного члена спектра времен релаксации полимера выражение 

для длительного модуля 𝐸дл принимает вид: 

𝐸дл =
𝐸 · 𝐸∞

𝐸 + 𝐸∞
.  (22) 

 Характер роста перемещений сжатого стержня с начальной погибью при ползучести за-

висит от того, в каком интервале находится величина сжимающей силы. Если она меньше дли-

тельной критической 𝐹дл, то ползучесть носит ограниченный характер, и потеря устойчивости 

не происходит.  

При 𝐹 = 𝐹дл рост перемещений происходит с постоянной скоростью, а если же 𝐹 > 𝐹дл 

то скорость роста перемещений во времени возрастает. При 𝐹 ≥ 𝐹дл можно условно определить 

критическое время, ограничив величину максимального перемещения, либо скорость роста 

прогибов. 

 Для идеальной упругой балки потеря устойчивости плоской формы деформирования 

происходит при следующей величине критической силы [12]: 

𝐹кр =
4.01

𝑙2 √𝐺𝐼к𝐸𝐼𝑧 . (23) 

http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 46, №1, 2019 

Herald of Daghestan State Technical University.Technical Sciences. Vol.46, No.1, 2019 

http://vestnik.dgtu.ru/ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

174 

 

 Была введена величина длительной критической нагрузки по формуле: 

𝐹дл =
4.01

𝑙2 √𝐺дл𝐼к𝐸дл𝐼𝑧 , (24) 

где 𝐺дл =
𝐺·𝐺∞

𝐺+𝐺∞
, 𝐺∞ = 𝐸∞/3. 

 Исследовалось поведение балки при 𝐹 < 𝐹дл, 𝐹 = 𝐹дл и 𝐹 > 𝐹дл.  

Исходные данные принимались следующие: 𝑏 = 1 см, ℎ = 10 см, 𝐸 = 1480 МПа, 

𝐸∞ = 5990 МПа, 𝜂0
∗ = 9.04 ∙ 105 МПа ∙ мин, 𝑚∗ = 12.6 МПа, 𝜈 = 0.3, 𝑒 = 0.01 см.  

Длительная критическая сила для рассматриваемой балки составляет 𝐹дл = 0.0465 кН. 

На рис.3 представлены графики изменения во времени максимальной величины угла за-

кручивания при трех значениях нагрузки (𝐹 = 0.044 кН < 𝐹дл, 𝐹 = 0.0465 кН = 𝐹дл и 𝐹 =

0.048 кН > 𝐹дл). 

 
Рис.3. Изменение во времени максимального угла закручивания при различных величинах силы 𝑭 

Fig.3. The change in time of the maximum angle of twisting at different values of the force F 

 

Из рис. 3 видно, что, как и для сжатых стержней, при нагрузке меньше длительной кри-

тической скорость роста перемещений во времени затухает. При 𝐹 = 𝐹дл перемещения растут с 

постоянной скоростью, и при 𝐹 > 𝐹дл скорость роста перемещений возрастает во времени. По-

лученные результаты подтверждают достоверность методики. 

Вывод. Получено универсальное разрешающее уравнение для расчета на устойчивость 

плоской формы изгиба балок прямоугольного сечения, подходящее для произвольных законов 

ползучести и позволяющее учесть переменную жесткость, а также начальные несовершенства в 

виде начальной погиби, начального угла закручивания и эксцентриситета приложения нагруз-

ки.  

Исследовано явление бокового выпучивания балок при ползучести на примере консоль-

ной полимерной балки.  

Введена величина длительной критической нагрузки и установлена аналогия с задачами 

устойчивости сжатых стержней при ползучести. 
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