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            Резюме. Цель. Целью исследования является получение формул расчёта вероятностных 

характеристик сейсмической реакции нелинейной системы сейсмоизоляции с заданной функ-

цией «Сила-перемещение», характерной для системы сейсмоизоляции с кинематическими опо-

рами, и оценка эффективности данной системы сейсмоизоляции в многоэтажных зданиях. Ме-

тод. Исследования проведены аналитическими методами и численным методом статистиче-

ских испытаний. Результат. Получены аналитические выражения для расчёта среднеквадра-

тического значения перемещения одномассовой системы сейсмоизоляции с кинематическими 

опорами и графики эффективности применения кинематических опор для сейсмоизоляции мно-

гоэтажных зданий, составленные по результатам численных экспериментов методом стати-

стических испытаний. Вывод. Применение кинематических опор, с зависимостью «Сила-пере-

мещение», описываемой заданной в работе нелинейной функцией, позволяет снизить сейсмиче-

ские нагрузки на здания и перекосы этажей в 2 и более раза. Кинематические фундаменты более 

эффективны при высокочастотных воздействиях и в зданиях конструктивного решения высо-

той не более 5 этажей. 

        Ключевые слова: система сейсмоизоляции, кинематические опоры, упруго-нелинейная за-

висимость «Сила-перемещение», дифференциальное уравнение движения, уравнение Колмаго-

рова, сейсмическая реакция одномассовой системы сейсмоизоляции, многоэтажные здания с 
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            Abstract Objectives. The aim of the study is to obtain formulae for calculating probability of 

seismic response characteristics of nonlinear seismic isolation system with the specified function "force-

shifting", characteristic of seismic isolation system with kinematic pillars and score the effectiveness of 

this system of seismic isolation in multi-storey buildings. Method. The studies were performed analytical 

techniques and numerical method of statistical tests.  Result. Analytical expressions to calculate the 

mean square value of onemassive seismic isolation system with displacement kinematic pillars and the 

effectiveness of the application of graphs of kinematic seismic isolation bearings for multi-storey build-

ings based on the results of numerical experiments using the method of statistical tests. Conclusion. 

Application of kinematic supports, with "power-move" described by the specified in the work of a non-

linear function, allows you to reduce the seismic loads on buildings and distortions of floors 2 or more 

times. Kinematic bases are more effective when high-frequency effects and in the buildings of the con-

structive solution of a height of not more than 5 floors. 

        Keywords: seismic isolation system, kinematic supports, elastic-nonlinear dependence "force-shift-

ing", differential equation of motion, Kolmagorova equation, seismic response of one massive seismic 

isolation systems, mezzanine buildings with foundations, kinematic Nonstationary random process, a 

method of statistical tests, seismic loads, distortions of floors 

 

Введение. Специальные системы сейсмозащиты зданий, основанные на принципах адап-

тации, сейсмоизоляции, энергопоглощения, гашения колебаний и приспосабливаемости находят 

широкое применение во многих странах. Они отличаются большей эффективностью и надежно-

стью в отличие от систем, основанных на традиционных подходах к обеспечению сейсмостой-

кости. Вопросам сейсмозащиты и сейсмоизоляции зданий и сооружений посвящена обширная 

литература отечественных и зарубежных специалистов, основополагающими из которых явля-

ются  [1-16]. 

       Одним их эффективных методов сейсмоизоляции зданий является обеспечение податливо-

сти надземной части здания относительно подземной части установкой между ними кинемати-

ческих (качающихся) опор [10-16]. Кинематические опоры приводят к упруго-нелинейным ко-

лебаниям сооружения, где график «Сила-перемещение» чаще всего имеет плавную восходящую 

и нисходящую ветви [4, 19, 20].  Нисходящая ветвь связана с крутящим моментом, передаваемым 

весом здания на опоры в процессе их качения. Кинематические опоры широкое практическое 

применение, на наш взгляд, не находят в связи с отсутствием должного обоснования их эффек-

тивности при разных ситуациях, связанных с параметрами сейсмического воздействия и самих 

опор.  

Постановка задачи. Рассматривается система сейсмоизоляции, зависимость "R-y" кото-

рой может быть аппроксимирована нелинейной функцией следующего вида: 

𝑅(𝑦) = С0 ∙ 𝑦 ∙ (1 − 𝜌 ∙ 𝑦2)                                                    (1) 

Здесь С0  определяет наклон кривой в начальной точке 0, а ρ является параметром нели-

нейности. При ρ=0 функция (1) становится линейной. Значения параметров С0 и ρ следует найти 

по экспериментально полученной зависимости "R-y" для рассматриваемых кинематических фун-

даментов. Кривые, описываемые функцией  (1), имеют плавный выпуклый характер с восходя-

щей и нисходящей ветвями. На рис. 1 приведены графики функции (1) при  ρ=0,025; 0,05 и 0,1. 
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Путём подбора С0  и ρ функция (1) может описать экспериментальные зависимости в широких 

пределах. 

 
Рис.1. Нелинейная зависимость «R-y» для системы с кинематическими опорами  

Fig.1. Non-linear dependence «R-y» for a system with kinematic supports 

Дифференциальное уравнение колебаний одномассовой системы с рассматриваемой не-

линейно-упругой зависимостью имеет вид: 

�̈�(𝑡) + 2 ∙ 𝜀 ∙ �̇�(𝑡) + 𝜔0
2 ∙ 𝑦(𝑡) ∙ (1 − 𝜌 ∙ 𝑦2(𝑡)) = −�̈�гр(𝑡),                 (2) 

здесь  𝜔0
2 = √С0/𝑚. 

Сейсмические колебания грунтов моделируем "белым шумом" со спектральной плот-

ностью S0.  

Методы исследования. Решение (2) будем искать с помощью уравнения Колмогорова 

[17, 18].  Для этого представим (2) в виде системы двух уравнений первого порядка, полагая  

�̇� = 𝑦1,           𝑦 = 𝑦2; 

{
�̇�1 + 2 ∙ 𝜀 ∙ 𝑦1 + 𝜔0

2 ∙ 𝑦2 − 𝜌 ∙ 𝜔0
2 ∙ 𝑦2

3 = −�̈�гр(𝑡)

�̇�2 − 𝑦1 = 0
                      (3) 

Обозначим через Р=Р(у1, у2) совместную плотность вероятностей у1и  у2.  

Тогда второе уравнение Колмогорова, соответствующее стационарному решению, имеет 

вид: 

𝑦1
𝜕𝑃

𝜕𝑦2
− 2 ∙ 𝜀 ∙ 𝑃 − 2 ∙ 𝜀 ∙ 𝑦1

𝜕𝑃

𝜕𝑦1
− (𝜔0

2 ∙ 𝑦2 − 𝜌 ∙ 𝜔0
2 ∙ 𝑦2

3)
𝜕𝑃

𝜕𝑦1
−

𝑆0

2

𝜕𝑃

𝜕𝑦1
2 = 0   (4) 

Представим (4) в виде: 
𝜕

𝜕𝑦1
[(𝜔0

2 ∙ 𝑦2 − 𝜌 ∙ 𝜔0
2 ∙ 𝑦2

3) ∙ 𝜌 +
𝑆0

4∙𝜀

𝜕

𝜕𝑦2
] + (−

𝜕

𝜕𝑦2
+ 2 ∙ 𝜀

𝜕

𝜕𝑦1
) ∙ (𝑃 ∙ 𝑦1 +

𝑆0

4∙𝜀

𝜕

𝜕𝑦1
) = 0  (5) 

Приняв плотность вероятности Р(у1, у2) в виде произведения  Р1(у1)· Р2(у2), получим: 
𝜕

𝜕𝑦1
{𝑃1 ∙ [(𝜔0

2 ∙ 𝑦2 − 𝜌 ∙ 𝜔0
2 ∙ 𝑦2

3) ∙ 𝑃2 +
𝑆0

4∙𝜀

𝜕𝑃2

𝜕𝑦2
]} + (−

𝜕

𝜕𝑦2
− 2 ∙ 𝜀

𝜕

𝜕𝑦1
) ∙ [𝑃2 ∙ (𝑃1 ∙ 𝑦1 +

𝑆0

4∙𝜀

𝜕𝑃1

𝜕𝑦1
)] = 0   (6) 

 

Для обращения (6) в тождество необходимо, чтобы функции Р1 и Р2 удовлетворяли 

уравнениям: 

𝜕𝑃2

𝜕𝑦2
+

(𝜔0
2 ∙ 𝑦2 − 𝜌 ∙ 𝜔0

2 ∙ 𝑦2
3) ∙ 4 ∙ 𝜀

𝑆0
∙ 𝑃2 = 0 

𝜕𝑃1

𝜕𝑦1
+

4 ∙ 𝜀

𝑆0
∙ 𝑦1 ∙ 𝑃1 = 0 

R/C0 

3 

 

2 

 

 

-1 

 

-2 

 

 

-3 

 

1       2      3      4      5     6      y 
-6       -5      -4      -3      -2     -1      y 

ρ=0,0255 

ρ=0,05 

ρ=0,0 

y 

1 
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Решая их, получим: 

𝑃1 = 𝐶1 ∙ exp (−
4∙𝜀

2∙𝑆0
∙ 𝑦1

2),                                              (7) 

𝑃2 = 𝐶2 ∙ exp (−
4∙𝜀

2∙𝑆0
∙ 𝜔0

2 ∙ 𝑦2
2) ∙ exp (𝜌 ∙ 𝜔0

2 ∙
4∙𝜀

2∙𝑆0
∙ 𝑦2

4),                   (8) 

 

Произвольные постоянные С1 и С2 находим из условий: 

∫ 𝑃1(𝑦1)𝑑𝑦1 = 1
∞

−∞

;            ∫ 𝑃2(𝑦2)𝑑𝑦2 = 1.
∞

−∞

   

Для С1 имеем 

𝐶1 = √2 ∙
𝜀

𝜋∙𝑆0
,                                                        (9) 

Дисперсию скорости системы находим в виде: 

𝜎𝑦,
2 = 𝐶1 ∙ ∫ 𝑦1

2∞

−∞
∙ 𝑃1(𝑦1)𝑑𝑦1                                       (10) 

Подставив (8) и (9) в (10), получим: 

𝜎𝑦,
2 =

𝑆0

4
∙ 𝜀. 

Дисперсию перемещения системы находим так: 

𝜎𝑦,
2 = 𝐶2 ∙ ∫ 𝑦2

2∞

−∞
∙ 𝑃2(𝑦2)𝑑𝑦2,                                         (11) 

Для получения замкнутого решения, Р2 представим в виде: 

𝑃2 = 𝐶2 ∙ 𝑒−𝑎∙𝜔0
2∙𝑦2

2
 [1 +

𝑎∙𝑝∙𝜔0
2∙𝑦2

4

2
+

1

2
(

𝑎∙𝑝∙𝜔0
2

2
)

2

∙ 𝑦2
8 + ⋯ ],                  (12) 

где а=2·ε/S0. 

 

Произвольную постоянную С2 определяем из условия: 

С2 ∫ 𝑒−𝑎∙𝜔0
2∙𝑦2

2∞

−∞
∙ [1 +

𝑎∙𝜌∙𝜔0
2∙𝑦2

4

2
+

1

2
∙ (

𝑎∙𝜌∙𝜔0
2

2
)

2

∙ 𝑦2
8] 𝑑𝑦2 = 1.                (13) 

Интегрируя  (13) с применением таблицы интегралов [21], и после некоторых преобразо-

ваний, получим: 

𝐶2 =
𝜔0

5∙𝑎5/2

(√𝜋∙𝜔0
4∙𝑎2+0.625∙𝜔0

2∙𝑎∙𝑝+1.46∙𝑝2)

                                         (14) 

Интегрируя (11) с учётом (12), будем иметь: 

          𝜎𝑦
2 = 𝐶2 ∙ ∫ 𝑦2

2∞

−∞
∙ 𝑒−𝑎∙𝜔0

2∙𝑦2
2

∙ [1 +
𝑎∙𝑝∙𝜔0

2∙𝑦2
4

2
+

1

2
(

𝑎∙𝑝∙𝜔0
2

2
)

2

∙ 𝑦2
8] 𝑑𝑦2 = 𝐶2 ∙ [

1

(𝜔0∙√𝑎)
3 ∙ Г ∙ (3/2) +

𝑎∙𝑝∙𝜔0
2

2∙(𝜔0∙√𝑎)
7 ∙ Г ∙ (7/2) +

𝑎∙𝑝∙𝜔0
2

2
∙

1

(𝜔0∙√𝑎)
11 ∙ Г ∙ (11/2)]                                  

Учитывая, что Г(3/2)=0,8862,  Г(7/2)=3,3232, Г(11/2)=52,34 и после некоторых преобра-

зований, получим: 

𝜎𝑦
2 = 𝐶2 ∙

1

(𝜔0 ∙ √𝑎)
3 ∙ [0.8862 + 1.6616 ∙

𝑝

𝜔0 ∙ 𝑎
+ 6.5426 ∙

𝑝2

𝜔0
4 ∙ 𝑎2

],       (15) 

Подставив в (15) выражение для С2 из (14), находим:  

𝜎𝑦
2 = 𝜎𝑦0

2 ∙
1.772∙𝜔0

2∙𝑎2+3.32∙𝜔0
2∙𝑎∙𝑝+13.08∙𝑝2

1.772∙𝜔0
2∙𝑎2+0.625∙𝜔0

2∙𝑎∙𝑝+1.46∙𝑝2 ,                                  (16) 

где 𝜎𝑦
2 = 𝑆0/(4 ∙ 𝜀 ∙ 𝜔0

2) - среднеквадратическое значение перемещения системы  

σy = √σy
2, а среднее из максимальных - ў≈3· σy. 

На рис. 2 приведены зависимости σy от ρ и Т0=2·π/ω0 при величине спектральной плот-

ности сейсмического воздействия S0= 300 см/с3. 
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Рис. 2. Зависимость среднеквадратической величины перемещения системы от  периода Т0 и  ко-

эффициента ρ 

Fig.2. Dependence of the rms value of the displacement of the system from the period T0 and the coeffi-

cient ρ 

         Выражение (16) может быть применено при оценке надёжности зданий с кинематиче-

скими опорами, моделируемых в виде одномассовой системы.  

Для многоэтажных зданий с кинематическими опорами, моделируемых в виде нелиней-

ных многомассовых систем, получение аналитических выражений для расчёта вероятностной 

сейсмической реакции является сложной задачей.  

Поэтому такие задачи следует решать методом статистических испытаний, моделируя на 

ЭВМ сейсмическое воздействие  виде нестационарного случайного процесса и интегрируя ис-

ходную систему дифференциальных уравнений на ЭВМ.  

Вероятностные характеристики сейсмической реакции системы при этом находят путём 

статистической обработки полученных результатов. В данной работе с целью оценки эффектив-

ности системы сейсмоизоляции с кинематическими опорами, описываемых зависимостью 

"Сила-перемещение" вида (1), методом статистических испытаний исследованы 3, 5 и 9 этажные 

крупнопанельные здания.   

Обсуждение результатов. Полученные результаты исследований приведены на рис. 3-8.  

При этом через КФ-2 названы кинематические фундаменты с параметрами С=1000 и 

ρ=0,001, а через КФ-3 - с параметрами С=1000  и ρ=0,0001.  

Графики показывают, что при расчётном ускорении колебания грунта, равном 490 см/с2, 

целесообразнее возводить 3-х этажные здания с кинематическими фундаментами, так как в этом 

случае величина Р0 на периодах 0,1÷0,4 сек, близка к 1, с увеличением Тj до 0,5 сек – Р0=0,8, а 

при Тj=0,6 сек – Р0=0,6.  Таким образом, строительство 3-х этажных зданий эффективно при 

Тj=0,1÷0,5 сек, 5-ти этажных при Тj=0,1÷0,4 сек, а 9-ти этажных при Тj=0,1-0,2 сек.  

Величина перекоса  этажа являются важным параметром, от которого зависит надёжность 

каждого этажа здания, а, следовательно, зависит и надёжность здания в целом.  
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Рис. 3. Графики изменения вероятностей непревышения Р0 нулевым уровнем здания на кинема-

тических фундаментах типа КФ-3,  заданного значения перемещения [y0], равного 30 см, при сей-

смическом воздействии с расчётным ускорением колебания грунта арасч =490 см/с² и преобладаю-

щим периодом колебаний в интервале Тj=0,1÷0,6 сек 

 ■ — трёх этажное здание 

 ▲— пяти этажное здание  

 ● — девяти этажное здание 

Fig.3. Graphs of changing the non-exceedance probabilities P0 by the building zero level on kinematic 

foundations of type KF-3, given a displacement value [y0] of 30 cm, under seismic impact with a calcu-

lated acceleration of ground motion arasch = 490 cm / s² and the prevailing period of oscillations in the 

range of Tj = 0.1 ÷ 0.6 seconds 

 ■ - three-storey building 

 ▲ - five storey building 

● - nine storey building  
 

 
       
 Рис.4. Графики изменения перекосов первого этажа 5-ти этажного здания в зависимости 

от типа фундамента при сейсмическом воздействии с параметрами  арасч=420 см/с² и Тj=0,1÷0,6 сек   

□ система без сейсмоизоляции  

ж система с кинематическими фундаментами типа КФ-2 

о система с кинематическими фундаментами типа КФ-3 

Fig. 4. Graphs of changes in the distortions of the first floor of a 5-storey building, depending on 

the type of foundation under seismic effects with parameters arasch = 420 cm / s² and Tj = 0.1 ÷ 0.6 s 

□ system without seismic isolation 

 zh   system with kinematic foundations of type KF-2 

о system with kinematic foundations of type KF-3  

Рис. 4 и 5 наглядно демонстрируют зависимость перекосов этажей θ от значений преоб-

ладающих периодов колебаний грунтов и типа фундамента. 
 

θ1(м)

0,5

0,4

0,6
0,1

Тj ,(сек)

0,2
0,3

0

0,0002

0,0004

0,0006

0,0008

0,001

0,0012

0,0014

0,0016

1

Тj сек0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

P0

http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 45, №3, 2018 

Herald of Daghestan State Technical University.Technical Sciences. Vol.45, No.3, 2018 

http://vestnik.dgtu.ru/ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

140 

 

 
         

         Рис. 5. Графики изменения перекосов пятого этажа 5-ти этажного здания в зависимости от 

типа кинематического фундамента при сейсмическом воздействии с параметрами арасч=320 

см/с² и Тj=0,1÷0,6 сек  

□ система без сейсмоизоляции  

ж система с кинематическими фундаментами типа КФ-2 

о система с кинематическими фундаментами типа КФ-3  

Fig. 5. Graphs of changes in distortions of the fifth floor, 5-storey building, depending on the type 

of kinematic foundation in a seismic effect with parameters arasch = 320 cm / s² and Tj = 0.1 ÷ 0.6 

sec 

□system without seismic isolation 

 zh   system with kinematic foundations of type KF-2 

о system with kinematic foundations of type KF-3 

 

 
 

Рис. 6. Диаграммы изменения упругих реакций в уровне массы m0 трёх этажного здания в 

зависимости от типа применяемых фундаментов при сейсмическом воздействии парамет-

рами арасч=420 см/с² и Тj=0,1 сек  

Р1 – система с кинематическими фундаментами типа КФ-2,  

Р2 – система с кинематическими фундаментами типа КФ-3,  

Р3 - система без активной  сейсмоизоляции  

Fig. 6. Diagrams of changes in elastic reactions in the mass level m0 of a three-story building de-

pending on the type of foundations used under seismic action with parameters arasch = 420 cm / s² and 

Tj = 0.1 s 

P1 - a system with kinematic foundations of the type KF-2, 

Р2 - system with kinematic foundations of the type KF-3, 

P3 - system without active seismic isolation 
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Рис.7. Графики горизонтальных сдвигающих сил,  действующие на трёх этажное здание в 

уровне массы m0 при  сейсмическом воздействии с параметрами арасч=420 см/с² и Тj=0,1÷0,3 

сек 

—— система с кинематическими фундаментами типа КФ-2,   

—●— система с кинематическими фундаментами типа КФ-3,                                                       

 —■— система без активной сейсмоизоляции  

Fig. 7. Graphs of horizontal shear forces acting on a three-story building at the mass level m0 un-

der seismic effects with parameters arasch = 420 cm / s² and Tj = 0.1 ÷ 0.3 s 

——system with kinematic foundation type KF-2, 

—●—system with kinematic foundations of the type KF-3, 

 —■—system without active seismic isolation 

 

 
 

Рис. 8. Графики горизонтальных сдвигающих сил R0 (кН)  действующие на пяти этажное здание в 

уровне массы m0 при сейсмическом воздействии параметрами арасч=320 см/с² и Тj=0,1÷0,4 сек 

——система с кинематическими фундаментами типа КФ-2,   

—●—система с кинематическими фундаментами типа КФ-3,                                                                    

—■— система без сейсмоизоляции 

Fig. 8. Graphs of horizontal shear forces R0 (kN) acting on a five-story building at a mass level of m0 with 

seismic effects with parameters arasch = 320 cm / s² and Tj = 0.1 ÷ 0.4 s 

——system with kinematic foundation type KF-2, 

—●—system with kinematic foundation type KF-3,  

—■—system without seismic isolation 

 

Вышеприведённые графики показывают высокую эффективность систем сейсмоизоляции 

с рассматриваемыми кинематическими опорами, особенно когда количество этажей здания не 

превышает пяти. Здесь при высокочастотных сейсмических воздействиях сейсмические 

нагрузки и перекосы этажей здания снижаются в 2 и более раза. 

Сейсмическая реакция системы сейсмоизоляции с кинематическими опорами, зависи-

мость «Сила-перемещение» которых описывается нелинейной функцией с восходящей и нисхо-

дящими ветвями, параметры которой могут охватить экспериментальные зависимости для ши-

рокого круга систем с кинематическими опорами.  

Дано аналитическое решение задачи оценки сейсмической реакции системы сейсмоизо-

ляции с кинематическими опорами, моделируемой в виде одномассовой системы и приведены 
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результаты исследования сейсмической реакции 3, 5 и 9 массовых консольных стержней, моде-

лирующих крупнопанельные здания с кинематическими опорами в уровне верха фундаментов. 

Результаты исследований показывают высокую эффективность кинематических опор с 

нелинейной зависимостью «R-у» предлагаемой в данной работе. 

Более эффективными данные системы сейсмоизоляции оказались при сейсмических воз-

действиях с преобладающими высокими частотами и количестве этажей здания, не превышаю-

щем 5. 

Вывод. Предложенная нелинейная функция «Сила-перемещение» для описания экспери-

ментально полученных результатов для системы сейсмоизоляции с кинематическими опорами 

охватывает широкий диапазон параметров кинематических опор и позволяет достаточно точно 

их аппроксимировать. 

Полученное математическое выражение для определения вероятностных значений пере-

мещений одномассовых систем на кинематических опорах может быть использовано в расчётах 

их надёжности. 

Результаты численных экспериментов многоэтажных зданий на кинематических опорах, 

проведённых при сейсмическом воздействии, представленном в виде нестационарного случай-

ного процесса, показывают высокую эффективность систем сейсмоизоляции с кинематическими 

опорами, движение которых описывает предлагаемая в работе аппроксимирующая функция.  
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