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Резюме. Цель. Для наиболее эффективного преобразования электрической энергии в ме-

ханические колебания возникает необходимость  углубленного анализа связанности физических 

полей различной природы в многослойных конструкциях. Метод. Решение  осуществляется  ме-

тодом конечных интегральных преобразований, используя последовательно преобразование 

Фурье–Бесселя  по радиальной координате r  и обобщенное  преобразование по аксиальной пе-

ременной z . При этом каждый раз предварительно выполняется процедура стандартизации 

(приведение граничных условий к виду, позволяющему применить соответствующее преобразо-

вание). Результат. Разработана математическая модель расчета биморфных пластин.  Рас-

смотрены многослойные сплошные жестко и шарнирно закрепленные конструкции, в работе 

которых используется принцип обратного пьезоэффекта. Построены замкнутые решения не-

стационарных осесимметричных задач теории электроупругости для многослойных конструк-

ций методом конечных интегральных преобразований. На основании анализа численных резуль-

татов расчета, представлены практические рекомендации по проектированию пьезокерамиче-

ских преобразователей  резонансного и нерезонансного классов.  Разработан алгоритм оптими-

зации  работы  рассматриваемых конструкций путем подбора их геометрических размеров и 

используемого материала,  позволяющий  наиболее эффективно преобразовать приложенную 

электрическую нагрузку в механические перемещения. Вывод. Представленные результаты 

дают возможность  уточнить допущения о характере распределения электрического поля, ко-

торые необходимо использовать при проектировании биморфных конструкций других конфигу-

раций, расчет которых возможен только с помощью прикладных теорий для тонких пластин.  

Ключевые слова: биморфная пьезокерамическая пластина, нестационарная осесиммет-

ричная задача, конечные интегральные преобразования 
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Abstract Objectives For the most efficient conversion of electrical energy into mechanical vi-

brations, there is a need for an in-depth analysis of the connectivity of physical fields of different nature 

in multilayer structures. Method. The solution is carried out by the method of finite integral transforms, 

using successively the Fourier – Bessel transform along the radial coordinate and the generalized trans-

form along the axial variable. In this case, each time the standardization procedure is preliminarily 

performed (reduction of the boundary conditions to a form, which allows to apply the corresponding 

transformation). Result. A mathematical model for the calculation of bimorphic plates is developed. 

Multi-layer solid rigid and hinged structures are considered, in which the principle of reverse piezoe-

lectric effect is used. Closed solutions of non-stationary axisymmetric problems of the electroelasticity 

theory for multilayer structures by the method of finite integral transformations are constructed. Based 

on the analysis of the numerical results of the calculation, practical recommendations for the design of 

piezoceramic transducers of resonance and nonresonance classes are presented. An algorithm has been 

developed for optimizing the operation of the structures under consideration by selecting their geomet-

rical dimensions and the material used, which makes it possible to most effectively convert the applied 

electrical load into mechanical displacements. Conclusion. The presented results make it possible to 

clarify the assumptions about the nature of the distribution of the electric field, which should be used 

when designing bimorph structures of other configurations, which can only be calculated using applied 

theories for thin plates. 

Keywords: bimorph piezoceramic plate, nonstationary axisymmetric problem, finite integral 

transformations 

 

Введение. В  различных технических устройствах широко используются пьезокерамиче-

ские преобразователи в виде тонких биморфных пластин [1–5]. Данные конструкции представ-

ляют собой симметричные или асимметричные многослойные системы, состоящие из электро-

упругих  и упругих тонких элементов. Изгибные колебаний, в случае использования явления  

обратного пьезоэффекта, создаются с помощью электрического напряжения, приложенного на 

электродированные поверхности пьезокерамических пластин. Для наиболее эффективного пре-

образования электрической энергии в механические колебания возникает необходимость  углуб-

ленного анализа связанности физических полей различной природы в многослойных конструк-

циях.  

Для решения данной проблемы используется теории электроупругости  в пространствен-

ной постановке  [6,7], математическая постановка которых включает сложные  расчетных соот-

ношений в частных производных. Для их реализации, как правило, используются прикладные 

теории, в которых применяются различные кинематические  гипотезы и допущения о характере 

распределения напряженности электрического поля в пьезокерамических пластинах [8–14].  

В настоящей  работе, на основании представленного алгоритма расчета нестационарных 

осесимметричных задач для шарнирно и жестко закрепленных сплошных биморфных пластин в 

трехмерной постановке (без использования упрощений), а также анализа численных результатов,  

разработаны практические рекомендации по оптимизации работы рассматриваемых конструк-

ций. Кроме того, для пластин имеющих другое конструктивное решения, работу которых можно 

исследовать только с помощью прикладных теорий, сформулированы законы изменения элек-

трического поля. 
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Постановка задачи. В общем случае круглая  биморфная конструкция, занимающая в 

цилиндрической системе координат   zr ,,  область   :  ,0 br  ,20   0 z h

  , пред-

ставляет многослойную систему в виде жестко соединенных между собой электроупругих (пье-

зокерамических) и упругих тонких пластин. Для определенности рассмотрим два конструктив-

ных решения  (рисунок 1,а, б): 1) электроупругая система состоит из двух пьезокерамических 

пластин высотой 
1h

 (
12h h  ); 2) конструкция включает  металлическую подложку толщиной 

2h
 и две пьезокерамические пластины  (

1 22h h h    ).  

Изгибные осесимметричные колебания конструкций индуцируются в результате подве-

дения к торцевым электродированным поверхностям пьезокерамических пластин, выполненных 

из материала гексагональной системы класса 6 mm [15] с параллельным направлением вектора 

аксиальной поляризации, электрического напряжения  ,V r t

 
. Рассматриваются случаи жест-

кого и шарнирного закрепления цилиндрической поверхности электроупругих систем. 

 
а) 

 
                                                                             б) 

Рис. 1. Расчетная схема биморфных пластин 

Fig. 1. Design scheme of bimorph plates 

Математическая формулировка рассматриваемых начально – краевых задач в безразмер-

ной форме включает [7]: 

– систему линейных осесимметричных дифференциальных уравнений движения и электроста-

тики относительно компонент вектора перемещений WU , , а также  потенциала электрического 

поля  : 

  0,, tzrNLpm    3,1, mp  ;                                                                        (1) 

–  механические и электрические граничные условия: 

 

1,0r               0, ,W z t   ,    0, ,U z t   ,    0, ,z t   ,                (2) 

 1, , 0W z t  ,       | 1 0r rD   , 

жесткое закрепление:                           1, , 0U z t  ;                                              (3) 

шарнирное закрепление:                    0,,1 tzrr ;                                             (4) 

hz ,0                                                               0 rzzz  ,                    (5) 

конструктивное решение 1 (рис.1,а):         , / 2V r t  ,  

конструктивное решение 2 (рис.1,б):         , / 2V r t   ;  

1 1 2,z h h h                  00  zz zzzz  ,         00  zz rzrz  ,         (6) 
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                                        0 0W z W z   ,                 0 0U z U z   ,    

     конструктивное решение 1 ( рис.1,а):           1, , , / 2h z t V r t   , 

     конструктивное решение 2 ( рис.1,б):        0  ; 

–  начальные условия: 

       0t         0)0,,()0,,(  zrWzrU ,    0
),,(),,(

0|0|











 tt t

tzrW

t

tzrU
;         (7) 

где pmL  дифференциальные операторы в частных производных,   
   11

11

1 Cbtt 

  ,   

        ТtzrtzrWtzrUtzrN ),,(),,,(),,,(,,  ,      bzrhWUzrhWU /,,,,,,,, 

 ,       

    1

33 11, , /V V e C b       ,  , ,U W    компоненты вектора перемещений и потенциал элек-

трического поля в размерной форме, pk  компоненты тензора напряжений ( , ,p k r z ), rD 

радиальная компонента вектора индукции электрического поля, 
    11

11 ,C модуль упругости и 

плотность анизотропного пьезокерамического материала. 

Следует отметить, что при исследовании упругой среды (рис.1,б) система (1) состоит 

только из уравнений движения, сформулированных относительно компонент вектора перемеще-

ний, а при формировании соотношений (6) для первого конструктивного решения (рис.1,а) усло-

вия совместности механических напряжении и перемещений при 1 2z h h   отсутствуют. 

Методы исследования. Построение общего замкнутого решения. Решение  осуществля-

ется  методом конечных интегральных преобразований, используя последовательно преобразо-

вание Фурье–Бесселя  [16] по радиальной координате r  и обобщенное  преобразование [17] по 

аксиальной переменной z . При этом каждый раз предварительно выполняется процедура стан-

дартизации [18] (приведение граничных условий к виду, позволяющему применить соответству-

ющее преобразование). Трансформанты   , ,R n z t ,  tnG in ,,  и  формулы  обращения  соответ-

ствующих преобразований имеют вид: 

      drrrnPtzrNtznR 
1

0

,,,,,  









0

1

n

n RPN                                                        (8) 

     dztznRzYtnG

h

k

inin 


 ,,,,,  , 

2

1








 in

i

KKGR ,                                                      (9) 

где    mpaP   – диагональная матрица 3–го порядка  (  ,111 rjJa n   rjJaa n03322  ) , nj

положительные нули функций  njJ1  при жестком и  njJ0  шарнирном закреплениях                        

( ...2,1,0n ,  


 RHR k , kH трехкомпонентная ( 1,2,3k  ) стандартизирующая вектор – 

функции,  0,, 21 KKY  ,  ТKKKK 321 ,, , in положительные  параметры, образующие   

счетное   множество  ...3,2,1i ); 
2

, inn K  квадрат нормы ядра преобразований. В результате 

получаем расчетные соотношения  для функций  ,,WU   в виде спектральных разложений по 

найденной системе собственных функций 31 KK  , которыми являются линейные комбинации 

обычных и модифицированных функций  Бесселя:  
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                             





















0

2

1

1 ,,,,,,
n

inin

i

inkn KrKtnGHrnPtzrN  .                       (10) 

Круговые  частоты  осесимметричных  колебаний  цилиндра in  связаны  с   in  зави-

симостью  

 

 1

1

11






C

b

in
in  . 

Алгоритм решения начально–краевых задач (1–7) подробно описан в работах авторов 

[19,20]. 

Обсуждение результатов. На основании представленного алгоритма и разработанного  

программного комплекса получены численные результаты расчета, которые  позволяют путем 

подбора геометрических размеров и материала рассматриваемых конструкций, оптимизировать 

их работу, т.е. добиться наиболее эффективного преобразования приложенной электрической 

нагрузки в механические перемещения. 

В качестве первого примера рассматривается жесткозакрепленная биморфная конструк-

ция ( 314 10b    м), состоящая из двух пьезокерамических пластин состава ЦТС–19  (рис.1,а) и 

имеющая следующие физические характеристики материала:  

   31 33 15, , 4.9, 14.9, 10.6e e e    Кл/м
2

,      9

11 33, 7.73, 7.26 10     Ф/м,   7730    кг/м3, 

          1 1 1 1 1

11 33 12 13 55, , , ,С С С С С    1010.9, 9.1, 6.1, 5.4, 2.4 10  H/м
2

. 

Численные результаты расчета дают возможность сделать следующие выводы:  

1. Для наиболее эффективного преобразования внешнего электрического воздействия в 

механические колебания на торцевых электродированных поверхностях пьезокерамических пла-

стин необходимо использовать систему разрезных кольцевых электродов (количество и размеры 

электродов определяют нулевые значения функции  1 nJ j ) с подключением соседних электро-

дов в противофазе.  

Причем при сплошном электродном покрытии механические колебания в жесткозакреп-

ленной конструкции не возбуждаются.  

На основании данного вывода анализ напряженно–деформированного состояния и элек-

трического поля биморфной пластины, работающей на первой резонансной частоте, проводится  

при использовании двух электродов на торцевых поверхностях с радиусом раздела 
38.8 10a  

м  ( 1 0.628R a b  ).  

Для этого представляем электрическую нагрузку  ,V r t  в виде                               

       tRrHrRHVtrV sin, 110  ,                     

где  
0

V – амплитудное значение интенсивности в безразмерной форме,  относительная ча-

стота вынужденных колебаний (
   1

11

1 Cb   ,  круговая частота вынужденных коле-

баний);  

2. При проектировании изгибных преобразователей  необходимо учитывать, что один из 

способов повышения чувствительности прибора является уменьшение его толщины. Это приво-

дит к снижению жесткости конструкции и увеличению амплитудных значений вертикальных пе-

ремещений.  

Однако в этом случае наблюдается увеличение аксиальной компоненты векторов напря-

женности  , ,zE r z t  и индукции  , ,zD r z t  электрического поля  (рис. 2, а, б).  

Данный факт необходимо учитывать, поскольку при больших значениях  , ,zE r z t  про-

исходит деполяризация пьезокерамического материала.  
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В частности, образование в пьезокерамическом материале состава ЦТС–19 напряженно-

сти электрического поля более 300 кВ/м приводит к снижению численных значений коэффици-

ентов диэлектрической проницаемости и пьезомодулей. В рассматриваемой системе оптималь-

ная толщина 
3

1 0.2 10h   м ( 0 20V    В);  

3. Сравнение  численных значений аксиальной (рис.2) и радиальной (рис.3) компонент 

электрического поля  позволяют сделать вывод, что при расчете пьезокерамических пластин с 

помощью прикладных теорий радиальными составляющими можно пренебречь, поскольку их 

численные значения существенно меньше соответствующих аксиальных величин.  

Кроме того, принимая во внимание, что в пределах электрода, аксиальная компонента 

напряженности по радиальной координате практически не меняется, на основании полученных 

результатов,  можно для расчета сформулировать гипотезу о характере изменения напряженно-

сти электрического поля в виде простой зависимости    
 

1

, , , ( )z z

f z
E r z t E z t V t

h
    (  f z 

многочлен, аппроксимирующий соответствующую функцию (рис.2, график 1)). 

       

a) 1h
=

30.5 10 м                                                  б) 1h
=

30.25 10 м 

Рис.2. Графики изменения амплитудных значений  , ,r z t ,  , ,zE r z t ,  , ,zD r z t   по высоте би-

морфной пластины при 118.0    (1– zE , 2– zD , пунктирная линия – ,  11  собственное значе-

ние,  соответствующее первой частоте собственных осесимметричных колебаний) 

Fig.2. Graphs of amplitude values  , ,r z t ,  , ,zE r z t ,  , ,zD r z t , the height of the bimorph plate at 

118.0    (1– zE , 2– zD , dashed line– , 11  eigenvalue corresponding to the first frequency of ts own 

axisymmetric oscillations)   
 

 
Рис.3. Графики изменения амплитудных значений радиальных компонент вектора электриче-

ского поля  по радиальной координате: 1– rE , 2– rD ( 1h
=

30.5 10 м) 

Fig.3. Graphs of the amplitude values of the radial components of the electric field vector along the radial 

coordinate: 1– rE , 2– rD ( 1h
=

30.5 10 m) 
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      В качестве следующего примера рассматривается шарнирно закрепленная биморфная кон-

струкция (рис.1, б), состоящая из  металлической подложки и двух пьезокерамических пластин 

состава  ЦТС–19. При этом подложка  (
3

2 10h  м) изготавливается из различных сплавов (дю-

ралюминий – 0.34v  ,
107.3 10E   H/м

2
, 2800   кг/м

3
;латунь – 0.35v  , 

109.8 10E    

H/м
2

, 8600   кг/м
3

;  , ,E v    модуль упругости, коэффициент Пуассона и плотность изо-

тропного материала). 

       Данное конструктивное решение позволяет повысить прочностные свойства многослойной 

электроупругой системы, поскольку пьезокерамика является хрупким материалом. 

       Здесь принимается во внимание выражения для модулей упругости металлической под-

ложки:    

     

  
2 2

11 33

1

1 1 2

E v
C C

v v


 

 
,     

   

  
2 2

12 13
1 1 2

Ev
C C

v v
 

 
,     

 

 
2

55
2 1

E
C

v



. 

        Рассматривается работа электроупругой системы также на первой резонансной частоте. В 

этом случае для наиболее эффективного преобразования внешнего электрического воздействия 

на лицевых поверхностях конструкции используется сплошное электродное покрытие. Поэтому 

электрическая гармоническая нагрузка  ,V r t  представляется в виде: 

  tVtrV sin, 0 . 

     На рис. 4 – 7 изображены графики, характеризующие изменение по пространственным коор-

динатам и времени составляющих механических и электрических полей напряжений                            

( 110.8  ). 

      На основании анализа результатов расчета можно сделать следующие выводы: 

1) При заданных геометрических размерах конструкции физические характеристики материала 

подложки оказывают влияние на частотный спектр собственных колебаний (табл.1) и практиче-

ски не оказывают влияние на амплитудные значения вектора перемещений. На рис. 4 пунктирной 

линией обозначены результате расчета при использовании в качестве материала подложки ла-

тунь, а сплошной – дюралюминий; 

2) Графики изменения амплитудных значений нормальных напряжений   , ,rr r z t  по радиальной 

координате показывают, что при шарнирном закреплении пластины максимальные значения 

наблюдаются в центре пластины при  0,z h  (рис.5). При этом в области соединения двух эле-

ментов с разными физическими характеристиками присутствует разное значение напряжений; 

3) Анализ графиков «   ztzrU ,, », представленных  на рисунке 6, показывает, что гипотезу плос-

ких сечений, применяемую в прикладной теории для тонких систем, можно использовать также 

при исследовании составных тонких пластин, имеющих различные физические характеристики 

по высоте сечения; 

4) Амплитудные значения вектора напряженности электрического поля  , ,zE r z t  по толщине 

пьезокерамической пластины изменяется по линейной зависимости и данный характер не зави-

сит от радиальной координаты. На рис. 7 цифрами 1,2.3 обозначены результаты при 

8.0,4.0,0r . Причем, наибольшие значения  , ,zE r z t  наблюдаются в области соединения 

металлической и пьезокерамической пластин ( 1 1 2,z h h h  );  

5) На основании полученных результатов, аналогично предыдущему примеру, можно  сформули-

ровать гипотезу о характере изменения напряженности электрического поля. При этом функция 

 f z является линейной (рис.7). 
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Таблица 1. Частотный спектр собственных колебаний 

Table 1. Frequency spectrum of natural oscillations 

              Дюралюминий                   Латунь 

     11       12      13       11       12      13  

3

1 0.2 10h   ,м    0.057    0.296    0.716    0.059    0.312    0.756 

3

1 0.5 10h   ,м    0.072    0.373    0.888    0.082    0.427    1.020 

 

 

а)  
3

1 0.2 10h   м 

 

б)  
3

1 0.5 10h   м 

Рис.4. Графики изменения  0,0,W t  во времени t  (сплошная линия – подложка из дюралюми-

ния,  пунктирная – из латуни) 

Fig.4. Graphs of change  0,0,W t  over time t (solid line - duralumin substrate, dotted - from brass) 

 
    Рис.5. Графики изменения амплитудных значений нормальных напряжений    0, , /rr r z t V  по 

радиальной координате  (1– 
1 0z h  ,  2– 

1 0z h  , пунктирная – 0z  ) 

Fig.5. Graphs of amplitude values of normal stress along   0, , /rr r z t V the radial coordinate ((1– 

1 0z h  ,  2– 
1 0z h  , dashed - 0z  ) 
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Рис.6. Графики изменения амплитудных значений радиальной компоненты вектора перемещений 

 tzrU ,,  по высоте пластины (1– 1r , 2– 3.0r ) 

Fig.6. Graphs of the amplitude values of the radial component of the displacement vector along  tzrU ,,
  

 

 
 

the plate height (1– 1r , 2– 3.0r )   

Рис.7. Изменения амплитудных значений аксиальной компоненты напряженности  , ,zE r z t  по 

высоте  пластины (1– 0r , 2– 4.0r , 3– 8.0r )   

Fig.7. Changes in the amplitude values of the axial component of tension along  , ,zE r z t the plate 

height (1– 0r , 2– 4.0r , 3– 8.0r )   

Вывод.  При действии гармонической электрической нагрузки использование допущения 

об установившемся режиме вынужденных  колебаний, применяемое при исследовании большин-

ства подобных динамических задач, можно применять, когда частота вынужденных колебаний  

существенно меньше первой моды собственных колебаний. При  высокочастотном  внешнем  

воздействии,  вследствие наложения отраженных волн деформирования, наблюдается более 

сложная зависимость (рис. 4) и в этом случае необходимо использовать построенный авторами 

алгоритм расчета. 
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