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Резюме. Цель. Рассматриваются продольные колебания вертикального стержня конти-

нуально-дискретной системы при кинематических сейсмических возмущениях в виде стацио-

нарного случайного процесса. Метод. Предложен и реализован метод определения дисперсии 

выходного процесса перемещений, использующий представление входного случайного процесса в 

виде суммы гармонических детерминированных возмущений. Результат. Определена функция 

зависимости дисперсии перемещений от продольной координаты. Продольные колебания вер-

тикальных стержней, находящихся вблизи эпицентра землетрясений, являются опасными для 

их прочности и устойчивости. Методы конечных разностей и координатного спуска позволяют 

создавать универсальные алгоритмы и компьютерные программы, легко решающие сложные 

спектральные задачи. Вывод. До настоящего времени исследования о случайных колебаниях зда-

ний и строительных сооружений, а также и нормативные документы посвящались горизон-

тальным сейсмическим воздействиям и вызванным ими поперечным изгибным колебаниям. При-

меры свидетельствуют о необходимости расширения тематики исследований с включением и 

других типов колебаний: комбинаций продольных с поперечными, угловыми, крутильными, пара-

метрическими и т. д. Данную разработку можно легко адаптировать к колебаниям стержней 

переменного сечения, к колебаниям континуально-дискретных стержней. 

Ключевые слова: продольные колебания, свободные колебания, дискретные массы, демп-

фирование колебаний, метод конечных разностей 
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Abstract Objectives The longitudinal oscillations of a vertical rod of a continually discrete sys-

tem with kinematic seismic disturbances in the form of a stationary random process are considered. 

Method. A method for determining the variance of the output process of displacements, using the rep-

resentation of the input random process as a sum of harmonic deterministic perturbations, is proposed 

and implemented. Result. The dependence function of the dispersion of displacements on the longitudi-

nal coordinate is determined. Longitudinal vibrations of vertical rods near the epicenter of earthquakes 

are dangerous for their strength and stability. The methods of finite differences and coordinate descent 

allow you to create universal algorithms and computer programs that easily solve complex spectral 

problems. Conclusion. To date, research on random vibrations of buildings and structures, as well as 

regulatory documents, has been devoted to horizontal seismic effects and transverse bending vibrations 

caused by them. Examples indicate the need to expand the scope of research with the inclusion of other 

types of vibrations: combinations of longitudinal with transverse, angular, torsional, parametric, etc. 

This design can be easily adapted to vibrations of rods of variable cross section, to vibrations of con-

tinually discrete rods. 

Keywords: longitudinal oscillations, free oscillations, discrete masses, vibration damping, finite 

difference method 

 

Введение. Продольные колебания вертикальных стержневых строительных сооружений, 

находящихся вблизи эпицентра землетрясений, представляют большую опасность для их проч-

ности. Утверждается [1,2], что «в эпицентральной зоне вертикальная составляющая доминирует 

над другими составляющими колебания». В известном газлийском землетрясении 1976 г. верти-

кальные ускорения поверхности грунта значительно превосходили горизонтальные. Можно 

предположить, что оно было столь разрушительным именно из-за пренебрежения вертикаль-

ными возмущениями при проектировании и строительстве города. В то же время эти колебания 

остаются малоизученными, в основном в научных исследованиях и нормативных документах 

рассматриваются поперечные изгибные колебания. Зачастую соответствующие расчётные мо-

дели представляются как континуально-дискретные системы, состоящие из участков с распреде-

лённой массой и сосредоточенных масс (рис. 1).  

 

 
Рис.1. Расчетная схема 

Fig.1. Design scheme 
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Некоторые аспекты проблемы колебаний таких конструкций представлены в работах [3, 

4]. 

Постановка задачи. Рассмотрим вертикальный однородный стержень (рис.1) постоян-

ного сечения, длины l из материала с модулем упругости Е, удельным линейно-вязким коэффи-

циентом трения η, с плотностью материала ρ, с площадью поперечного сечения S, несущий на 

верхнем и нижнем концах дискретные массы M и М0 и опирающийся на упругое основание с 

коэффициентом жёсткости с.  

Перемещения сечений описываются функцией u(x, t). Они состоят из статической и дина-

мической частей. Статическая часть, составляющая малую долю общих отклонений, образуется 

от собственного веса и вычисляется легко методами сопротивления материалов, поэтому далее 

не рассматривается. 

Методы исследования. Для изучения свободных колебаний изобразим элементарную ча-

стицу стержня и приложенные к ней внутренние силы в сечениях N, N+dN, инерционную силу 

dI и силу демпфирования dR на рис. 1. Применяя к ним принцип Даламбера об уравновешенно-

сти таких сил, запишем  

-dR – N + N + dN - dI = 0. 

Можно показать, что элементарные выкладки приведут к дифференциальному уравнению 

в частных производных гиперболического типа для свободных продольных колебаний  

mü + ηmu̇ - b u'' = 0,      b =ES,     m = ρS      x ϵ (0, l),        t > - ∞. 
Преобразуем его к виду, более удобному для дальнейшего употребления 

ü + ηu̇ -  a2u'' = 0,      a2 =  E / ρ.         t > - ∞.                           (1) 

Сила демпфирования здесь введена по гипотезе Фойгта о линейно-вязком внутреннем 

трении при колебаниях. 

Расчётная схема даёт граничные условия, вытекающие из условий закрепления концов 

стержня 

bu′(0, t) − M0  ü(0, t) − cu(0, t) = 0,       t > -  .                 (2) 

bu'( l , t) + Mü(l, t) = 0,    t > -  .                                  (3) 

Решение задачи (1) - (3) запишем с помощью метода разделения переменных как произ-

ведение 

u(x,t) = X(x) eλt,                                               (4) 

где 

 j ,                                                   (5) 

λ - характеристический показатель,  ,  - собственная пара, состоящая из коэффициента зату-

хания μ и частоты свободных колебаний ω, j – мнимая единица, X(x) – собственная функция. 

Выбор сомножителя по времени в (4), (5) основан на очевидности, что колебания являются гар-

моническими и затухающими. 

Подстановка (4) в (1) - (3) после сокращения на eλt даёт 

λ2 X +ηλХ- a2 X''= 0,                        x ϵ (0, Ɩ).                           (6) 

bX'(0)  - λ2 M0X(0) – сX(0) = 0,        bX'(Ɩ) + λ2 MX(Ɩ) = 0.                (7) 

Определить   аналитическими методами не удаётся.  

Выход состоит в применении метода конечных разностей [5] и переходе от аналитической 

модели задачи (6), (7) к численной. Такой выбор приведёт к универсальным алгоритмам и ком-

пьютерным программам, которые легко адаптируются к колебаниям стержней переменного се-

чения, к разнообразным краевым условиям, к вынужденным колебаниям и т.д.  

Следуя указанной цели, вместо непрерывной области определения переменной x введём 

дискретную область lh в виде узлов равномерной сетки с шагом h 

  ,1)(nlh,n,,2,1i,h1)(ix:xl iih    

где n– количество узлов сетки.  

Значения функции и производных заменим приближёнными значениями в узлах сетки с 

точностью О(h2) для производных 
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)(xX,u(x)(xX  
    и т.д. 

Тогда вместо уравнения (6)  получим алгебраические уравнения 

- .222
1ii1i ηλ)/a(λh2α1,n,,3,2i,0XαXX        (8) 

Граничные условия (6), (7) при этом примут вид 

βX1 + 4X2
  - X3 = 0,       β = - 3 - 2h(λ2M0 + с)/b,                          (9) 

.M/b2hλ3γ0,γXX4X 2
n1n2n                         (10) 

Систему уравнений (8) - (10) можно переписать в матрично-векторной форме  
A(λ)X = 0,                                                (11) 

где  A - квадратная матрица порядка n, XT = {X1, X2,…, Xn} – вектор, компонентами которого 

являются отклонения стержня в узлах сетки, значок т в верхнем индексе соответствует опера-

ции транспонирования.  

Легко заметить, что матрица коэффициентов А имеет вид 
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Здесь нулевые элементы не выписаны. Система уравнений (11) имеет тривиальное реше-

ние ,0X  что соответствует статической задаче и не представляет интереса в данном случае. 

Ненулевые решения могут существовать при условии, что определитель матрицы A равен 

нулю, т. е. 

det A(λ) = 0.                                                    (12) 

Характеристическое уравнение (12) является алгебраическим уравнением n-ой степени 

относительно λ и имеет множество корней мощности  n.  

 n21 ...,,  . 

Уравнение (12) с учётом того, что его левая часть представляет комплексную функцию, 

можно переписать в виде  

    0,jf,f 21  ,                                      (13) 

где вещественные функции     ,f,,f 21  определяются процедурой вычисления 

определителя матрицы A.  

Из (13) следует, что коэффициент затухания   и частота свободных колебаний   

должны определяться из системы двух нелинейных алгебраических уравнений  

  0,f1  ,              0,f2  .                              (14) 

Найти их аналитическими методами не представляется возможным. Между тем, можно 

обойтись без явного развёртывания определителя матрицы A и получения формул для корней 

системы (14), имея в виду применение численных методов и компьютерных программ. В ниже-

следующем примере воспользуемся методом координатного спуска, опыт применения которого 

оказался удачным при решении аналогичных задач [4].  

Суть метода состоит в замене задачи на отыскание корней системы уравнений (14) экви-

валентной задачей о минимуме специально сконструированной функции 

Φ(μ, ω) = | det A(μ, ω) | = [ 2
1f (μ, ω) + 2

2f (μ, ω)]1/2,                 (15) 

обращающейся в ноль лишь в том случае, если 

f1(μ, ω) = 0,         f2(μ, ω) = 0. 

http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 45, №3, 2018 

Herald of Daghestan State Technical University.Technical Sciences. Vol.45, No.3, 2018 

http://vestnik.dgtu.ru/ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

12 

 

Таким образом, решение исходной системы (14) заменяется задачей определения точек 

нулевого минимума скалярной функции векторного аргумента  Ф(μ, ω),  так что теперь необхо-

димо решать более простую (по крайней мере в данном случае) задачу 

Ф(z) = 0,           z = {μ, ω}   R2   (μ > 0, ω > 0). 

Здесь вектор z соответствует искомым величинам, Ф(z) представляет мультимодальную 

функцию, имеющую множество локальных минимумов. 

Суть применяемого метода состоит в определении последовательности точек  zk,  k = 0, 

1,......, сходящейся к точке локального минимума  z*. При этом в процессе вычислений необхо-

димо добиваться, чтобы значения вспомогательной функции были монотонно убывающими и 

ограниченными снизу 

Ф(z0)   Ф(z1)  ....   Ф(zk)  ....   Ф(z*).                         (16) 

Для реализации такой цели вначале с помощью численных экспериментов намечается 

начальная точка последовательности z0. Затем определяются последующие приближения  zk  с 

помощью соотношений 

zk+1 = zk + hk, 

где  hk – вектор приращений координат, обеспечивающий выполнение условий (16). 

Условием прекращения вычислительной процедуры а, значит, и признаком достижения 

корня с необходимой точностью служит выполнение неравенства  

                                              Ф(zk+1) < δ.                                                                (17) 

Здесь δ – априорно задаваемое малое положительное число (точность вычислений).  

Непосредственное решение системы уравнений (15) проведём с помощью метода покоор-

динатного спуска [6].  

Алгоритм метода геометрически иллюстрируется рис. 2, где изображен фрагмент поверх-

ности, содержащий одно из нулевых значений функции ),(   в трёхмерном пространстве. На 

рис. 2 нанесены линии уровня этой поверхности. Процесс отыскания корней ),( kk  проходит 

следующим образом.  

Рис.2. Метод координатного спуска 

Fig.2. Coordinate Descent Method 

Избирается начальная точка и через неё проводится сечение 1-1. Это означает, что один 

из аргументов функции μ фиксирован. Вычисляются ординаты функции Φ(ω), на экран компью-

тера выводится её график (рис. 3), вычисления приостанавливаются.  

                                  
Рис.3. Сечение поверхности Ф 

Fig.3. Section of the surface F 
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По кривой, являющейся сечением поверхности Φ, отчётливо видны условные минимумы 

функции Φ(ω). Отсюда берём, например ωk1 ≈ 0,5. Это и есть первый шаг спуска вдоль коорди-

наты ω. Теперь фиксируем аргумент ω на этом значении, проводим сечение 2-2, строим новый 

график )(  и на экране видим кривую рис. 4, по которой уточняется μkl ( ≈ 0,25). Этим завер-

шается второй шаг вдоль координаты μ. 

 

 
Рис.4. Сечение поверхности Ф 

Fig.4. Section of the surface F 

Повторение такой процедуры несколько раз приводит к решению системы уравнений (14). 

В результате будет найдено счётное множество пар (μ1, ω1), (μ2, ω2), …, элементами которых 

являются коэффициенты затухания и собственные частоты свободных колебаний. 

Реализация такого алгоритма аналитическими методами потребует создания сложных вы-

числительных компьютерных программ для отыскания локальных нулевых минимумов функции 

Ф(μ, ω). В такой ситуации привлекательным является использование высокоточных графических 

методов, которые можно реализовать, например, в среде вычислительного комплекса Matlab. По-

дробности приведены в нижеследующем примере. 

Пример 1. Пусть на рис. 1 представлен стержень из стандартной стальной трубы длиной  

l = 20 м, диаметром D =108 мм и толщиной стенки δ = 4,71 мм, опирающийся на фундамент 

массы М0 =16 т. Удельный линейно-вязкий коэффициент трения η = 0,1 с-1, коэффициент жёст-

кости основания с = 2·106 Н/м, верхняя несомая масса M = 7 т. 

Следуя математической модели и алгоритмам, изложенным выше, составляем матрицу 

A(λ) и вспомогательную функцию Ф(μ, ω).  Создаём две компьютерные программы, вычисляю-

щие эту функцию и строящие её графики: 

1.Ф(ω | μ) при заданном μ на множестве ω ∈ [a1,  b1]; 

 

 
Рис.5. График Ф(ω) 

Fig.5. Graph F (ω) 

Рис.6. График Ф(μ)  

Fig.6. Graph F (μ) 
 

2.Ф(μ | ω) при заданной ω на множестве  μ ∈ [a2,  b2]. 

Результаты 1 шага, выданные на экран монитора приведены на рис. 5 и 6. На рис. 5 пока-

зан график Ф(ω | 1). По нему прочитано приближённое первое собственное значение ω = 9,17 с-

1. Это значение вставляется во вторую программу Ф(μ |9,17) и вычисляется уточнённое значение 

коэффициента демпфирования μ = 0,000521 с-1. Заметим при этом, что вычислительный ком-

плекс Matlab имеет инструменты, позволяющие многократно увеличивать графики рис. 5 и 6 и 

их фрагменты, так что читаемые по ним значения μ, ω являются хотя и приближёнными, но вы-

сокоточными.  

Далее начатый процесс, по существу являющийся итерационным по Зейделю, продолжа-

ется, пока не будут получены практически неменяющиеся значения пары (μ, ω) и значение Ф ≈ 
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0. Как показали вычисления, для сходимости процесса требуется небольшое количество итера-

ций (2,…4). Первые три собственные пары, полученные по вышеизложенному алгоритму, даны 

на табл.1. 

Таблица 1. Значения покзателей 

Table 1. Values of indicators 

ω, с-1 9,22 56,21 798,81 

μ, с-1 0,000525 0,000289 0,495 

 

Видно, что первая собственная частота попадает в зону обычно доминирующих частот 

сейсмических воздействий, что может привести к возбуждению резонансных колебаний, опас-

ных для прочности и устойчивости сооружения. Следовательно, необходимы меры для повыше-

ния частоты свободных колебаний, что можно выполнить путём увеличения жёсткости стержня, 

жёсткости основания под фундаментом и другими известными методами гашения колебаний.  

Данные табл. 1 подтверждают известный дефект гипотезы Фойгта о линейно-вязком ко-

эффициенте сил внутреннего трения η, состоящий в том, что он является частотно зависимым, в 

то время как эксперименты обнаруживают его постоянство в широком диапазоне частот (до 100). 

Поэтому примем его равным среднему значению для диапазона малых частот, актуальных при 

сейсмических колебаниях  

ε =( μ1 +μ2)/2 = 0,000407.                                    (18) 

Из этого следует, что в предыдущей математической модели вместо параметров диссипа-

ции η и μ должен употребляться ε. Собственные значения, найденные выше, при этом пересмат-

риваться не будут, так как они претерпевают весьма незначительные изменения. 

Далее задача состоит в том, чтобы найти собственные векторы Yk (k = 1,  2,  3,… n) мат-

рицы A, представляющие собственные формы колебаний. Их можно определить хорошо извест-

ными методами линейной алгебры матриц. Заметим при этом, что собственные векторы опреде-

ляются с точностью до сомножителя. 

Первые три собственные формы колебаний, нормированные к единице и полученные в 

среде вычислительного комплекса Matlab, даны на рис. 7.  

По ним отчётливо проглядываются признаки одновременной континуальности и дискрет-

ности данной системы.  

 
Рис.7. Собственные функции 

Fig.7. Own functions 

Первая и вторая формы колебаний сходны с аналогичными формами систем с двумя сте-

пенями свободы. Причина в наличии двух тяжёлых сосредоточенных масс по концам стержня. 

По первой форме обе массы движутся синфазно в одном направлении, почти не меняя расстоя-

ния между собой. По второй форме колебаний массы находятся в противоположных фазах дви-

жения. Третья высокая частота определяется колебаниями стальной континуальной части си-

стемы, и форма колебаний представляется кривой, близкой к полуволне синусоиды. В этом слу-

чае концы стержня с дискретными массами остаются почти неподвижными. По-видимому, 

формы, диктуемые континуальной частью стержня, будут обладать таким свойством.  
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Представляют интерес значения коэффициентов демпфирования μ, приведённые выше в 

таблице. В первом и втором случаях коэффициенты демпфирования незначительны по величине, 

так как при небольших частотах скорости перемещения малы и силы сопротивления, пропорци-

ональные им, в сумме получаются также небольшими.  

Почему же уменьшается второй коэффициент по сравнению с первым? Суть в том, что 

при второй собственной форме колебаний верхняя и нижняя части стержня имеют разные знаки 

деформаций и создают результирующие силы сопротивления противоположные по направле-

ниям и частично погашающие друг друга.  

В рамках данной работы ортогональность собственных форм не доказывается. Для этого 

потребуются специальные исследования по таким смешанным механическим системам. В то же 

время подобие ортогональности первой и второй форм отчётливо проглядывается по рис.7.  

Также можно предположить, что более высокие формы колебаний будут диктоваться кон-

тинуальной частью стержня и представляться синусоидами с последовательно увеличиваю-

щимся количеством полуволн. Основанием для такого утверждения служит известное свойство 

собственных форм увеличивать количество узловых точек при каждом повышении их номера.  

Вывод:  

1. Продольные колебания вертикальных стержней, находящихся вблизи эпицентра земле-

трясений, являются опасными для их прочности и устойчивости.  

2. Методы конечных разностей и координатного спуска позволяют создавать универсаль-

ные алгоритмы и компьютерные программы, легко решающие сложные спектральные задачи. 

3. Данную разработку можно адаптировать к колебаниям стержней переменного сечения, 

к колебаниям континуально-дискретных стержней.  

4. До настоящего времени исследования о случайных колебаниях зданий и строительных 

сооружений, а также и нормативные документы посвящались горизонтальным сейсмическим 

воздействиям и вызванным ими поперечным изгибным колебаниям.  

Между тем, приведённые здесь примеры свидетельствуют о необходимости расширения 

такой тематики исследований с включением и других типов колебаний: комбинаций продольных 

с поперечными, угловыми, крутильными, параметрическими и т.д.  
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