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Резюме. Цель. Целью исследования является разработка методов планирования опти-

мальной траектории движения трехзвенного манипулятора в объемном пространстве с пре-

пятствием. Метод. Применен метод итеративной кусочно-линейной аппроксимации траек-

тории движения антропоморфного манипулятора и выбора оптимальной траектории пере-

мещения по критерию энергоэффективности. Результат. Предложен метод планирования 

оптимальной траектории движения трехзвенного манипулятора с 7-ю степенями подвижно-

сти в объемном пространстве, содержащем препятствие, заданное массивом точек трех-

мерного пространства и представляемое в виде сферы. Задача сводится к поиску углов Эйлера 

двигателей манипулятора для перехода в конечное положение либо напрямую, либо используя 

разработанный метод поиска промежуточных положений для достижения результата. Вы-

бор оптимальной траектории движения для обхода препятствия производится по критерию 

минимизации энергопотребления манипулятора для продолжительной работы в автономном 

режиме мобильного манипуляционного либо антропоморфного робота.  Вывод. Метод плани-

рования оптимальной траектории движения трехзвенного манипулятора с 7-ю степенями по-

движности в объемном пространстве, содержащем препятствие, заданное массивом точек 

трехмерного пространства и представляемое в виде сферы, обладает гибкостью, которая 

достигается за счет варьирования введенного параметра. Его увеличение делает перемещение 

манипулятора более угловатым за счет уменьшения количества промежуточных состояний, 

что уменьшает вычислительные затраты, но также увеличивает энергозатраты, уменьшая 

при этом скорость перемещения. Уменьшение параметра наоборот, снитжает энергозатра-

ты и увеличивает скорость, но также увеличивает вычислительные затраты, так как увели-

чивается количество промежуточных состояний и перемещение становится более гладким. 

Однако при этом, для уменьшения расчетного времени предполагается использование парал-

лельных вычислений при расчете углов Эйлера для двигателей во время перемещения между 

промежуточными точками, что значительно ускорит процесс вычисления. При значении 

    траектория вырождается в кривую и применение предложенного метода не является 

оправданным. 

Ключевые слова: антропоморфный манипулятор, углы Эйлера, планирование траекто-

рии движения манипулятора, кусочно-линейная аппроксимация, обход препятствий манипуля-

тором, минимизация энергопотребления, трехзвенный манипулятор 
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Abstract Objectives. The method for planning the optimal trajectory of a three-link manipula-

tor with 7 degrees of mobility in a tridimensional space containing an obstacle specified by an array 

of points of three-dimensional space and represented in the form of a sphere is considered in the arti-

cle. A literature review on the research problem indicates that universal methods for planning the tra-

jectory of the manipulator's movement are faced with problems of operational low accuracy or the 

algorithm's large computational complexity. The aim of the study is to develop methods for planning 

the optimal trajectory of a three-link manipulator in a tridimensional space with an obstacle. Meth-

ods. The study was carried out using the method of iterative piecewise linear approximation of the tra-

jectory of an anthropomorphic manipulator and the choice of the optimal displacement trajectory ac-

cording to the criterion of energy efficiency. Results. The method for planning the optimal trajectory 

of a three-link manipulator with 7 degrees of mobility in a tridimensional space containing an obsta-

cle specified by an array of points of three-dimensional space and represented in the form of a sphere 

is considered in the article. The task is reduced to finding the Euler angles of the manipulator engines 

in order to pass to the final position either directly or using the developed method of searching for in-

termediate positions to achieve the result. The choice of the optimal trajectory for the obstacle bypass 

is made using the criterion of minimisation of the manipulator power consumption for the continuous 

operation of the mobile manipulative or anthropomorphic robot in offline mode. Conclusion. The 

method of planning the optimal trajectory of a three-link manipulator with 7 degrees of mobility in a 

three-dimensional space containing an obstacle specified by an array of points and represented in the 

form of a sphere possesses flexibility, which is achieved by varying the input parameter. Its increase 

makes the manipulator's movement more angular by reducing the number of intermediate states, 

which reduces computational costs while increasing energy costs and reducing the movement speed. 

Conversely, decreasing the parameter reduces energy consumption and increases the speed, but also 

increases computational costs, as the number of intermediate states increases and the movement be-

comes smoother. However, in order to reduce the estimated time, it is assumed that parallel calcula-

tions are used in calculating the Euler angles for the engines during the movement between the inter-

mediate points, which greatly speeds up the calculation process. With the value of    , the trajecto-

ry degenerates into a curve and the application of the proposed method is not justified. 

Keywords: anthropomorphic manipulator, Euler angles, trajectory planning of manipulator 

movement, piecewise linear approximation, obstacle bypass by manipulator, minimisation of energy 

consumption, three-link manipulator 

 

Введение. Использование антропоморфных манипуляторов в современных робототех-

нических системах является перспективным направлением развития данной области. Это обу-

словлено анатомической эффективностью руки человека для выполнения различных видов за-

дач и заданий как в статической, так и в динамической среде. При выполнении сложных опера-

ций в объемном пространстве возникает необходимость работы в среде, содержащей некоторые 

препятствия. Для этого необходима разработка методов планирования оптимальной траектории 

движения трехзвенного манипулятора в объемном пространстве с препятствием.  
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Постановка задачи. Планирование траекторий движения манипулятора – это задача 

выбора закона управления, обеспечивающего движение манипулятора вдоль некоторой задан-

ной траектории [1]. Согласно источнику [1], при планировании траектории движения манипу-

лятора в среде с препятствиями обычно используют один из двух подходов: 

1. Задается точный набор ограничений (например, непрерывность и гладкость) на положе-

ние, скорость и ускорение обобщенных координат манипулятора в некоторых (называе-

мых узловыми) точках траектории. Планировщик траекторий после этого выбирает из 

некоторого класса функций (как правило, среди многочленов, степень которых не пре-

вышает некоторое заданное  ) функцию, проходящую через узловые точки и удовлетво-

ряющую в них заданным ограничениям. Определение ограничений и планирование тра-

ектории производится в присоединенных координатах. 

2. Задается желаемая траектория манипулятора в виде некоторой аналитически описывае-

мой функции, как, например, прямолинейная траектория в декартовых координатах. 

Планировщик производит аппроксимацию заданной траектории в присоединенных или 

декартовых координатах. 

Недостатками данных подходов являются громоздкие вычисления, замедляющие работу 

манипулятора при первом подходе, и низкая точность движения при втором подходе. 

По данным источника [2] задача планирования траектории в робототехнике заключается 

в нахождении оптимального пути из начального положения в конечное для сложных тел (ма-

нипуляторов, мобильных роботов) в некотором пространстве.  

При решении задачи планирования траектории обычно пользуются конфигурационными 

пространствами. В них координатами являются обобщенные координаты робота. Точка в таком 

пространстве соответствует конкретному положению робота, а линии, связывающие эти точки, 

- путям из одного положения в другое.  

Для упрощения задачи искать траекторию целесообразно именно в конфигурационном 

пространстве. Существует несколько принципиальных подходов к решению задачи планирова-

ния траектории. Комбинаторный подход использует аналитические алгоритмы, производит мо-

делирование конфигурационного пространства и находит полное решение.  

Эффективное применение комбинаторных алгоритмов возможно лишь в случае малой 

размерности конфигурационного пространства в силу их высокой алгоритмической и вычисли-

тельной сложности.  

Противоположность комбинаторному подходу – sample-based подход. Идея sample-based 

алгоритмов заключается в том, чтобы, вместо затратного полного моделирования конфигура-

ционного пространства, исследовать его вероятностным путѐм: рассматривать набор случай-

ных конфигураций, отбрасывая ненужные и составляя карту местности. Сегодня sample-based 

подход является наиболее развиваемым и используемым в ряде практических задач и показы-

вает наилучшие результаты. Однако, недостаток таких методов заключается в невозможности 

однозначно определить отсутствие решения.  

Помимо вышеперечисленных подходов следует отметить метод потенциальных полей. В 

таких методах в качестве карты местности используются потенциальные векторные поля, в ко-

торых целевое положение притягивает робота, а препятствия – отталкивают. Подход хорошо 

работает в определѐнном классе задач, однако не способен эффективно искать траекторию в 

пространствах с высокими размерностями. 

В исследовании [3] рассмотрено планирование траекторий движения многозвенного ма-

нипулятора в сложном трехмерном рабочем пространстве на основе эволюционных методов: 

генетического подхода, комбинирования генетического подхода и метода имитации отжига, 

комбинирования генетического подхода и метода репульсивного роя частиц.  

Использование данных методов показывает, что средний процент достижимости точек 

составляет 77, 81, 85% соответственно, при среднем времени поиска решения от 3 до 9 секунд, 

что не позволяет использовать данные методы в реальном времени. 

В статье [4] рассмотрены две экспериментальные платформы для тестирования систем 
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управления и алгоритмов планирования движения в реальном времени. Для управления движе-

нием созданы контроллеры обратной связи, которые способны отслеживать опорные траекто-

рии на основе измерений датчиков. Опираясь на эффективность отслеживания этих контролле-

ров, разработаны эффективные по времени опорные траектории движений, которые соответ-

ствуют задачам каротажа.  

Быстрый и унифицированный метод поиска траектории движения робота с минималь-

ным рывком с использованием оптимизации роя частиц рассмотрен в работе [5]. Траектория с 

минимальным рывком делает алгоритм управления роботом простым и надежным. Для поиска 

траектории движения с минимальным рывком, была сформулирована проблема оптимизации, 

ограниченная совместными параметрами узлов, включая начальное смещение и скорость сме-

щения, промежуточное смещение сустава, конечное смещение и скорость соединения. Для ре-

шения использовалась оптимизация роем частиц (PSO), в результате чего были найдены почти 

оптимальные решения для траектории с минимальным рывком. 

Схема планирования траектории обхода препятствий для космических манипуляторов 

на основе генетического алгоритма представлена в работе [6]. Предполагается, что в совмест-

ном пространстве существует идеальная траектория, которая может быть описана двумя разде-

лами сплайновой кривой высокого порядка и удовлетворяет всем кинетическим характеристи-

кам космического манипулятора.  

Параметры точки соединения между двумя сплайн-траекториями могут влиять на иска-

женную форму двух траекторий в пространстве. Следовательно, манипулятор движется в соот-

ветствии с траекториями сплайнов и в то же время избегает всех препятствий. Во-первых, 

устанавливаются секционированные функции идеальной траектории. Неизвестные параметры в 

функциях описываются с использованием параметров о точке подключения, из которых извле-

каются неизвестные параметры.  

Таким образом, задача планирования траектории трансформируется в задачу многоцеле-

вой оптимизации.  

Во-вторых, для решения проблемы применяется генетический алгоритм (GA). Основы-

ваясь на анализе требований к управлению космическим манипулятором и описаниях препят-

ствий в декартовом пространстве, функция пригодности, основанная на GA, определяется ме-

тодом весовых коэффициентов по длине траектории конечного эффектора в декартовом про-

странстве, углы в совместном пространстве и максимальный крутящий момент во время дви-

жения, общее время движения и случаи помех и столкновений.  

Наконец, идеальная бесконтактная траектория с короткой длиной и идеальным временем 

движения в совместном пространстве планируется с помощью GA, а ее динамические характе-

ристики удовлетворяют требованиям точности. Кроме того, предложенный метод имеет широ-

кую расширяемость. После многократного разложения траекторий и вычисления точек соеди-

нения манипулятор может избежать препятствий в очень сложных условиях. Моделирование 

выполняется на платформе имитатора космического манипулятора. Результаты показывают, 

что метод является стабильным и эффективным, а генерируемая траектория удовлетворяет осо-

бым требованиям к производительности космического манипулятора. 

В статье [7] представлено несколько практических алгоритмов планирования движения 

манипуляторов мобильных роботов, разработанных с общей базой генерации траектории. Ме-

тоды сосредоточены на идее генерации графа траектории движения, который учитывает вы-

числительные и временные ограничения вычислительной системы робота. Алгоритм генерации 

траектории использует стратегии выборки для локальных поисковых графов с учетом инфор-

мации об окружающей среде для обхода препятствий в объемном пространстве на основе эври-

стического поиска.  

Методы исследования. В изложенных работах [4-7] планирование траектории движе-

ния манипулятора способно находить допустимые решения, однако ни один метод не находит 

оптимальную траекторию в реальном времени. 

Для устранения данных проблем предлагается аналитический метод планирования тра-
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ектории движения, основанный на вычислении промежуточных положений манипулятора и 

выбора оптимальной траектории перемещения по критерию энергоэффективности. 

Начальные условия. Для планирования траектории движения необходимо иметь инфор-

мацию о препятствиях в рабочем поле манипулятора. Современные устройства, сканирующие 

трехмерное пространство (лазерный 3D-сканер, камера глубины), позволяют получить инфор-

мацию об окружающей среде в виде массива точек трехмерного пространства, соответствую-

щих некоторым точкам реальных объектов. 

Существующие алгоритмы кластеризации позволяют из полученного массива точек вы-

делить отдельные объекты и представить их в виде сфер (координат их центров и радиусов, 

например, алгоритм FOREL). Таким образом задача обхода препятствий поставлена следую-

щим образом: необходимо найти такие положения звеньев манипулятора, при которых рассто-

яние от любой точки манипулятора до центров сфер, представляющих объекты реального мира, 

больше либо равно их радиусу. 

Поскольку ограничения накладываются на каждую точку манипулятора, можно решить 

данную задачу для отдельного звена, а затем применить аналогичную методику к остальным 

звеньям, независимо от их числа. Таким образом, предлагаемый метод не зависит от конкрет-

ного аппаратного исполнения манипулятора. 

Исходными данными являются: 

 начальное положение манипулятора, представленное координатами его узловых точек 

(плечевой, принятый за начало отсчета, локтевой и запястный суставы, а также рабочее 

окончание); 

 конечное положение рабочего окончания (в виде координат соответствующей точки); 

 информация о препятствии (представленного в виде сферы, известны координаты еѐ 

центра и радиус). 

Целью данного метода является получение траектории движения манипулятора, с усло-

вием обхода единственного препятствия, представленного в виде сферы. Случай с несколькими 

препятствиями в данной статье не рассматривается, однако создаются предпосылки для рас-

пространения метода на более сложные ситуации. 

Обсуждение результатов. Под обходом препятствия предполагается, что при планиро-

вании траектории движения манипулятора отсутствуют общие точки междуповерхностью по-

ложений точек манипулятора и сферой препятствия. Т.е. расстояние между ближайшей точкой 

траектории движения манипулятора и точкой центра сферы препятствия больше радиуса. Для 

учета неточностей расчета и погрешности работы оборудования к радиусу препятствия может 

быть прибавлена некоторая величина допуска, однако формулировку условия данное дополне-

ние не меняет. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи: 

 определить метод расчета минимального расстояния от произвольного звена до центра 

препятствия; 

 найти конечное положение манипулятора из условия минимума энергопотребления; 

 задать аналитически траектории окончаний звеньев манипулятора; 

 определить метод нахождения того, задевает ли манипулятор в процессе движения пре-

пятствие; 

 задать алгоритм изменения траектории манипулятора для обхода препятствия; 

 определить метод отклонения звеньев от препятствия; 

 провести анализ предложенного метода. 

Метод расчета минимального расстояния от произвольного звена до центра препятствия. 

Пусть имеется произвольные звено в виде отрезка    и сфера с центром в точке   и ра-

диусом  . Рассмотрим плоскость, проходящую через точки      . В данной плоскости прове-

дем перпендикуляры через точки   и  , перпендикулярно звену   , которые делят плоскость 

на области  ,  ,  , как показано на рисунке 1. 
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Рис. 1. Варианты расположения центра сферы 

Fig. 1. Variants of the location of the center of the sphere 

 

Очевидно, что в случае нахождения центра сферы в области  , например, в точке   , 

наименьшее расстояние от центра сферы до точек звена    равно длине отрезка 

   .Аналогично, для области   данное расстояние равно длине отрезка    . 

В случае нахождения центра сферы в области  , например,в точке   , минимальное рас-

стояние равно расстоянию между данной точкой и прямой, проходящей через отрезок   . Дан-

ное расстояние может быть найдено по формуле расстояние между точкой и прямой: 

 

 

  
|  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |

|  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
        (1) 

 

Таким образом, задача сводится к определению области нахождения центра сферы. 

В случае нахождения центра сферы в области  , включая разделительный перпендику-

ляр, угол между векторами   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ и    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ неострый, таким образом, скалярное произведение 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗     
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ неположительно. 

Аналогично, для области  , включая разделительный перпендикуляр, скалярное произ-

ведение   ⃗⃗⃗⃗  ⃗     
⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  неотрицательно. 

Таким образом, минимальное расстояние от точек звена    до центра сферы   может 

быть найдено по формуле: 

 

  

{
 
 

 
 |  ⃗⃗⃗⃗  ⃗|        ⃗⃗⃗⃗  ⃗     

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    

|  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |

|  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
        ⃗⃗⃗⃗  ⃗     

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗        ⃗⃗⃗⃗  ⃗     
⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    

|  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|        ⃗⃗⃗⃗  ⃗     
⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    

   (2) 

 

А условие успешного обхода препятствия для данной статичной ситуации принимает 

вид: 

 

                                                                 (3) 
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Предложенную методику можно распространить на произвольное количество звеньев. 

Задача нахождения первого приближения конечного положения манипулятора 

Для поиска первого приближения конечного положения манипулятора в виде углов Эй-

лера для двигателей шарниров, необходимо воспользоваться методом решения обратной задачи 

кинематики для трехзвенного манипулятора с 7-ю степенями подвижности по критерию мини-

мизации энергопотребления.  

В общих условиях задача формулируется как поиск углов Эйлера для двигателей шар-

ниров используя данные о начальном            и конечном                положении ко-

ординат звеньев, которые находятся решением задачи нелинейной оптимизации [8-22]. 

Целевая функция представлена в виде:                                  
                                         , 

где                                                         – усредненные показа-

тели мощности потребляемого электрического тока для двигателей шарниров; а      
                       углы Эйлера двигателей для поворота звеньев манипулятора. 

Целевая функция оптимизации выводит суммарную потребляемую мощность двигате-

лей при выполнении перемещения манипулятора в заданную точку.  

Задача определения функций от времени для координат узловых точек. 

Т. к. точка плечевого сустава принята за начало отсчета, еѐ координаты имеют постоян-

ное значение, независимо от времени: 

 

                      

                                                          (4) 

                
 

Для нахождения уравнений остальных узловых точек перейдем к рассмотрению систем 

координат, связанных с узловыми точками. Будем считать, что в процессе движения происхо-

дит смещение начала координат соответствующих систем относительно глобальной системы 

координат, связанной с точкой  , при этом оси остаются сонаправленными соответствующим 

осям глобальной системы координат, как показано на рис.2. 
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Рис. 2 Связанные системы координат манипулятора 

Fig. 2 Associated coordinate systems of the manipulator 

 

 

Рассмотрим точку   в системе координат     . Перейдем от декартовых координат к 

сферическим, отсчитывая азимутальный угол от оси   , а зенитный от оси   , как показано на 

рисунке 3. 
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Рис. 3 Сферическая система координат манипулятора 

Fig. 3 Spherical coordinate system of the manipulator 

 

Тогда, формулы перевода имеют следующий вид: 

 

                  
  |  ⃗⃗⃗⃗  ⃗|  

  
  

{
 
 

 
        (

   

√   
     

 
)             

         (
   

√   
     

 
)             

 

                                  
        (

   

√   
     

     
 
)   (5) 

где нижний индекс обозначает точку, координаты которой вычисляются, а верхний – 

точку, в которой расположено начало координат. 

По данным формулам можно найти угловые координаты точки   относительно сфери-

ческий системы координат, связанной с точкой   в начальном и конечном состоянии –   
  

   
    

  (так как длина звена остается неизменной),    
 ,    

 ,    
 ,    

 . 

Примем время движения из начального положения в конечное равным единице, а также, 

что угловые скорости изменения сферических координат постоянны, тогда зависимость угло-

вых координат от времени можно записать в следующем виде: 

 

   
        

    (   
     

 )  

  
       

        
     

    
(6) 

Перейдя обратно в декартову систему координат можно получить уравнения для прямо-

угольных координат: 

   
       

         
            

       
  

       
         

            
       

  
       

         
       

(7) 

Аналогично можно получить уравнения в декартовых координатах для точки   относи-

тельно точки  , и точки   относительно точки  . 
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Тогда временная зависимость декартовых координат точки   в абсолютной системе ко-

ординат будет иметь вид: 

 

         
       

       
       

      
        

       
       

       
      

        
       

       
       

      

(8) 

 

Подобным образом можно найти функции от времени координат остальных узловых то-

чек. 

Метод нахождения того, задевает ли манипулятор в процессе движения препят-

ствие. 

Данную задачу можно представить, как оптимизационную, где изменяемой переменной 

является время движения, имеющее значения в диапазоне от 0 до 1, от которого зависят коор-

динаты узловых точек в виде функций, определенных ранее. Данную оптимизацию необходимо 

провести для каждого звена, целевой функцией которой является минимум расстояния до цен-

тра препятствия, определяемого согласно методу, приведенному ранее. В случае, если мини-

мум для каждого звена больше радиуса препятствия, можно считать движение обходящим пре-

пятствие, в противном случае необходимо изменить траекторию согласно алгоритму, приве-

денному ниже. 

Алгоритм изменения траектории манипулятора для обхода препятствия. 

Рассмотрим простейший случай изменения траектории однозвенного манипулятора, со-

стоящего из звена   . 

Пусть точка   звена перемещается из положения    в положение    напрямую, проходя 

при этом через препятствие. По описанной ранее методике мы можем найти точку    , в кото-

рой расстояние от звена до центра препятствия будет минимальным, по известному времени 

для данной точки и функции координат точки   от времени. Данная ситуация изображена на 

рис.4. 
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Рис. 4 Прохождение звена    через препятствие 

Fig. 4 Passing the link AB through an obstacle 

 

В приведенной на рис.4 ситуации звено проходит «над» центром препятствия, и для 

коррекции траектории необходимо поднять его ещѐ «выше». Для этого воспользуемся следую-

щим приемом: 

1. Рассмотрим плоскость, проходящую через отрезок      и центр сферы. В данной плос-
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кости осуществим поворот звена вокруг точки   так, чтобы звено не проходило через 

сечение сферы данной плоскостью. Данное новое положение звена    является проме-

жуточным, через которое должен пройти отрезок по пути из начального в конечное. 

2. Проанализируем движение из начального положения в промежуточное и из промежу-

точного в конечное. Если при движении между двумя состояниями звено снова прохо-

дит через препятствие, вводим ещѐ одно промежуточное положение аналогично перво-

му пункту и снова проверяем движения на обход препятствия. 

Рассмотрим более сложный случай изменения траектории трехзвенного манипулятора. 

Изменение траектории также начнем со звена   , как самого ограниченного в переме-

щении (т. к. сочление   жестко закреплено) и энергозатратного (т. е. его перемещения должны 

быть минимальны). 

Алгоритм изменения его траектории аналогичен предыдущему случаю, но дополнен не-

которыми действиями с последующими звеньями. 

1. По заданному начальному положению манипулятора и конечной точке рабочего окон-

чания оптимизационными методами проводится расчет положения узловых точек мани-

пулятора в конечном положении. 

2. Анализируется возможность прямого перемещения из начального положения в конечное 

в обход препятствия. В случае его невозможности вводится дополнительное промежу-

точное состояние. После смещения в это состояние звена    также проводится провер-

ка, не проходит ли звено    через препятствие. В случае если проходит, производится 

его поворот аналогично звену   . Те же самые действия производятся со звеном   . 

Если данный шаг выполняется после первого, обозначим введенное состояние как пер-

вое промежуточное состояние. 

3. Проводится проверка возможности прямого движения из начального состояния во вве-

денное на первом шаге промежуточное. Если прямое движения невозможно, вводятся 

дополнительные промежуточные состояния до тех пор, пока манипулятор не сможет 

попасть в первое промежуточное состояние. 

4. После того, как построена траектория перевода звена    из начального состояние в пер-

вое введенное промежуточное, проверка на возможность движения и введение дополни-

тельных состояний проводится для звена   , при этом также производится коррекция 

звена   , при необходимости. 

5. Затем аналогичным образом проводится коррекция движения звена   . 

6. После построения траектории перемещения манипулятора из исходного положения в 

промежуточное осуществляется построение траектории по алгоритму начиная с первого 

шага, куда вместо начального положения подставляется первое промежуточное. 

Алгоритм в виде блок-схемы приведен на рис.5. 

Метод отклонения звеньев от препятствия 

Рассмотрим произвольное звено   , с известными точками начала             и кон-

ца            , проходящее в некоторый момент времени через препятствие, представленное 

сферой с центром в точке             и радиусом  .  

Целью метода является нахождение ближайших положений звена в плоскости, прохо-

дящей через звено и центр сферы препятствия, которые позволят реализовать приведенный ра-

нее алгоритм. 
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Ввод дополнительного 

состояния

 
Рис. 5 Алгоритм изменения траектории 

Fig. 5 Algorithm for changing the trajectory 

 

Вид звена и препятствия в данной плоскости представлен на рис. 6. 

 

M
N

N1

N2

O

h

r

K1

K2

 
Рис. 6 Отклонение произвольного звена 

Fig. 6 Deviation of an arbitrary link 

 

Введем новую окружность с центром в точке   и радиусом    , где   – некоторый па-

раметр, влияющий на плавность траектории, как будет показано далее. Найдем отклонение зве-

на как отрезок, ближайшей к исходному звену касательной, проведенной из точки  . 
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Для этого необходимо найти точки касания    и   . Данные точки лежат в точках пере-

сечения сферы с центром в точке   и радиусом    , сферы с центром в точке   и радиусом 

     , а также плоскости, проходящей через центр окружности и звено   . Система урав-

нений для данных точек имеет вид: 

 

{

                               

                           
             

 (9) 

где                       ;          ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   – направляющий вектор плос-

кости;                  . 

Данная система уравнений имеет аналитическое решение, которое здесь не приводится 

ввиду его громоздкости. 

Для нахождения ближайшей к звену    касательной необходимо выбрать ту, у которой 

направляющий единичный вектор имеет большее по модулю скалярное произведение с векто-

ром звена: 

 

  

{
 
 

 
        

|   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |

 
|   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

 

       
|   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |

 
|   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

 

 (10) 

А затем отложить вдоль неѐ отрезок длиной   : 

 
   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  |  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗|
 (11) 

где    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   – искомый вектор отклоненного положения. 

 

a) б)
 

Рис. 7. Влияние параметра   на плавность траектории: 

а) большее значение; б) меньшее значение 

Fig. 7. Influence of the parameter h on the smoothness of the trajectory: 

a) greater importance; b) a smaller value 

Вывод. Метод планирования оптимальной траектории движения трехзвенного манипу-

лятора с 7-ю степенями подвижности в объемном пространстве, содержащем препятствие, об-

ладает гибкостью, которая достигается за счет варьирования введенного ранее параметра  . Его 

увеличение делает перемещение манипулятора более угловатым за счет уменьшения количе-

ства промежуточных состояний, что уменьшает вычислительные затраты, но также увеличива-

ет энергозатраты, уменьшая при этом скорость перемещения. Уменьшение параметра наоборот, 

уменьшает энергозатраты и увеличивает скорость, но также увеличивает вычислительные за-

траты, так как увеличивается количество промежуточных состояний и перемещение становится 

более гладким.  
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Однако при этом, для уменьшения расчетного времени предполагается использование 

параллельных вычислений при расчете углов Эйлера для двигателей во время перемещения 

между промежуточными точками, что значительно ускорит процесс вычисления. Иллюстриру-

ет данное высказывание рис. 7, на котором схематично приведены траектории некоторой точки 

при различных значениях  . При значении     траектория вырождается в кривую и примене-

ние предложенного метода не является оправданным. 
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