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Резюме: Цель. Исследование геомеханических явлений и процессов в массивах горных по-

род, проявляющихся при добыче полезных ископаемых, актуализирует поиск методов решения 

проблемы зональной дезинтеграции горных пород вокруг глубоких подземных выработок.  В 

условиях предельно малого объема выборки, в силу объективных обстоятельств, отсутствия 

большого числа месторождений, вопрос качества полученного результата очень актуален. 

Метод. В качестве решения проблемы, предлагается уточнить полученные результаты ме-

тодами численного ресамплинга, к которым относиться рандомизация, бутстреп и методы 

Монте-Карло. В силу специфики методов, особое внимание уделено числу бутстреп реализа-

ций, которые обратно пропорциональны размерности бутстреп выборки. Результат. Решена 

задача зональной дезинтеграции горных пород вокруг глубоких подземных выработок, для ко-

торой бутстреп методами получены уточненные оценки значимости аналитической зависи-

мости параметра периодичности функции дефектности от положения зон разрушения. В ка-

честве основного показателя в работе выбран коэффициент детерминации, который позволя-

ет определить наиболее подходящий вид исследуемой аналитической зависимости. Отклоне-

ние коэффициента детерминации в нелинейной модели стабильно не превышает 0,5% при лю-

бой объеме бутстреп выборки, в то время как в случае линейной модели отклонение меньше 

1% только при n122. Вывод. Полученные с помощью бутстреп методов, интервальные оцен-

ки коэффициентов детерминации, имеют существенное преимущество по сравнению с тради-

ционными подходами. Их качество напрямую зависит от числа бутстреп реализаций и объема 

бутстреп выборки. Последние особенно значимо в условиях рассмотрения предельно маленьких 

выборок данных, так как появляется возможность уменьшения размерности доверительных 

интервалов до заданного уровня при первоначальном уровне значимости результата. 

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда № 14-11-00079. 
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Abstract. Objectives The study of geomechanical phenomena and processes in rock massifs, 

manifested during the extraction of minerals, results in the need for research methods for solving the 

problem of zonal disintegration of rocks around deep underground excavations. In conditions of ex-

tremely small sample sizes, due to external circumstances, and the absence of a large number of de-

posits, the question of the quality of obtained results is very relevant. Methods  As a solution to the 

problem, it is proposed to refine the results obtained by using numerical resampling methods, which 

include randomisation, bootstrap and Monte Carlo methods. Due to the specifics of the methods, spe-

cial attention is paid to the number of bootstrapping implementations, which are inversely proportion-

al to the size of the bootstrap sample. Results  A solution to the problem of zonal disintegration of 

rocks around deep underground excavations is derived in which refined estimates of the significance 

of the analytic dependency of the defect function periodicity parameter on the position of the fracture 

zones are obtained using bootstrapping methods. The determination coefficient is chosen as the prima-

ry indicator in the work, allowing the most suitable form of the studied analytic dependency to be de-

termined. The deviation of the determination coefficient in the nonlinear model reliably does not ex-

ceed 0.5% for any bootstrap sample size, while in the case of the linear model the deviation is less 

than 1% only for n122. Conclusion  The interval estimates of the determination coefficients obtained 

by bootstrapping methods have a significant advantage in comparison with traditional approaches. 

Their quality is directly dependant on the number of bootstrap implementations and the volume of the 

bootstrapped sample. The latter is especially important in the context of considering extremely small 

data samples, since it becomes possible to reduce the dimension of confidence intervals to a given lev-

el at the initial significance level of the result. 
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Введение. Проведение современных статистических исследований очень часто сопро-
вождается различными предположениями, например, о подчинении выборки или еѐ остатков 
известным, а иногда удобным, законам распределения.  

Данные предположения в большинстве случаев, достаточно обоснованы, так как иссле-
дуемые явления в наблюдаемых процессах (социологические, экономические и т.д.) широко из-
вестны и имеют огромный объем генеральной совокупности. Однако при рассмотрениях более 
сложных или новых явлений, экспериментальные данные, которые весьма ограничены, допу-
щения такого рода не всегда корректны. Например, исследования геомеханических явлений и 
процессов в массивах горных пород, проявляющихся при добыче полезных ископаемых [1-7].  

Особое место среди них занимает задача зональной дезинтеграции горных пород вокруг 
глубоких подземных выработок [8-13]. В частности, в работах [14-15], на примере, задачи зо-
нальной дезинтеграции горных пород вокруг глубоких подземных выработок, методами стати-
стического анализа, проводится оценка значимости различных видов аналитической зависимо-
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сти, положения зон разрушения от параметра периодичности функции дефектности и предела 
прочности породы. В условиях предельно малого объема выборки, в силу объективных обстоя-
тельств, отсутствия большого числа месторождений, вопрос качества полученного результата 
очень актуален.  

В качестве решения проблемы, предлагается уточнить полученные результаты методами 
численного ресамплинга, к которому относиться рандомизация, бутстреп и методы Монте-
Карло [16]. Их основная идея состоит в многократной обработке случайно составленных выбо-
рок по экспериментальным данным, рассмотрении их под различными углами и сопоставлении 
полученных результатов.  

Достоинствами ресамплинг методов, является возможность отказа от не всегда обосно-
ванного предположения, о подчинении обрабатываемых данных нормальному закону распреде-
ления; обращение к непосредственному статистическому анализу, отражая изменения распре-
деления выборочных характеристик, в зависимости от неограниченного роста числа данных; 
получение более точных результатов, в силу уменьшения их оценки смещения. 

Постановка задачи. Обратимся к задаче о распределении поля напряжений вокруг вы-
работки круглого сечения, которая рассматривается как плоская и стационарная, в условиях не-
сжимаемости и гидростатичности нагружения на бесконечности: 

.0)(1








rr

rr

rr
 

Бигармоническое уравнение для функции дефектности определено как: 
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где rr – нормальное радиальное напряжение,  – нормальное тангенциальное 

напряжение, ∆ – оператор Лапласа,  – параметр периодичности модели.  
 
Решение для расстояния от центра выработке до точки массива, определенно в виде: 

),()()()( 000 rcKrbNraJrR    
где 000 ,, KNJ  – функции Бесселя, Неймана и Макдональда нулевого порядка [17]. 
В работе [18], по данной задаче, установлено, что зависимость параметра периодичности 

модели – , от положения середины первой зоны разрушения, измеряемой в относительных к 
радиусу выработок единицах – r, выражается в аналитическая зависимость линейного вида: 

.2310  r      (1) 
В работе [15], получена статистически обоснованная альтернативная модель, данной за-

висимости, нелинейного вида:  
).3669,1exp(381,50 r     (2) 

Отличительной особенностью этих моделей, является предельно маленькая выборка 
натурных данных.  

Поэтому, несмотря на их статистическую обоснованность и высокие коэффициенты де-
терминации R  (91,05% – линейный, 98,81% – нелинейный), вопрос уточнения полученных ре-
зультатов остается актуальным. 

Методы исследования. Проведем уточнение статистических оценок полученных моде-
лей, с помощью алгоритма построения бутстреп интервалов, описанного в работе [19], на при-
мере коэффициента детерминации.  

Исходные данные по месторождениям представим в виде множества пар 
   4,...1,,|  irzzZ iiii  . Тогда алгоритм построения бутстреп интервала коэффициента 
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детерминации, соответственно, примет вид: 
Шаг 1. Генератором случайных чисел построим бутстреповскую выборку, объемом n 

элементов, вытягивая на каждом шаге элементы из множества Z с повторением, случайным об-
разом, и формируя из них выборку вида: 

 121 ,..., 
nzzz  где .,...1, njZz j   

Шаг 2. Рассчитаем для полученной выборки бутстреповскую оценку коэффициента де-
терминации *

1
~
R . 

Шаг 3. Повторим предыдущие шаги B–раз, сформировав в результате набор коэффици-
ента детерминации **

2
*
1

~,...~,~
BRRR . 

Шаг 4. Отсортируем набор коэффициента детерминации **
2

*
1

~,...~,~
BRRR  в порядке воз-

растания. 
Шаг 5. Определим доверительный интервал бутстреп распределения по формуле 

  


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В силу специфики метода, особое внимание необходимо уделить числу бутстреп реали-
заций, которые обратно пропорционально размерности бутстреп выборки [20].  

По результатам предварительных бутстреп реализаций на различных объемах бутстреп 
выборок (рис 1.), установлено, что в нашем случае их число должно быть не менее 10000. 

 

 

Рис. 1. Результат бутстреп реализаций по оценки R
~

 линейной модели при 
4102..1 B  и различ-

ном объеме бутстреп выборки n=4; 20; 40; 200 (слева на право) 

Fig.1. The result of the bootstrapping of the realizations for estimating the linear model at 

4102..1 B and different bootstrap volumes of the sample n = 4; 20; 40; 200 (from left to right) 

Обсуждение результатов. Используя алгоритм построения бутстреп интервалов, по-
строим бутстреп интервалы коэффициентов детерминации рассмотренных моделей с числом 
бутстреп реализаций 510B  и уровнем значимости =0,1.  
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Рис. 2. Бутстреп интервалы коэффициента детерминации при =0,1  

(I – линейная модель, II– нелинейная модель) 

Fig. 2. Bootstrap intervals of the coefficient of determination for = 0,1 

(I - linear model, II-nonlinear model) 

 
Доверительные интервалы, полученные по исходной выборке, традиционным методом 

(3), в разы превосходят по своей протяженности бутстреп интервалы (таб. 1). В линейной моде-
ли, в случае максимально рассмотренной бутстреп выборки, доверительный интервал в 63,4 ра-
за длиннее бутстреп интервала, в нелинейной – 409 раза. 
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где t  – табличное значение t-критерием Стьюдента при заданном уровне значимости 
[21]. 

Таблица 1. Сравнительная таблица доверительных и бутстреп интервалов 

Table 1. Comparison table of confidence and bootstrap intervals 

 

Модель Доверительный 
интервал Бутстреп интервал 

Отношение 
длин  

интервалов 

Линейная  [0,113; 1] 
n=50 [0,883; 0,914] 28,6 
n=125 [0,896; 0,914] 49,3 
n=200 [0,900; 0,914] 63,4 

Нелинейная  [0,591; 1] 
n=50 [0,991; 0,994] 136,3 
n=125 [0,993; 0,994] 409 
n=200 [0,993; 0,994] 409 

Дальнейшее рассмотрение бутстреп полуинтервала в виде процента от его средины (рис. 
3), позволило установить, что отклонение коэффициента детерминации в нелинейной модели 
стабильно не превышает 0,5% при любой объеме бутстреп выборки, в то время как в случае ли-
нейной модели отклонение меньше 1% только при n122. 
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Рис. 3. Зависимость отклонения оценки коэффициента детерминации от границ бутстреп 

интервала от размерности бутстреп выборки  

(I – линейная модель, II– нелинейная модель) 

Fig. 3. Dependence of the deviation of the estimation of the determination coefficient from the 

bootstrap interval boundaries on the bootstrap sample size 

 (I - linear model, II - nonlinear model) 

 
Вывод. Полученные с помощью бутстреп методов интервальные оценки коэффициентов 

детерминации, имеют существенное преимущество по сравнению с традиционными подходами. 
Их качество напрямую зависит от числа бутстреп реализаций и объема бутстреп выборки. По-
следние особенно значимы в условиях рассмотрения предельно маленьких выборок данных, так 
как появляется возможность уменьшения размерности доверительных интервалов до заданного 
уровня при первоначальном уровне значимости результата.  

В традиционных статистических методах, данный эффект достигается посредством уве-
личения исходной выборки, что требует сбора дополнительных данных, который не всегда воз-
можен или финансовых затрат, как в нашем случае.  

С другой стороны, уменьшение размерности доверительного интервала возможно в ре-
зультате понижения статистической значимости, что в общем случае не всегда позволяет полу-
чить необходимые нижнюю и верхнюю оценки пределов, но приводит к существенному пони-
жению надежности результата. 

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда № 14-11-00079. 
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