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Резюме. Цель. Рассматривается вопрос физического моделирования напряжений в со-

ставном объемном теле вращения сложной формы при сложном распределении нагрузок. Со-

гласно критериям подобия, напряжения, деформации и перемещения от объемных сил снижа-

ются пропорционально масштабу подобия геометрических размеров, что усложняет их пря-

мое моделирование методом фотоупругости с использованием моделей из широко применяе-

мых эпоксидных материалов. Метод. На основании принципа независимости действия сил ис-

ходная задача представлена в виде суммы двух задач. В первой однородной задаче напряжения 

в теле вращения от центробежных сил моделируются обычным методом «замораживания». 

Для решения второй неоднородной задачи производится «замораживание» напряжений в обла-

сти модели, соответствующих действующим в ней центробежным силам. При комнатной 

температуре к ней приклеиваются модели, находящиеся в естественном состоянии, и произ-

водится «отжиг» составленной модели. Результат. Получены картины полос в срезах и ком-

поненты радиальных, тангенциальных и осевых напряжений на контурах в сечениях моделей 

методами нормального просвечивания и численного интегрирования уравнения равновесия. По 

критериям моделирования установлена формула перехода от напряжений в моделях к напря-

жениям в натурной конструкции. Получены результаты анализа влияния соотношения плот-

ностей материалов, из которых составлено тело, на напряженное состояние всей конструк-

ции.  

Вывод. Осевые напряжения по сравнению с радиальными и тангенциальными имеют не-

значительную величину, кроме того, отношение плотностей составного тела оказывает как 

количественное, так и качественное влияние на напряженное состояние конструкции. 

Ключевые слова: физическое моделирование, напряжения, составное объемное тело 

вращения, центробежные силы, метод фотоупругости, метод «замораживания» 
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Abstract. Objectives The problem of physically modelling stresses in a compound solid body of 

revolution having a complex shape and with a complex load distribution is considered. According to 

the similarity criteria of stress, deformations and displacements from the volume forces decrease pro-

portionally to the scale of similarity of geometric dimensions, which complicates their direct modelling 

by the photoelasticity method typically using models made from epoxy materials. Methods Based on 

the principle of the independent action of the forces, the initial problem is represented as the sum of 

two problems. In the first uniform problem, the stresses in the body of revolution from the centrifugal 

forces are simulated by the conventional “freezing” method. In order to solve the second nonuniform 

problem, the stresses in the region of the model, corresponding to the acting centrifugal forces, are 

“frozen”. The models are glued in a natural state at room temperature, and the compound model is an-

nealed. Results The band patterns in sections as well as components of radial, tangential and axial 

stresses on contours and in sections of models are obtained by the methods of normal transmission and 

numerical integration of the equilibrium equation. According to the modelling criteria, the formula for 

the transition from stresses in models to stresses in the natural structure is established. The results of 

the analysis of the effect of a body's material density ratio on the stress state of the entire structure are 

obtained. Conclusion  Axial stresses have insignificant value as compared to radial and tangential 

stresses; in addition, the ratio of the densities of the compound body has both a quantitative and quali-

tative influence on the stress state of the structure. 

Keywords: physical modelling, stresses, compound solid body of revolution, centrifugal forces, 

photoelasticity method, “freezing” method 
 

Введение. Моделирование задач механики деформируемого твердого тела осуществля-
ется с помощью критериев подобия, на основании которых составляется модель, определяются 
условия нагружения, и осуществляется переход от замеренных на модели величин к соответ-
ствующим величинам натурной конструкции [1-5].  

Множители подобия напряжений  tK , деформаций  tK , перемещений  tKu , геомет-
рических размеров LK , объемных сил  tKF и модуля упругости EK при моделировании задач 
теории ползучести и задач теории упругости (в задачах теории упругости множители подобия 
становятся постоянными коэффициентами, т. е. масштабами подобия) связаны соотношениями 
[6]: 

                                       

 
 

1
tK

tKK FL



, 
 

 
1

E

FL

KtK

tKK



, 
 

 
1

2


Eu

FL

KtK

tKK
.      (1) 

 
Из соотношений (1) следует, что напряжения, деформации и перемещения от объемных 

сил снижаются пропорционально масштабу подобия геометрических размеров. Эта особен-
ность усложняет прямое моделирование даже самого простого вида объемных сил (массовых 
сил) методом фотоупругости с использованием моделей из широко применяемых эпоксидных 
материалов.  

Общие методы исследования напряжений и деформаций обычно регистрируют их с не-
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достаточной чувствительностью. При моделировании задач с разными характеристи-
ки  ,,, Е в областях тела, в отличие от задач, когда они в области всего тела имеют посто-
янную величину, требуется соблюдение дополнительных соотношений между множителями 
подобия (масштабами) [17]: 

 
1...21  nKKK  ,  

 EnEE KKK  ...21 ,     (2) 

       
     tKtKtK FnFF  ...21 ,  

      
1TK nKKK   ...21 ,  

где: n – число областей с разными характеристиками. 
Эти условия создают некоторые ограничения и трудности при использовании традици-

онных приемов. Они связаны с тем, что возможности получения оптически активных материа-
лов с разными характеристиками ограничены [3, 11]. 

Определенные возможности для решения таких задач открываются с использованием 
свойств полимеров, проявляемых в процессе полимеризации (методы полимеризации, стеснен-
ной усадки и фиксации температурных напряжений) [16]. Кроме того, разрабатываются мето-
ды, специально предназначенные для определения напряжений от действия механических 
нагрузок и температуры на моделях из стандартного оптически чувствительного материала в 
задачах с разными характеристиками в областях тела [1, 5, 7, 10, 18]. Сюда же примыкает метод 
механического моделирования температурных напряжений [2] и метод изучения напряжений на 
вязкоупругих моделях [19].  

Учитывая наличие этих методов, позволяющих получать эффективные решения, при 
рассмотрении задачи на действие объемных сил примем равенство характеристик  ,, Е в об-
ластях тела. 

Постановка задачи. В инженерной практике, особенно в машиностроении, все больше 
находят применение составные (композитные) конструкции (изделия), составленные из матери-
алов с разными объемными массами [9].  

В ранее проведенных экспериментальных исследованиях авторы ограничивались одно-
родными вращающимися телами [13,15]. Аналитическое определение напряженно-
деформированного состояния составных конструкций сводится к решению сложных систем 
дифференциальных уравнений в частных производных, прямое решение которых связано с 
большими математическими трудностями [4, 8, 12, 21-23].  

Таким образом, в настоящее время многие практически важные задачи для составных 
объемных тел не могут быть решены только теоретическим путем. В первую очередь к ним 
следует отнести определение напряженно-деформированного состояния составных конструк-
ций сложной формы и при сложном распределении нагрузок [14, 20]. 

Методы исследования. Рассмотрим объемное тело вращения, составленное из двух ма-
териалов с плотностями 1  и 2  (рис. 1).  

Данная составная конструкция вращается с угловой скоростью нат и находится под 
действием объемных центробежных сил 

                  xF нх
2

1 ,   уF ну
2

1 ,   0zF    в V1,      (3) 

xF нх
2

2 ,   уF ну
2

2 , 0zF    в V2.      (4) 
Решение исходной задачи, используя принцип независимости действия сил, представим 

в виде суммы двух задач: 
1. Во всей области составного тела (v=v1+v2) действуют объемные силы 

xF натх
2

2 ,   уF нату
2

2 ,   0zF    в V.                    (5) 
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2. Составное тело находится под действием объемных сил 
,)( 2

21 хF натx   ,)( 2
21 уF нату   Fz=0   в V1,     (6) 

Fx = Fy =Fz = 0   в V2        (7) 
 

 
Рис. 1. Составное тело вращения под действием центробежных сил 

Fig. 1. Composite body of rotation under the action of centrifugal forces 

При моделировании этих задач используется стандартный оптически чувствительный 
материал с характеристиками:  

Тзам = 1300С,   Езам = 20,0 МПа,   5,0зам ,   046,0)0,1(
0 зам  МПа. 

Напряжения в однородном теле вращения от центробежных сил в первой задаче модели-
руются обычным методом: в модели области V при вращении с угловой скоростью  мод про-
изводится «замораживание» напряжений, соответствующих искомым. 

Для решения второй задачи в модели области V1 производится «замораживание» напря-
жений, соответствующих действующим в ней центробежным силам. Далее к модели области V1 
при комнатной температуре приклеиваются модели области V2 , находящиеся в естественном 
состоянии, и производится «отжиг» составленной модели. 

На рис. 2 представлены картины полос в меридиональных срезах моделей при нормаль-
ном просвечивании.  

 
Рис. 2. Картины полос при нормальном просвечивании 

Fig 2. Samples of bands with normal X-ray radiation 



 Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 44, №4, 2017 
Herald of Daghestan State Technical University.Technical Sciences. Vol.44, No.4, 2017 

http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

12 
 

Методами нормального просвечивания срезов и численного интегрирования уравнения 
равновесия вдоль оси z были получены компоненты радиальных z , тангенциальных  и осе-
вых z напряжений на контурах и в двух сечениях моделей. Эпюры напряжений в моделях по-
казаны на рис. 3-5. 

 

 
 

Рис. 3. Эпюры напряжений r ,  и z  [МПа] в модели области V 

Fig. 3. Stress diagrams, r ,   and z [MPa] in the region V 

 

 
 

Рис. 4.Эпюры напряжений r ,  и z  [МПа] в модели области V1 

Fig. 4. Stress patterns r ,   and z [MPa] in the region model V1 
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Рис. 5. Эпюры напряжений r ,  и z [МПа] в модели,  составленной из областей V1  

и V2, после отжига 

Fig. 5. Stress diagrams r ,   and z  [MPa] in the model, composed of regions V1 and V2, af-

ter annealing 

 
Согласно критериям моделирования объемной статической упругой задачи получаем 

формулу перехода от напряжений в моделях к напряжениям в натурной конструкции: 









 ))(1(

)()()(2)(
мод

ij

мод

ij
мод

ijl
нат

ij ККККК   ,                             (8) 

 

               где: 
мод

натК



  ,

мод

К





1 ,   
мод

нат
l

l

l
К  ,   

1

2




К ; 

 

        
)(мод

ij  – напряжения в модели области V; 
 

        
)(мод

ij  – напряжения в модели области V1; 
 

          

)(мод

ij  – напряжения в модели, составленной из областей V1 и V2, после отжига. 
 

Обсуждение результатов. Проведенные экспериментальные исследования позволяют 
анализировать влияние соотношения плотностей материалов, из которых составлено тело, на 
напряженное состояние всей конструкции.  

Результаты анализа представлены на рис. 6 и 7. 
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Рис. 6. Влияние параметра 12 / K на напряжения r  и  [МПа] 

в сечении 21r  в долях KKK 
2

 

Fig. 6. Effect of the parameter 12 / K  on the voltage r  and and   [MPa] 

in section 21r  in fractions KKK 
2

 

 
Рис. 7. Влияние параметра 12 / K на напряжения r  и  [МПа] 

в сечении 41r  в долях KKK 
2

 

Fig. 7. Effect of the parameter 12 / K  on the voltage r  and and   [MPa] 

in section 41r  in fractions KKK 
2

 

Для рассмотренной конструкции результаты исследования показали: 

 напряжения z по сравнению с r и  имеют незначительную величину; 
 отношение плотностей составного тела оказывает как количественное, так и качествен-
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ное влияние на напряженное состояние конструкции. 
Следовательно, изменяя соотношение плотностей частей составного тела, т.е. подбирая 

материалы с различными объемными массами, можно изменять величину и распределение 
напряжений в том или ином сечении конструкции, что представляет большой практический ин-
терес. 

Предположим, что в рассматриваемой составной конструкции требуется, чтобы в точках 
контура, лежащих на стыке двух материалов, не возникали растягивающие радиальные напря-
жения.  

Растягивающих радиальных напряжений можно избежать соответствующим выбором 
отношения плотностей К. 

Предположив, что в формуле (8) 0)( нат
r , получим уравнение  

0))(1(
)()()(2 









мод

r

мод

r
мод

rl ККККК  ,                            (9) 

из которого, при известных в результате эксперимента величинах 
)(мод

r ,
)(мод

r и
)(мод

r , 

и 02 lККК  , найдем  
0,4К+0,5(1-К) = 0 

 
К=5 

Таким образом,  при  К5 растягивающих  радиальных напряжений в точках контура, 
лежащих на стыке двух материалов, не будет. 

Вывод. Поскольку с изменением отношений плотностей частей составного тела проис-
ходят существенные изменения, как в величинах, так и в распределении напряжений, то при 
исследовании подобных конструкций необходимо учитывать неравенство объемных масс мате-
риалов составного тела. 
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