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Резюме. Цель. Известный метод разрывных решений, применяемый при исследовании 

бесконечных и полубесконечных областей, обобщен при построении решений в рядах Фурье. 

Это позволяет свести задачу механики деформируемого твердого тела для ограниченной об-

ласти, содержащей разрезы или включения, к решению интегрального уравнения (или систе-

мы) относительно разрывов определяемых функций. Метод. Метод реализован в применении к 

решению задачи теории упругости для сечения трубы (плоская деформация), ослабленного 

внутренней радиальной трещиной. Труба нагружена гидростатическим давлением; на ее 

внутреннюю поверхность нанесено тонкое покрытие, улучшающее ее физико-механические 

свойства. Применяемы метод, в сочетании со стандартным интегральным преобразованием, 

может быть эффективно использован при построении разрывных решений трехмерных задач 

теории упругости. Результат. В качестве модели покрытия использованы специальным обра-

зом сформулированные граничные условия. С целью проверки адекватности принятой модели, 

проведен цикл численных экспериментов. В одних случаях, проведены расчеты сечения трубы с 

покрытием в конечно-элементных пакетах ANSYS и COMSOL. В других, с использованием ши-

роких возможностей пакета FlexPDE, была построена модель трубы без покрытия, но с при-

менением специальных граничных условий. Сравнение полученных результатов позволило удо-

стовериться в адекватности построенных моделей в определенном диапазоне геометрических 

и физических параметров. Вывод. Задача сведена к решению сингулярного интегрального 

уравнения с ядром Коши относительно производной скачка тангенциальной компоненты век-

тора перемещений на берегах трещины. Его решение строится методом коллокаций с заранее 

выделенной особенностью. Конечной целью исследования является определение значений ко-

эффициента интенсивности напряжений в вершинах трещины. 

Ключевые слова: ряд Фурье, трещина, труба, теория упругости, плоская деформация, 

напряжения, метод малого параметра,  метод коллокаций 
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Abstract  Objectives The well-known discontinuous solution method, used in the study of infi-

nite and semi-infinite domains, is generalised during the construction of solutions in Fourier series. 

This makes it possible to reduce the problem of the mechanics of a deformable solid for a limited re-

gion containing cuts or inclusions to the solution of an integral equation (or system) with respect to 

discontinuities of the functions being defined. Methods The method was implemented through the ap-

plication to the solution of the theoretical elasticity problem for a pipe section (plane deformation) 

weakened by an internal radial crack. The pipe was loaded with hydrostatic pressure and a thin coat-

ing is applied on its inner surface, improving its physical and mechanical properties. The applied 

method, combined with the conventional integral transformation, can be effectively used in the con-

struction of discontinuous solutions of three-dimensional problems of the theory of elasticity. Results 

Specially formulated boundary conditions were used as a coating model.  In order to verify the ade-

quacy of the adopted model, a series of numerical experiments was carried out. In some cases, calcu-

lations were carried out for the cross-section of a coated pipe in finite-element ANSYS and COMSOL 

software packages. In others, benefiting from the extensive capabilities of the FlexPDE software 

package, an uncoated pipe model was constructed, although using special boundary conditions. Com-

parison of the results obtained made it possible to ascertain the adequacy of the models constructed 

across a certain range of geometric and physical parameters. Conclusion The problem is reduced to 

the solution of a singular integral equation with a Cauchy kernel with respect to the derivative of the 

jump in the tangential component of the displacement vector on the crack edges. Its solution is deter-

mined by the collocation method with a pre-selected feature. The ultimate goal of the study is to de-

termine the values of the strain intensity coefficient at the apices of the crack. 

Keywords: Fourier series, crack, pipe, theory of elasticity, plane deformation, strains, small 

parameter and collocation methods 

 

Введение. Анализ мирового опыта расчета элементов с дефектами подтверждает обос-

нованность поиска эффективных методов расчета материалов с трещинами [1-16]. 

Постановка задачи Метод разрывных решений, применяемый при исследовании беско-

нечных и полубесконечных областей, обобщен при построении решений в рядах Фурье. Это 

позволяет свести задачу механики деформируемого твердого тела для ограниченной области, 

содержащей разрезы или включения, к решению интегрального уравнения (или системы) отно-

сительно разрывов определяемых функций.  

Метод реализован в применении к решению задачи теории упругости для сечения трубы 

(плоская деформация), ослабленного внутренней радиальной трещиной. Труба нагружена гид-

ростатическим давлением; на ее внутреннюю поверхность нанесено тонкое покрытие, улучша-

ющее ее физико-механические свойства. В качестве модели покрытия использованы специаль-

ным образом сформулированные граничные условия.  

С целью проверки адекватности принятой модели, проведен цикл численных экспери-

ментов. В одних случаях, проведены расчеты сечения трубы с покрытием в конечно-
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элементных пакетах ANSYS и COMSOL [6]. В других, с использованием широких возможно-

стей пакета FlexPDE, была построена модель трубы без покрытия, но с применением специаль-

ных граничных условий. Сравнение полученных результатов позволило удостовериться в адек-

ватности построенных моделей в определенном диапазоне геометрических и физических пара-

метров.  

Методы исследования. Задача сведена к решению сингулярного интегрального уравне-

ния с ядром Коши относительно производной скачка тангенциальной компоненты вектора пе-

ремещений на берегах трещины. Ее решение строится методом коллокаций с заранее выделен-

ной особенностью. Конечной целью исследования является определение значений коэффици-

ента интенсивности напряжений в вершинах трещины. 
Рассмотрим плоскую задачу теории упругости для ограниченной области l , 

21 ll   в произвольной ортогональной системе координат. Предположим, что компоненты 

вектора перемещений и их нормальные производные терпят разрыв на некотором отрезке вдоль 

одной из координатных линий 
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причем, две из этих четырех функций предполагаются известными, а две другие – под-

лежащими определению. 

Решение задачи строится в виде )( 1  kk
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При реализации разложений вида (2) в уравнениях равновесия (или движения) необхо-

димо предварительно определить вид разложений 
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При построении разрывных решений в тригонометрических рядах воспользуемся идеей 

обобщенного метода интегральных преобразований [1]. Если при определении коэффициентов 

разложений (3) разбить отрезок интегрирования на два  ll ,0*()0*,    и применить 

формулу интегрирования по частям, то, сучетом введенных обозначений (1.1), непосредствен-

ные вычисления позволяют выразить коэффициенты разложений (3) через 
ikiki Xba ,,  и 

i   (k= 

0, 1, 2, …; i= 1, 2): 
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r = 
b 

r = a 

O 
cd = 0 

В результате система уравнений равновесия (или движения) распадается на бесконеч-

ную последовательность систем обыкновенных дифференциальных уравнений для каждой из 

гармоник. Очевидно, граничные условия задачи на координатных линиях 1l , 2l  предва-

рительно должны быть представлены в виде соответствующих разложений. 

Полученные частные решения краевых задач для каждой из гармоник суммируются в 

ряды, после чего представляется возможным удовлетворить двум заданным условиям вдоль 

линий разрыва. Описанный алгоритм позволяет в общем случае свести задачу к системе пары 

интегральных уравнений второго рода относительно двух функций из (1), подлежащих опреде-

лению. Очевидно, в случае симметрии задачи относительно координатной линии *  , меж-

ду двумя неизвестными функциями из (1) можно установить простую связь и одну из них ис-

ключить из рассмотрения, а каждое из разложений (2), (3) будет содержать только четные (или 

нечетные) гармоники. Заметим, что описанный метод, в сочетании со стандартным интеграль-

ным преобразованием, может быть эффективно использован при построении разрывных реше-

ний трехмерных задач теории упругости. В качестве примера подобного сочетания можно 

назвать работу [2], где вдоль оси, пересекающей разрез, применяется обобщенное интегральное 

преобразование Фурье, а вдоль оси, где все определяемые функции являются гладкими – стан-

дартное интегральное преобразование Фурье. 

Кольцевая область с покрытием, ослабленная радиальным разрезом. Рассмотрим 

задачу о плоской деформации упругого кольца bra  , содержащего разрез вдоль луча 0  

на интервале drc  . На внутренней границе кольца, усиленной тонким гибким покрытием 

толщины h, действует гидростатическое давление интенсивности p ; внешняя граница    

   свободна от внешних воздействий. Очевидно, при такой нагрузке трещина будет находиться 

в раскрытом состоянии, и ее берега предполагаются свободными от напряжений (рис.1). 

 

 

 

Рис. 1. Кольцевая область с покрытием, ослабленная радиальным разрезом 

Fig. 1. Coated ring region, weakened by radial incision 

В качестве математической модели тонкого покрытия, сформулируем специальные гра-

ничные условия на внутренней границе кольца, при     [3]: 
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На внутренней границе кольца, при    , имеем: 

 

,)1( pr  0)2(  r                      (6) 
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Верхний индекс соответствует основному материалу кольца (1) и покрытию (2). В даль-

нейшем, отсутствие верхнего индекса соответствует материалу кольца. Решение уравнений 

равновесия в цилиндрической системе координат, в силу симметрии задачи относительно луча 

0 , будем строить в виде 
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 Здесь ),( ru  и ),(  r  – соответственно, радиальная и тангенциальная составляющие 

вектора перемещений в полярной системе координат. Коэффициенты разложений (5) имеют 

обычный вид: 
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Здесь задача сводится к определению функций 
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на интервале  drc  , 0 . Будем считать, что вне этого интервала функции X  и   

тождественно обращаются в нуль. 

Компонента   
 r

 тензора напряжений на берегах трещины обращается в нуль. Этот факт 

позволяет установить зависимость между скачками (6) и исключить функцию   из рассмотре-

ния )/(2  rXr . 

Коэффициенты разложений Фурье функций 
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в силу рассуждений, приведенных выше, будет иметь вид  

kk kbXc  1  , 
kk kae     (9) 

kk akXrrd 2112 )(   ,  
kk bkXkg 21    

В результате получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений для каж-

дой гармоники разложений (5): 
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где k= 0, 1, 2, . . . , 00 b ;здесь и далее v  – коэффициент Пуассона, E– модуль упругости 

основного материала кольца.  

Общее решение системы (8) строится методом вариации произвольных постоянных и 

имеет вид: 
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Постоянные )4,,1( iCik
 определяются в результате выполнения граничных условий 

(5), (6). Отметим, что аналогичная постановка задачи без учета покрытия была исследована ра-

нее в [4-5] на основе описанного подхода. Удовлетворение граничному условию свободных бе-

регов трещины позволяет свести задачу к решению сингулярного интегрального уравнения I 

рода с ядром Коши: 
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В предельном случае, когда толщина покрытия h стремится к 0, получаем (12) соответ-

ствующие соотношения [4]. 

Последующее построение решения полученного уравнения реализуется двумя способа-

ми: методом малого параметра и методом коллокаций. Это, в свою очередь, позволяет опреде-

лить значения коэффициента интенсивности напряжений в окрестности вершин трещины – 

важнейшей характеристики в механике разрушения.  
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С целью проверки адекватности принятой модели, проведен цикл численных экспери-

ментов. В данном случае, в конечноэлементном пакете ANSYS, строится конечно-элементная 

модель сечения трубы, усиленной тонким внутренним покрытием.  

На внутреннюю поверхность трубы действует гидростатическое давление. Материал 

трубы – сталь ( v 0.28, E=210 ГПа), материал покрытия – вольфрам ( v 0.29, E= 350 ГПа).  

Особое внимание уделено детализации сетки конечных элементов в области покрытия. 

Тип конечного элемента установлен как Quadrilateral. В пакете COMSOL построена ана-

логичная конечно-элементная модель. Сетка конечных элементов в области соединения покры-

тия и трубы значительно детализирована. В данном случае тип конечного элемента установлен 

как Triangular. Также в пакете FlexPDE была построена модель трубы с покрытием, соответ-

ствующая двум предыдущим моделям. 

На успех решения задачи с применением метода конечных элементов влияет то, 

насколько точно геометрия, граничные условия и поведение материала модели соответствует 

действительности. Ошибки формулировки имеют место, если конечные элементы неточно опи-

сывают поведение физической задачи. Выбор походящего типа элемента и сетки уменьшают 

ошибки формулировки.  При этом, формулировка граничных условий является наиболее кри-

тичным шагом анализа. В то же время числовые ошибки обычно более редки по сравнению с 

ошибками формулировки и дискретизации. Стоит обратить внимание на то, что количество ко-

нечных элементов в трех построенных моделях различается незначительно, а их тип в крайне 

малой степени влияет на полученное решение. 

Обсуждение результатов. Проведен ряд расчетов моделей, при этом толщина покрытия 

варьировалась в пределах от 1 до 10% относительно толщины стенки трубы.  Общее количе-

ство расчетов моделей составляет 4500. В связи с повышенными требованиями к вычислитель-

ным ресурсам было принято решение о применении системы распределенных вычислений (ло-

кальной grid-системы). 

Для проведения в дальнейшем анализа результатов были получены значения напряже-

ний внутри объекта, а также на его внешней и внутренней поверхностях.  

Проанализировав полученные результаты можно сделать вывод о том, что построенные 

модели средствами FlexPDE, ANSYS и COMSOL идентичны, а уравнения, применяемые при 

моделировании (FlexPDE), адекватно отражают поставленную задачу.  При этом погрешность 

решений составляет от 0,1% до 2,5%, что позволяет говорить о достоверности полученных ре-

зультатов и возможности дальнейшего моделирования граничных условий. Во втором случае, с 

использованием широких возможностей пакета FlexPDE, была построена модель трубы без по-

крытия, но с применением специальных граничных условий. 

Вывод. Сравнение полученных результатов позволило удостовериться в адекватности по-

строенной модели. При этом погрешность решения составляет от 1% до 2,5% при толщине мо-

делируемого покрытия до 5% относительно толщины стенки трубы. 
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