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Резюме: Цель. Проведено компьютерное моделирование антиферромагнитных струк-

тур описываемых трехвершинной моделью Поттса на треугольной решетке с учетом анти-

ферромагнитных обменных взаимодействий между ближайшими J1 и вторыми соседями J2. 

Основной целью компьютерного моделирования являлось выяснение основного состояния и об-

ластей влияний фрустраций на термодинамические и магнитные свойства антиферромаг-

нитных структур описываемых низкоразмерной моделью Поттса. Метод. Компьютерное 

моделирование проведено на основе метода Монте-Карло. При этом рассматриваемый метод 

реализуется с применением алгоритма Метрополиса в сочетании с кластерным алгоритмом 

Вольфа. Компьютерное моделирование проводилось для низкоразмерных систем с периодиче-

скими граничными условиями и линейными размерами L=24124. Результат. На основе анали-

за теплоемкости и энтропии, показано, что в рассматриваемой модели с величинами взаимо-

действий обменных параметров J1<0 и J2<0 в интервалах изменений величины 0r<0.2 и 

1.0<r2.0 (r=J2/J1) наблюдаются фазовые переходы. В промежуточном интервале 0.2r1.0 

фазовый переход отсутствует, и наблюдаются фрустрации. Для всех рассмотренных систем 

с линейными размерами L получены температурные зависимости термодинамических пара-

метров, таких как теплоемкости, восприимчивости, и энтропии. Обсуждается поведение 

этих параметров, как при низких, так и при высоких значениях температур. На основе приме-

нения метода кумулянтов Биндера четвертого порядка определены температуры фазовых 

переходов. Вывод. Показано, в каких случаях в зависимости от величины r в моделируемой си-

стеме наблюдается фазовый переход, а в каких - фрустрации. Доказано, что конкуренция об-

менных параметров первых и вторых ближайших соседей в интервале изменений параметра r 

0.2r1 приводит к вырождению основного состояния рассматриваемой структуры и в рас-

сматриваемом интервале наблюдаются фрустрации. На основе полученных данных построена фазовая 

диаграмма в зависимости от температуры фазового перехода и величины отношения r. 

Ключевые слова: фрустрации, фазовые переходы, модель Поттса, треугольная решетка 
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Abstract. Objectives A computer simulation of the antiferromagnetic structures described by 

the three-vertex Potts model on a triangular lattice is performed, taking into account the antiferro-

magnetic exchange interactions between the nearest J1 and second J2 neighbours. The main goal of 

the computer simulation was to elucidate the effects of ground state and areas of frustration on the 

thermodynamic and magnetic properties of antiferromagnetic structures described by the low-

dimensional Potts model. Method The computer simulation is based on the Monte Carlo method. This 

method is implemented using the Metropolis algorithm in combination with the Wolff claster algo-

rithm. The computer simulation was carried out for low-dimensional systems with periodic boundary 

conditions and linear dimensions L = 24124. Results On the basis of heat capacity and entropy 

analysis, phase transitions were observed in the considered model to possess exchange interaction pa-

rameters J1 <0 and J2 <0 in the variation intervals 0r<0.2 and 1.0<r2.0 (r=J2/J1). In the interme-

diate interval 0,2r1,0 there is no phase transition, and frustrations are observed. The temperature 

dependences of thermodynamic parameters, such as heat capacity, susceptibility and entropy, were 

obtained for all considered systems with linear dimensions L. The behaviour of these parameters, both 

at low and high temperatures, is discussed. The temperatures of the phase transitions are determined 

using the Binder fourth-order cumulant method. Conclusion Cases are shown in which, depending on 

the r-value, either a phase transition or a frustration is observed in the simulated system. It is proved 

that the competition between the exchange parameters of the first and second nearest neighbors in the 

r variation interval 0,2r1,0 leads to a degeneracy in the examined structure ground state; frustra-

tions are additionally observed in the interval under consideration. On the basis of the obtained data, 

a phase diagram is constructed depending on the phase transition temperature and r-ratio. 

Keywords: frustrations, phase transitions, Potts model, triangular lattice 

 

 

Введение. В последние двадцатилетие интенсивно обсуждаются фазовые переходы 

(ФП) и критические явления (КЯ) в магнетиках, описываемых двумерными (2D) решеточными 

моделями Изинга и Поттса [1-3]. Это обусловлено тем, что низкоразмерные решеточные 

модели на треугольной решетке описывают большой класс реальных физических систем: 

слоистые магнетики, пленки жидкого гелия, сверхпроводящие пленки, адсорбированныe 

пленки и др. [4-10]. Атомы в узлах треугольной решетки отличаются состояниями. В 

рассматриваемой работе атом в узле может принимать три различные состояния – состояние 

с s=1 – закрашенный черным цветом атом, состояние с s=2 – закрашенный серым цветом узел, 

 – состояние с  s=3 – закрашенный белым цветом атом (рис.1). Если антиферромагнитное (АФ) 

взаимодействием первых соседей намного больше АФ  взаимодействия вторых соседей 

реализуется конфигурация а) см. рис.1., если же взаимодействия вторых соседей будут намного 

больш, чем взаимодействие с первыми соседями, то реализуется конфигурации, приведенные 

на рис. 1 (в), и в промежуточном случае  - реализуются конфигурации 1 (б).   
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Рис.1. Магнитные структуры в 3-вершинной модели Поттса на треугольной решетке. Исходная 

фаза (а) соответствует параметруr=J2/J1в диапазоне 0<r<0.2; промежуточная фаза (б) – в диапазоне 

0.2<r<1.0; конечная фаза (в)– в диапазоне r>1.0. 

 Fig.1. Magnetic structures in the 3-vertex Potts model on a triangular lattice. The initial phase (a) 

corresponds to the parameter r = J2 / J1 in the range 0 <r <0.2; Intermediate phase (b) - in the range 0.2 

<r <1.0; The final phase (in) is in the range r> 1.0. 

Постановка задачи.  Антиферромагнетик на треугольной решетке является примером 

фрустрированной спиновой системы. Эффекты фрустраций играют важную роль в различных 

магнитных системах. Экспериментальные [3] и теоретические исследования [4] позволили 

установить, что фрустрированные системы проявляют свойства, отличные от соответствующих 

нефрустрированных систем. Однако, необходимо отметить, что в случае трехвершинной 

антиферромагнитной (АФ) модели Поттса на треугольной решетке в основном состоянии 

фрустрация обусловленная геометрией решетки отсутствует и магнитная система упорядочена 

при конечной температуре. При учете вторых ближайших соседей конкуренция обменных 

взаимодействий может привести к фрустрациям, т.е. такому пространственному расположению 

магнитных моментов атомов в кристалле, при котором невозможно одновременное 

антиферромагнитное упорядочение всех взаимодействующих спинов (рис.1). 

Нами ранее в работах [11, 12] на основе метода Монте-Карло исследовалась 

трехвершинная антиферромагнитная модель Поттса на треугольной решетке с учетом первых и 

вторых ближайших соседей с величинами взаимодействий J1<0 и J2<0 в диапазоне значений 

r=0.01.0, r=J2/J1. Было обнаружено, что в этой модели в интервале изменений величины 

0,0r<0,2 наблюдается ФП первого рода, в то время как в интервале изменений 0,2r1,0 – в 

системе возникают фрустрации, и нет ФП. При этом, в работах не было установлено, что 

происходит при r>1 – фрустрации или фазовый переход?  

Исследование термодинамических параметров в зависимости от величины отношения 

вторых ближайших соседей к первым r = J2/J1 в интервале изменений 1,0r2,0 и определение 

значений r, при которых в магнитной структуре, описываемой трехвершинной моделью Поттса 

на треугольной решетке, возникают фрустрации, расчет энтропии, температуры фазового 

перехода, и в зависимости от этого отношения является главной задачей этой работы. 

Методы исследования. Антиферромагнитная трехвершинная (q=3) модель Поттса на 

треугольной решетке с учетом взаимодействия вторых ближайших соседей описывается 

следующим гамильтонианом [5]: 

 
ji ki

kiji JJH
, ,

,2,1 coscos  ,    (1) 

где J1 и J2 – параметры обменных антиферромагнитных (J1<0, J2<0) взаимодействий для 

ближайших и вторых ближайших соседей соответственно, i,j ,i,k – углы между 

взаимодействующими спинами Si - Sj и Si - Sk соответственно, причем i,j принимают три 

(а) (б) (в) 



Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 44, №1, 2017 

Herald of Daghestan State Technical University.Technical Sciences. Vol.44, No.1, 2017 

http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

64 
 

значения 0º, 120º и 240º. Следует отметить, что рассматриваемая нами модель хорошо 

описывает термодинамические и критические свойства и неупорядоченных магнетиков [13, 14]. 

Расчеты проведены для систем с периодическими граничными условиями и с 

линейными размерами LL=N, L=24124 на основе алгоритма Метрополиса метода Монте-

Карло. При этом отношение обменного взаимодействия вторых и ближайших соседей менялось 

в интервале 0r2.0, где r=J2/J1. Кроме того нами, осуществлен анализ поведения 

термодинамических параметров, определены температуры ФП, и вычислены предельные 

значения энтропии при низких и высоких температурах. Начальные конфигурации задавались 

таким образом, чтобы все спины находились в разных состояниях. Для вывода системы в 

равновесное состояние вычислялось время релаксации 0  для всех систем с линейными 

размерами L. Затем усреднение проводилось по участку марковской цепи длиной 0200  . 

Кроме того, для повышения точности расчетов проводилось усреднение по 10 различным 

начальным конфигурациям. Затем эти данные использовались для расчета средних значений 

термодинамических параметров.  

Обсуждение результатов. Для наблюдения за температурным ходом поведения 

теплоемкости и восприимчивости нами использовались флуктуационные соотношения [15]: 

))((
222 UUNKC  ,                (2) 

))((
22 mmNK  ,                (3) 

где K=J/kBT, N=L
2
-число магнитных узлов, U-внутренняя энергия, m- параметр порядка 

системы. Угловые скобки означают термодинамическое усреднение.  

На рис.2 представлены характерные зависимости теплоемкости C от температуры T для 

случая J1<0 и J2<0 при различных значениях r, полученные для систем с линейными размерами 

L=60. Здесь и далее на всех рисунках погрешность данных не превышает размеров символов, 

используемых для построения графиков.  

 

 

 

 

 

 

 

Как видно из рис.2, уменьшение значения r в интервале 1,0r2,0 приводит к сдвигу 

максимумов в сторону более низких температур. При этом наблюдается и уменьшение 

абсолютных значений максимумов теплоемкости. Такое поведение температурных 

зависимостей теплоемкости в зависимости от r обусловлено тем, что с уменьшением 

взаимодействия вторых соседей уменьшается вклад энергии взаимодействия по модулю, что 

ослабевает жесткость системы и, соответственно, понижает температуру фазового перехода. 

 

Рис.3. Зависимость точки фазового перехода в 

3-вершинной модели Поттса на треугольной 

решетке от параметра r=J2/J1. 

Fig.3. Dependence of the phase transition point in 

the 3-vertex Potts model on a triangular lattice on 

the parameter r = J2 / J1. 

 

Рис.2. Температурные зависимости теплоем-

кости в интервале изменений r, 1.0<r<2.0.  
Fig.2. Temperature dependences of heat capacity 

in the range of changes r, 1.0 <r <2.0. 
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Уменьшение абсолютных значений максимумов теплоемкости происходит за счет конкуренции 

первых и вторых ближайших соседей. Кроме того, из рисунка 2 видно, что при r=1,0 очевидной 

расходимости в критической области не наблюдается, что характерно для фрустрированных 

систем.  

И наоборот, для систем с r=1,25; 1,30; 1,50 и 2,0 в критической области наблюдается 

явная расходимость. При r=1,25 и 1,3 наблюдается расщепление теплоемкости. Расщепление 

теплоемкости обычно характерно вблизи точки фрустрации. В работе [11] такое поведение 

теплоемкости было обнаружено для значения r=0,167. Зависимость точки фазового перехода в 

3-вершинной модели Поттса на треугольной решетке от параметра r представлена на рисунке 3. 

Для анализа характера ФП и особенностей поведения термодинамических характеристик 

вблизи точки перехода нами применялся метод кумулянтов Биндера четвертого порядка [16]: 

2
2

4

3
1)(

L

L
L

E

E
TV  ,                   (4) 

22

4

),(3

),(
1)(

L

L
L

LTm

LTm
TU  ,                 (5) 

 

где Е- энергия и т- параметр порядка системы с линейными размерами L. Выражения (4) и (5) 

позволяют с хорошей точностью определить Тс при фазовых переходах первого и второго рода 

соответственно. Следует отметить, что применение кумулянтов Биндера позволяет также 

хорошо тестировать род фазового перехода в системе.  
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Методика определения критической температуры нами рассмотрена в работах [17-20]. 

Известно, что фазовые переходы второго рода характеризуются, в частности, следующими 

отличительными особенностями [3]: усредненная величина VL(T) стремится к тривиальному 

значению *V  согласно выражению  
dbLVTV  *)(       (6) 

Рис.4.Температурная зависимость куму-

лянтов Биндера VL(T) для двумерной моде-

ли Поттса  с величинами взаимодействий 

J1>0 и J2<0, при |r|=1/3.  
Fig. 4. Temperature dependence of the Binder 

capacitor VL (T) for the two-dimensional 

Potts model with the interaction quantities J1> 

0 and J2 <0, with | r | = 1/3. 

 

Рис.5.Температурная зависимость куму-

лянтов Биндера UL(T) для трехвершинной 

модели Поттса с величинами взаимодей-

ствий J1>0 и J2<0, при |r|=1/3. 
Fig. 5. Temperature dependence of Binder's 

cumulants UL (T) for the three-vertex Potts 

model with the interaction values J1> 0 and J2 

<0, with | r | = 1/3 
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при L и )(LTT c , где *V =2/3, что и продемонстрировано на рис. 4. Кроме того, в 

случае ФП второго рода кривые температурной зависимости кумулянтов Биндера UL(T) по 

параметру порядка m имеют четко выраженную точку пересечения.  

Характерные зависимости кумулянтов Биндера UL(T)для 2D модели Поттса от 

температуры для систем с разными линейными размерами L приведены на рис. 5. Как видно из 

рис. 5 в критической области наблюдается чѐтко выраженная точка пересечения, что и 

свидетельствует о ФП второго рода. Кроме того, этот рисунок демонстрирует насколько точно 

можно определить критическую температуру Тс. 

Основываясь на результатах данной работы и предыдущих исследований [11], мы 

построили зависимость точки фазового перехода (рис.3) в 3-вершинной модели Поттса на 

треугольной решетке от параметра r=J2/J1.  

Известно, что в системах с фрустрациями энтропия S при низких температурах должна 

стремиться к отличному от нуля значению, а при высоких температурах энтропия должна 

стремиться к величине ln(q), поскольку при T→∞ статистическая сумма равна q
N
. Указанные 

особенности для двумерной АФ 3-вершинной модели Поттса на треугольной решетке 

продемонстрированы на рис. 6. Зависимость нуль-температурной энтропии от величины r 

приведена на рис. 7.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Как видно из рис. 7 выделяются две фазы с соответствующими интервалами изменений 

величины r, 0r0,2  и 1,0<r2,0 для которых имеется дальний порядок по ориентации спинов в 

каждой из подрешетках. Энтропия этих упорядоченных фаз как видно из рис. 7 равна нулю. В 

тоже время в интервале изменений величины 0,2r1,0 энтропия отлична от нуля, что является 

характерным признаком отсутствия упорядочения в рассматриваемой магнитной системе.  

Вывод. Таким образом, наши данные, полученные для антиферромагнитной структуры, 

описываемой двумерной трехвершинной моделью Поттса на треугольной решетке, на основе 

алгоритма Метрополиса метода Монте-Карло в широком интервале изменений величины 

r=J2/J1 – отношения взаимодействия между вторыми соседями к взаимодействию между 

ближайшими соседями 0.20  r , приводят к следующим результатам:  

1. В интервалах изменений величины 0r<0,2 и 1,0r2,0 в рассматриваемых структурах 

возникают фазовые переходы первого рода. 

Рис.6.Температурная зависимость энтро-

пии S для 2D АФ модели Поттса с q=3 в 

интервале изменений величины 1,0r2,0. 

Fig.6.Temperature dependence of entropy S 

for the 2D AF Potts model with q = 3 in the 

range of changes of magnitude 1,0r2,0. 

Рис.7.Зависимость энтропии (при T=0) в 3-

вершинной модели Поттса на треугольной 

решетке от параметра r=J2/J1. 

Fig.7. Dependence of entropy (at T = 0) in the 

3-vertex Potts model on a triangular lattice on 

the parameter r = J2/J1. 
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2. Конкуренция обменных параметров первых и вторых ближайших соседей в интервале 

изменений параметра r 0,2r1 приводит к вырождению основного состояния 

рассматриваемой структуры, и в рассматриваемом интервале наблюдаются фрустрации. 
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