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Резюме: Цель. Применить методы математического моделирования процесса 

растворения и выноса солей при фильтрации в трещиноватых загипсованных породах. 

Поскольку увеличение раскрытия трещин за счет растворения их стенок происходит при 

движении воды по трещинам пород, содержащих растворимые включения, то за счет 

изменения пористости и трещиноватости пород увеличиваются фильтрационные расходы 

и скорость фильтрации, что может привести к просадкам оснований. Метод. Рассмотрен 

процесс для наиболее простой схемы одиночной заполненной дисперсным материалом 

трещины длиной l и шириной 2h; скорость фильтрации считается постоянной и равной v. 

Для решения полученного параболического уравнения используется экономичная разностная 

схема переменных направлений (продольно-поперечная схема), которая является абсолютно 

устойчивой и требует на каждом временном шаге решения системы линейных 

алгебраических уравнений (СЛАУ) с трехдиагональной матрицей. Результат. Пpивeдeн  

алгоритм, cocтaвлeнa и oтлaжeнa пpoгpaммa для расчета pacпpeдeлeния кoнцeнтpaций пo 

тpeщинe в среде DELFI. Обобщены численные результаты pacчeтa pacпpeдeлeний 

кoнцeнтpaций pacтвopa в зaпoлнeннoй тpeщинe. Вывод. Наряду с известными методами, 

пpивeдeнный алгоритм может быть использован при моделировании процесса растворения 

и выноса солей при фильтрации в трещиноватых породах. 

Ключевые слова: фильтрация, трещина, диффузия, математическая модель, 

расчетная схема, устойчивость 
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Abstract: Objectives. A mathematical modeling method is used to describe the process of 
resorption and salt depletion by filtration through fractured gypsified rock strata.Since the increase 
in the opening of crevasses due to resorption of their walls from water percolating through rock 
fractures containing soluble contaminants, a change in the porosity and fracturing of rocks 
increases filtration rate and Darcy flux leading to foundation subsidence. Method. A process for 
the simplest schema with a single particulate material filling a fissure of length l and width 2h is 
examined; the filtration rate is considered constant and equal to v. To solve the resulting parabolic 
equation the economical difference scheme of alternating directions (convergence formula) is used; 
this is totally stable and requires simultaneous linear algebraic equations (SLAE) equations with a 
tridiagonal matrix at each stage of the solution. Results. An algorithm, compiled and programmed 
to calculate the distribution of concentrations in the fissure using DELPHI programming language, 
is proposed. Numerical results are summarised due to dissolution concentration distinction in the 
filled fissure. Conclusion. Using a modified algorithm, the compiled and debugged program using 
DELPHI programming language allows the distribution of concentrations to be calculated. 

Keywords: filtering, fissure, diffusion, mathematical model, formula, stability 

 

Введение. При строительстве плотин на гипсоносных породах необходимо проводить 
тщательные инженерно-геологические изыскания, в том числе, предусматривающие матема-
тическое моделирование обоснования противофильтрационных мероприятий и необходи-
мость защиты основания гидротехнического сооружения.  

Постановка задачи. Возникает объективная потребность в постановке новых или 
совершенствовании известных методов математического моделирования гидрогеологии при 
оценке структуры и геометрических особенностей трещиноватости скальных пород. 

Методы исследования. В данное время математическое моделирование является 
основным инструментом для поиска оптимального сценария эксплуатации 
гидротехнических сооружений на различных этапах проектирования. Это связано с 
дороговизной проведения натурных экспериментов, а также большим количеством 
факторов, которые влияют на результат [1,5,6,13,14].  

Увеличение раскрытия трещин за счет растворения их стенок происходит при движе-
нии воды по трещинам пород, содержащих растворимые включения. При этом за счет 
изменения пористости и трещиноватости пород увеличиваются фильтрационные расходы и 
скорость фильтрации, что может привести к просадкам оснований.  

Рассмотрим процесс для наиболее простой схемы одиночной, заполненной дисперс-
ным материалом, трещины длиной l и шириной 2h; скорость фильтрации считается постоян-
ной и равной v [2,3]. В прямоугольной области описывается уравнением нестационарной 
конвективной диффузии процесс растворения и выноса солей из трещины в имеющихся 
условиях [4,7,9]: 
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C(x,y,0)=C(x,0,t)=C0,          (2) 

C(0,y,t)= 0),,(  xtylC ,            (3) 

0),,(  ythxC           (4) 

Применяя к (1) интегральное преобразование Лапласа по переменной t и учитывая 
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причем    
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,,,, dtetyxcpyxc pt
; p— параметр преобразования. 

Граничные условия (2)-(4) также могут быть представлены в форме изображений: 

    0,,,,0  pylcpyс ;         (6) 
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Последующее упрощение хода решения задачи может быть достигнуто при помощи 

конечного синус-преобразования Фурье по переменной у в форме 
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В то же время, параметр преобразования может принимать ряд значений, которые  

определяются из уравнения 0cos hn , т. е. 
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Определив изображения постоянной ncncn 0000   и второй производной 
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Данное выражение должно решаться при следующих граничных условиях 
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Общее решение (9) представим в следующем виде 
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Подстановка (11) в условия (10) дает возможность определить постоянные 
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С учетом имеющихся значений постоянных, частное решение (9) представляется в 

виде 
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Обратный переход к функции с осуществляется по формуле обращения 
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Благодаря теореме разложения можно перейти к оригиналу в последнем выражении, 

что дает окончательное решение для распределения концентраций в сечении трещины. 

Опуская промежуточные выкладки, представим это выражение в следующем виде 

[10,11,12,15]: 
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кратность обмена жидкости в трещине. 

Обсуждение результатов. Для построения расчетной схемы выполним 

«обезразмеривание» уравнения (1). Связь между размерными и безразмерными величинами 

зададим в виде: 

lxx / , hyy / , 
0/ ttt  , 

0/CCC   

где 
00 ,,, Cthl - характерные масштабы.  В новых «безразмерных» переменных уравнение (1) 

примет вид: 
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Его решение мы ищем в квадратной области  10  x , 10  y . 
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Начальное условие в «безразмерных» переменных принимает вид: 

                              10,, yxC                           (17а) 

А краевые условия: 
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При выборе схемы решения (16),(17) будем исходить из следующих соображений: 

– устойчивость расчетной схемы; 

– вычислительная эффективность; 

– простота алгоритма. 

Поскольку в «безразмерных» переменных расчетная область имеет вид 

параллелипипеда T11 , естественным является использование метода сеток. 
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Как известно из литературы [8], явная схема для параболического уравнения (16) 

устойчива при ограничении на шаг по времени
)1,max(2

),max(
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22

D

hh yx
 , а неявная схема – абсолютно 

устойчива, но требует на каждом временном шаге решения системы из 
yx NN   линейных 

алгебраических уравнений. Что при использовании  метода Гаусса требует   3

yx NN шагов. 

Выходом является использование экономичной разностной схемы переменных направлений 

(продольно-поперечная схема), которая является абсолютно устойчивой и требует на каждом 

временном шаге решения системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с 

трехдиагональной матрицей. 

Для его применения к нашей задаче построим в расчетной области равномерную 

сетку: 
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Запишем на данной сетке аппроксимацию производных по координатам на k -м 

временном слое: 
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Перегруппировав слагаемые получаем две СЛАУ с трехдиагональной матрицей: 
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С краевыми условиями 
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Для решения СЛАУ с трехдиагональной матрицей наиболее экономичным является 

метод прогонки [8], который требует O(N) действий для нахождения решения. Для 

сравнения, метод Гаусса требует O(N
3
) действий, а различные итерационные методы, как то 

метод Зейделя или метод верхних релаксаций требуют O(N
2
) действий.  

Алгоритм метода прогонки для трехточечного разностного уравнения вида    

iiiiiii FyByCyA   11
                    (21) 

с краевыми условиями   

1110   yy ,                   212   NN yy   (22) 

имеет вид: 

1. Задаем начальные значения прогоночных коэффициентов   

a. 11   , 11   . 

2. Определяем прогоночные коэффициенты из рекуррентных соотношений 

a. 
iii

i
i

AC

B





1 , 

iii

iii
i

AC

FA









1 , 1,...,0  Ni . 

3. Определяем   
N

N
Ny





2

22

1




.

 

4. Выполняем обратную прогонку и находим 

111   iiii yy  , 0,...,1 Ni . 

Общий алгоритм решения (19)-(20) имеет вид: 

Шаг 1. Задаем начальные условия  
10 ijC

 

Шаг 2. Находим  
2

1
k

ijC
, решая (19а) и (20а) методом прогонки.  

Коэффициенты для уравнений (21), (22) имеют вид 
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i
hh

A
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iji CCC
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D
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0 2
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, 

01  , 01  , 12  , 02  . 

Шаг 3. Находим
1k

ijC
, решая (19б) и (20б) методом прогонки. 

Коэффициенты для уравнений (21), (22) имеют вид 
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Шаг 4. Увеличиваем k  на 1 и повторяем с шага 2. 

Вывод: По пpивeдeннoму алгоритму cocтaвлeнa и oтлaжeнa пpoгpaммa для 

oпpeдeлeния pacпpeдeлeния кoнцeнтpaций пo тpeщинe в среде DELFI. 

B таблице 1 приведены численные результаты pacчeтa pacпpeдeлeний кoнцeнтpaций 

pacтвopa в зaпoлнeннoй тpeщинe пo упoмянутoй пpoгpaммe в coпocтaвлeнии c чиcлeнными 

peзультaтaми, кoтopыe были нaйдeны пo мeтoду A.C.Малышева [9]. 

Taблица1. Pacпpeдeлeниe кoнцeнтpaций pacтвopa в зaпoлнeннoй тpeщинe при h
0
=0.1,  

D
0
=0.1,  =1. 

Table 1. The concentration of the concrepancies in the fractured cracks at h
0
=0.1,  D

0
=0.1,  

=1. 

 

           x0 

      y0 

Пo мeтoду A.C.Мaлышeвa Пo пpeдлaгaeмoму мeтoду 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 

0.0 0.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

0.2 0.0 0.896 0.935 0.927 0.831 0.0 0.795 0.943 0.891 0.827 

0.4 0.0 0.658 0.857 0.869 0.695 0.0 0.646 0.866 0.786 0.712 

0.6 0.0 0.591 0.805 0.810 0.603 0.0 0.614 0.794 0.715 0.660 

Peзультaтoм cpaвнитeльнoгo aнaлизa являeтcя удoвлeтвopитeльнoe cooтвeтcтвиe  

чиcлeнных результатов, пoлучeнных пo пpивeдeннoй пpoгpaммe, с peзультaтaми, кoтopыe

были определены пo мeтoду A.C. Мaлышeвa. 
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