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Резюме. Цель. Данная работа посвящена количественной оценке влияния внутрен-

него преднапряжения арматуры на напряженно-деформированное состояние и несущую 

способность толстостенной цилиндрической оболочки. Метод. Исследование выполняется 

путем вычислительного эксперимента с использованием метода конечных элементов в осе-

симметричной постановке. Физическая нелинейность бетона описывается диаграммой   

Сарджина, параметры которой верифицированы по данным Еврокода 2. Результат. Разра-

ботан итерационный алгоритм, основанный на методе переменных параметров упругости,                     

для корректировки секущего модуля деформаций бетона. Арматура моделируется дис-

кретно, а эффект преднапряжения задается в виде начальных напряжений в арматурных 

элементах. В результате моделирования установлено, что для цилиндра из бетона класса 

В40 с процентом армирования 3,11 % разрушение при действии внутреннего давления               

носит деформационный характер и связано с достижением предельных растягивающих             

деформаций в бетоне, а не с исчерпанием прочности на сжатие. Предельное внутреннее 

давление для ненапряженной конструкции составляет 0,55 МПа. Определен порог пред-

напряжения арматуры в окружном направлении 265 МПа, превышение которого вызывает 

недопустимые растягивающие напряжения в бетоне еще до этапа эксплуатации. Показано, 

что оптимальный уровень преднапряжения окружной арматуры 250 МПа позволяет увели-

чить предельное внутреннее давление вдвое — до 1,1 МПа. Вывод. Разработанная числен-

ная модель и алгоритм расчета позволяют прогнозировать поведение железобетонных кон-

струкций с учетом реальных свойств материалов и технологических факторов. Полученные 

результаты демонстрируют высокую эффективность преднапряжения для толстостенных 

цилиндров и указывают на необходимость контроля не только прочностных, но и деформа-

ционных критериев разрушения бетона. 

Ключевые слова: железобетонный цилиндр, преднапряжение, метод конечных              

элементов, физическая нелинейность, деформационный критерий прочности, диаграмма 

деформирования бетона, Еврокод 2. 
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Abstract. Objective. This work is devoted to a quantitative assessment of the effect                      

of internal prestressing of reinforcement on the stress-strain state and load-bearing capacity                          
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of a thick-walled cylindrical shell. Method. The study is carried out through a computational ex-

periment using the finite element method in an axisymmetric formulation. The physical nonline-

arity of concrete is described by the Sargin diagram, the parameters of which are verified according 

to Eurocode 2 data. Result. An iterative algorithm based on the method of variable elasticity has 

been developed for correcting the secant modulus of concrete deformations. The reinforcement 

is modeled discretely, and the prestressing effect is specified as initial stresses in the reinforcement 

elements. The modeling results showed that for a cylinder made of B40 concrete with a reinforce-

ment percentage of 3.11%, failure under internal pressure is of a deformation nature and is asso-

ciated with reaching ultimate tensile strains in the concrete, rather than with the exhaustion 

of compressive strength. The ultimate internal pressure for a non-stressed structure is 0.55 MPa. 

A hoop prestressing threshold of 265 MPa has been determined. Exceeding this threshold causes 

unacceptable tensile stresses in concrete even before the initial operational phase. It has been 

shown that the optimal hoop prestressing level of 250 MPa allows for doubling the ultimate inter-

nal pressure to 1.1 MPa. Conclusion. The developed numerical model and calculation algorithm 

enable predicting the behavior of reinforced concrete structures, taking into account the actual 

properties of materials and process factors. The obtained results demonstrate the high effectiveness 

of prestressing for thick-walled cylinders and highlight the need to control not only the strength 

but also the deformation criteria of concrete failure. 

Keywords: reinforced concrete cylinder, prestressing, finite element method, physical 

nonlinearity, deformation strength criterion, concrete stress-strain diagram, Eurocode 2. 
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Введение. Железобетонные конструкции цилиндрической формы находят широкое 

применение в промышленном и гражданском строительстве, включая элементы защитных 

оболочек, резервуары под давлением, а также изделия, эксплуатируемые в условиях повы-

шенных температур [1, 2]. Эффективность таких конструкций во многом определяется ра-

циональным использованием армирования и учётом реальных диаграмм деформирования 

бетона [3–6]. В современной строительной механике особое внимание уделяется разработке 

методов, позволяющих наиболее полно задействовать прочностной потенциал материала 

при сложном напряжённом состоянии [7, 8]. 

Значительный вклад в развитие теории неоднородных тел и методов их расчёта 

внесли В.И.  Андреев [7, 9, 10], А. В.  Смолов [18], Б. М.  Языев [6], а также зарубежные 

исследователи [14, 19]. В работах [1–24] показано, что учёт нелинейной работы бетона,                  
в том числе при объёмном напряжённом состоянии, позволяет уточнить картину распреде-

ления напряжений и деформаций и выявить зоны локального разрушения, которые                        
не обнаруживаются в рамках линейной постановки. 

Постановка задачи. Целью настоящего исследования является численное модели-

рование напряжённо-деформированного состояния железобетонной цилиндрической 

оболочки с внутренним преднапряжением арматуры, учитывающее физическую нелиней-

ность бетона, зависимость его деформативных свойств от уровня напряжений и темпера-

турного воздействия. 

Методы исследования.  Рассмотрим геометрическую сторону задачи. Железобетон-

ная цилиндрическая оболочка имеет внутренний радиус RA = 0.4 м и внешним радиусом 

RB = 0.5 м. Отношение толщины к внутреннему радиусу составляет 0.25, что позволяет 

отнести конструкцию к классу толстостенных оболочек [1]. Расчётная схема соответствует 

осесимметричной постановке в цилиндрической системе координат (r, θ, z) (рис. 1).  
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В силу симметрии рассматривается фрагмент конструкции высотой (hs / 2 = 7.5 см 

(половина шага арматуры). Конечно-элементная сетка (рис. 2) включает треугольные                 

элементы для бетона и арматуры, при этом арматурные стержни моделируются дискретно,                

без применения метода «размазывания» [11, 12]. Параметры бетона приняты для класса В40 

согласно методике [13]: начальный модуль упругости E (ε → 0) = 31 668.0 МПа, предельный 

секущий модуль E (εc1) = 14 296.2 МПа, прочность на сжатие R = 28.80 МПа, прочность                   

на растяжение Rt = 2.264 МПа, коэффициент Пуассона ν = 0.2. Арматура моделируется                      

с модулем упругости Es = 2.06∙105 МПа, коэффициентом Пуассона νs = 0.3. Уровень                    

преднапряжения задаётся в виде начальных напряжений σps в окружном направлении,                   

при этом после снятия нагрузки напряжения принимают отрицательный знак. 

 

Рис. 1 - Схема направления осей в цилиндрической системе координат  

Fig. 1 - Diagram of the direction of axes in a cylindrical coordinate system 

 

Рис. 2 - Конечно-элементная сетка задачи  

Fig. 2 - Finite element mesh of the problem 

Для описания нелинейной связи между напряжениями и деформациями бетона                     

использована диаграмма деформирования Сарджина [14], построенная по формуле, хорошо 

согласующейся с экспериментальными данными, изученными в работе [15]. Относительная 

продольная деформация εc при одноосном сжатии связана с напряжением σc зависимостью 

𝜎𝑐

𝑓𝑐𝑚
 =  

𝑘𝜂 − 𝜂2

1 + (𝑘 − 2)𝜂
,     𝜂 =  

𝜀𝑐

𝜀𝑐1
, (1) 

где fcm - средняя цилиндрическая прочность; εc1 - деформация, соответствующая                

пиковому напряжению; k — параметр, определяемый через начальный модуль упругости 

[14, 16]. 

Для учёта объёмного напряжённого состояния применён подход, основанный                        

на интенсивности напряжений σi и деформаций εi [8, 17]: 
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𝜎𝑖 =  
1

√2
⋅ √(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎2 − 𝜎3)
2 + (𝜎3 − 𝜎1)

2
; (2) 

𝜀𝑖 =  
1

√2(1 + 𝜈)
⋅ √(𝜀1 − 𝜀2)

2 + (𝜀2 − 𝜀3)
2 + (𝜀3 − 𝜀1)

2
. (3) 

Секущий модуль деформации в каждой точке вычисляется как 

𝐸 =  
𝜎𝑖

𝜀𝑖
. (4) 

Учёт температурного воздействия на значение модуля упругости бетона при нагреве 

производился согласно СП 27.13330.2011 [2] с использованием аппроксимации экспонен-

циальной функцией: 

𝛽𝑏(𝑇) =  𝑎 ⋅ exp (𝑏 ⋅ 𝑇) , (5) 

где a = 1.1687, b = −0.003521. Данная аппроксимация обеспечивает достаточную 

точность в диапазоне температур 20–300 ℃ [18]. 

Само решение нелинейной задачи выполнено методом последовательных прибли-

жений с итерационным уточнением секущего модуля.  

На каждом шаге решается линейная задача методом конечных элементов [19], после 

чего по формулам (2)–(4) вычисляется уточнённое значение модуля деформации. Критерий 

сходимости задавался в виде 

𝛿 =  
|𝐸𝑖′ − 𝐸𝑖|

𝐸𝑖
, (6) 

Максимальное число итераций не превышало 20. При возникновении растягиваю-

щих напряжений, превышающих прочность бетона на растяжение Rt, модуль деформации 

в соответствующем элементе принимался равным малой величине, что имитировало                    

локальное разрушение [4]. 

Преднапряжение арматурных стержней задавалось в виде начальных напряжений σps 

в окружном направлении, которые вносились в вектор нагрузки: 

𝜎𝑝𝑠 =  [

𝜎𝑝𝑠,𝑟

𝜎𝑝𝑠,𝜃

𝜎𝑝𝑠,𝑧

0

]  =  [

0
𝜎𝑝𝑠,𝜃 = 𝜎𝑝𝑠

0
0

] . (7) 

Для арматуры использовалась линейная упругая модель с постоянным модулем Es. 

Конечно-элементное моделирование выполнялось в среде Anaconda на языке Python 

с использованием библиотек для линейной алгебры и генерации сетки.  

Для каждого конечного элемента матрица жёсткости строилась на основе треуголь-

ного элемента с линейной аппроксимацией перемещений [7, 20]. Усреднение свойств                    

по элементу производилось по стандартной формуле: 

𝐸̄ =  
𝐸𝑖 + 𝐸𝑗 + 𝐸𝑘

3
, (8) 

где E i, E j, E k  — значения модулей деформации, определённые в узлах i, j, k конеч-

ного элемента. 

Задача 1. Моделирование конструкции без преднапряжения арматуры. На первом 

этапе исследовалось напряжённо-деформированное состояние оболочки при отсутствии 

преднапряжения σps = 0 и действии внутреннего давления Pa = 0.55 МПа. Результаты пред-

ставлены на рис. 3 и 8.  

Анализ распределения осевого напряжения σz (рис. 3в), касательного напряжения τrz 

(рис. 3г) и главного напряжения σ2 (не представлено) показал, что максимальные растяги-

вающие напряжения возникают в зоне контакта бетона с верхней частью арматурного 
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стержня. Значения σ2 в этой области превышают предел прочности бетона на растяжение 

Rt = 2.264 МПа, что свидетельствует о локальном разрушении. Коэффициент изменения се-

кущего модуля kε (рис. 8а) оставался близким к единице 𝑘𝜀 ⩾ 0.986, что указывает на пре-

имущественно упругую работу бетона в сжатых зонах. Предельное внутреннее давление 

для данного варианта составило Pa = 0.55 МПа. 

 
Рис. 3 - Распределение напряжений в задаче 1: а - радиальные напряжения σr;                                

б - окружные напряжения σθ; в - осевые напряжения σz; г - касательные напряжения τrz; 

д - средние напряжения σm; е - интенсивность напряжений σi 

Fig. 3 - Stress distribution in problem 1: a - radial stresses σr; b - circumferential stresses σθ;                          

c - axial stresses σz; g - shear stresses τrz; d - average stresses σm; e - stress intensity σi 

 

Задача 2. Влияние преднапряжения без внешней нагрузки. Исследовалась работа 

конструкции при уровне преднапряжения σps = −265 МПа и отсутствии внутреннего давле-

ния и температурного перепада. Результаты приведены на рис. 4 и 8. 

Под действием преднапряжения в бетоне сформировались зоны обжатия на внутрен-

ней границе контакта с арматурой σr = −3.640 МПа и зоны растяжения на внешней границе 

σr = 1.889 МПа. Среднее напряжение σm (рис. 4, д) оставалось отрицательным по всему объ-

ёму, что свидетельствует о преобладании сжатия.  

Касательные напряжения достигли максимума τrz = 2.298 МПа в верхней точке кон-

такта арматуры с бетоном. Секущий модуль в бетоне снизился до значения E / E0 = 0.906 

(рис. 8б).  
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Напряжения в арматуре уменьшились с заданного σps = −265 МПа до σθ = −233.1 МПа 

вследствие обжатия бетона. Уровень преднапряжения σps = −265 МПа был признан предель-

ным, при котором сохраняется целостность конструкции. 

 
Рис. 4 - Распределение напряжений в задаче 2: а - радиальные напряжения σr;                          

б - окружные напряжения σθ; в - осевые напряжения σz; г - касательные напряжения τrz;                 

д  -средние напряжения σm; е - интенсивность напряжений σi 

Fig. 4 - Stress distribution in problem 2: a - radial stresses σr; b - circumferential stresses σθ;                          

c - axial stresses σz; g - shear stresses τrz; d - average stresses σm; e - stress intensity σi 

Задача 3. При увеличении преднапряжения до σps = −270 МПа (рис. 5 и 8) было за-

фиксировано локальное разрушение бетона. Радиальное напряжение σr = 2549 МПа в зоне 

контакта с внешней стороной арматурного стержня превысило Rt. Касательные напряжения 

достигли τrz = 2.504 МПа. Радиальная компонента деформации εr (графики в настоящей               

работе не приводятся) показала значительное увеличение в этой области, что является                 

признаком развития трещин [21]. 

Задача 4. Совместное действие преднапряжения и внутреннего давления. Для опре-

деления несущей способности конструкции при совместном действии преднапряжения 

(σps = −250 МПа) и внутреннего давления (рис. 6 и 8) был проведён параметрический анализ. 
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Предельное внутреннее давление, при котором сохраняется эксплуатационная пригод-

ность, составило Pa = 1.1 МПа. Это значение вдвое превышает несущую способность кон-

струкции без преднапряжения (Pa = 0.55 МПа из задачи 1).  

Картина распределения напряжений и деформаций похожа на ту, которая наблюда-

ется в задачах с первой по третью. Отличие заключается в снижении интенсивности напря-

жений в бетоне за счёт предварительного обжатия. 

 
Рис. 5 - Распределение напряжений в задаче 3: а - радиальные напряжения σr;                         

б - окружные напряжения σθ; в - осевые напряжения σz; г - касательные напряжения τrz; 

д - средние напряжения σm; е - интенсивность напряжений σi 

Fig. 5 - Stress distribution in problem 3: a - radial stresses σr; b - circumferential stresses σθ;                          

c - axial stresses σz; g - shear stresses τrz; - average stresses σm; e - stress intensity σi 

http://vestnik.dgtu.ru/


 

 

 

Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 53, №2, 2026. 

Herald of  Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.53, No.2, 2026. 

 http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х  

217 

 

 

 

 

Задача 5.  Моделируется работа конструкции без преднапряжения арматуры,                           

но при наличии температурного градиента: температура на внутренней поверхности состав-

ляет Ta = 50 ℃, на внешней Tb = 0 ℃ (рис. 7 и 8).  

Развитию температурных деформаций мешают арматурные стержни, что приводит 

к возникновению существенных сжимающих напряжений на внутренней поверхности                   

исследуемого тела и значительных растягивающих напряжений около внешнего торца. 

 
 
Рис. 6 - Распределение напряжений в задаче 4: а - радиальные напряжения σr;                        

б - окружные напряжения σθ; в - осевые напряжения σz; г - касательные напряжения τrz; 

д - средние напряжения σm; е - интенсивность напряжений σi 

Fig. 6 - Stress distribution in problem 4: a - radial stresses σr; b - circumferential stresses σθ;                           

c - axial stresses σz; g - shear stresses τrz; d - average stresses σm; e - stress intensity σi 

Изображение в показывает, что секущий модуль деформации снижается практиче-

ски до нулевого значения, что может говорить о начале разрушения бетона. Результат                     

решения задачи показывает, что даже перепад температур в 50 ℃ может приводить к потере 

несущей способности бетона в этой в толщи конструкции. Достоверность полученных 
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результатов может быть оценена сравнением полученных результатов с задачами из работы 

[22], в которой проводится моделирование бетонного цилиндра с внешним армированием 

(задача 4).  

 
Рис. 7 - Распределение напряжений в задаче 5: а - радиальные напряжения σr;                           

б - окружные напряжения σθ; в - осевые напряжения σz; г - касательные напряжения τrz; 

д - средние напряжения σm; е - интенсивность напряжений σi 

Fig. 7 - Stress distribution in problem 5: a - radial stresses σr; b - circumferential stresses σθ;                        

c -axial stresses σz; g - shear stresses τrz; d - average stresses σm; e - stress intensity σi 

Полученное в настоящем исследовании распределение радиальных и окружных 

напряжений качественно согласуется с данными [22], однако численные значения отлича-

ются на 8-12 % в зонах концентрации напряжений.  

Это расхождение объясняется учётом физической нелинейности бетона, который                      

в [22] рассматривался как линейно-упругий материал. Показано, что пренебрежение 
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нелинейностью приводит к завышению напряжений в сжатых зонах и недооценке зон                   

локального разрушения. 

Рис. 8 -  Значения коэффициента изменения модуля упругости: а - задача 1; б - задача 2; 

в - задача 3; г - задача 4; д - задача 5 

Fig. 8 - Values of the coefficient of change of the modulus of elasticity: a - problem 1; b - problem 2; 

c - problem 3; d - problem 4; d - problem 5 

Обсуждение результатов. Проведенные численные эксперименты позволяют сде-

лать ряд выводов о механизмах деформирования и разрушения железобетонных цилиндри-

ческих оболочек с внутренним преднапряжением. Во всех рассмотренных случаях иници-

ирование разрушения происходило не вследствие исчерпания несущей способности бетона 

при сжатии, а из-за образования локальных зон растяжения. Это согласуется с выводами, 

представленными в работах [8, 21, 23], где показано, что для массивных железобетонных 

конструкций наиболее опасными являются растягивающие напряжения, возникающие                         

в зонах контакта арматуры с бетоном. Коэффициент изменения секущего модуля kε оста-

вался выше 0.9 в сжатых зонах даже при предельных нагрузках, что указывает на неполное 

использование прочности бетона при сжатии. 

Моделирование преднапряжения арматуры σps = −250 МПа в окружном направлении 

приводит к теоретическому увеличению допускаемого давления на внутреннем торце                           
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с 0.55 до 1.1 МПа. При этом не рассматривается вопрос о технологии создания этого пред-

напряжения. При увеличеним уровня преднапряжения выше предельного σps = −265 МПа, 

наблюдается разрушению бетона в зонах контакта с арматурой. Таким образом, примене-

ние внутреннего преднапряжения в цилиндрических телах должно производиться с учётом 

класса бетона, поскольку прочность конструкции в этом случае зависит от его прочности 

на растяжение. 

Наличие температурного градиента в толщи тела порядка 50 ℃, оказывает суще-

ственное влияние на напряженно-деформированное состояние. Арматурные стержни суще-

ственно ограничивают возможность развития деформаций, определяемых температурным 

полем, что приводит к появлению значительных растягивающие напряжений в бетоне.

В этом случае конструкция может быть разрушена даже без приложения внешних усилий 

к ней. Учитывать данное обстоятельство необходимо для конструкций, во время эксплуа-

тации которых возможно наличие температурного нагружения  (тепловые узлы, защитные 

оболочки АЭС) [2]. 

Сравнение с результатами, полученными в работе [22] (задача № 4), подтверждает 

необходимость учёта физической нелинейности. Линейная постановка даёт завышенные 

оценки напряжений (на 8–12 %) в зонах концентрации и не позволяет корректно предска-

зать локальное разрушение. Предложенный итерационный алгоритм, основанный на кор-

ректировке секущего модуля по интенсивности напряжений и деформаций, позволяет с до-

статочной точностью моделировать нелинейную работу бетона при объёмном напряжён-

ном состоянии. 

В работе не учитывались деформации ползучести и усадки бетона [24], а также воз-

можное проскальзывание арматуры относительно бетонного массива. Принято допущение 

об абсолютном сцеплении материалов, что в реальных конструкциях может не выполняться 

при высоких уровнях напряжений. Кроме того, разрушение бетона моделировалось упро-

щённо - путём снижения модуля деформации до малой величины, что не позволяет описать 

развитие трещин [4]. Учёт этих факторов является направлением дальнейших исследова-

ний. 

Вывод. Полученные результаты могут быть использованы при проектировании 

железобетонных конструкций в осесимметричной постановке, работающих в условиях 

наличия внутреннего давления и температурных воздействий. Однако, в работе использу-

ется гипотеза о том, что разрушение конструкции не произойдёт, пока интенсивность 

напряжений, или интенсивность деформаций, не достигнут своих предельных значений. 

В перспективе необходимо проведение исследований с учётом непосредственных теорий 

прочности бетона. 
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