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MATHEMATICAL MODELING OF THERMOPHYSICAL PROCESSES IN 
THERMOELECTRIC DEVICES FOR SEAWATER DESALINATION 

 
В статье рассматривается математическое моделирование теплофи-

зических процессов фазового перехода «вода-лед» с учетом изменения на гра-
нице концентрации примесей, характерного для получения пресной воды ме-

тодом вымораживания из морской. Приведена конструкция устройства для 
получения талой воды с использованием термоэлектрических преобразова-

телей. 
Ключевые слова: математическая модель, термоэлектрический преоб-

разователь, фазовый переход, опреснение морской воды. 

 
The article considers the mathematical modeling of thermal processes of 

phase transition «water-ice» to reflect the changes on the boundary of the impurity 
concentration, typical for fresh water by the method of freezing sea. The design of 

the device for producing melt water with the use of thermoelectric converters. 
Key words: a mathematical model, of the thermoelectric converter, phase 

transition, desalination of sea water. 
 

Введение. Проблема водоснабжения за счет опресненных морских и со-
леных вод набирает все большую актуальность с возрастанием экологических 

проблем, вызванных несовершенством промышленных технологий. Воспро-
изводство пресной воды на планете такими путями как транспортировка ре-
сурсов каналами многоводных рек, могут быть реализованы во всех регионах. 

В настоящее время опреснительный процесс экономически не конкурен-
тоспособен с использованием природных пресноводных источников, однако 

стоимость природной воды все более возрастает, что связано с изменениями в 
природном водообороте и возрастающей стоимостью очистки воды при за-

грязнении водохранилищ промышленными, бытовыми отходами, транспор-
тировке воды до конечного потребителя. 

Постановка задачи. Решение проблемы водоснабжения возможно за 
счет исследования и создания экономически конкурентоспособных техноло-

гий по опреснению морских и соленых вод. В настоящее время имеется до-
статочная теоретическая и экспериментальная база знаний, сформированная 
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отечественными и зарубежными учеными, позволяющая приблизиться к ре-

шению данной проблемы [1]. 
Методы испытаний. По характеру процесса в технологии опреснения 

морских и соленых вод можно выделить следующие методы, связанные с из-
менением агрегатного состояния: термическое (дистилляция, гелиоопресне-
ние) и с использованием холода (естественное и искусственное выморажива-

ние). 
Процессы термического опреснения характеризуются высокими расхо-

дами теплоты на парообразование. Методы с использованием холода основа-
ны на вымораживании воды из раствора, либо на образовании из него газо-

гидратов. Дистилляция – основной промышленный метод опреснения соле-
ной воды. С точки зрения значительного снижения стоимости воды – она 

имеет принципиальный недостаток, устранить который не смогут никакие 
технические усовершенствования. Это высокая теплота парообразования, ко-

торая отрицательно влияет на энергетическую и капитальную составляющие 
себестоимости опреснения. При кипении необходимо подвести 2252 кДж/кг 

Н2О тепла (при атмосферном давлении), а при замораживании необходимо 
отнять 335 кДж/кг Н2О тепла. Регенерация больших теплот фазового перехо-

да при дистилляции приводит к большим абсолютным потерям работы и 
снижению степени термодинамического совершенства [1]. 

На сегодняшний день проведено достаточно большое количество иссле-

дований, результаты которых позволяют описать теплофизические процессы 
в опреснителях вымораживающего типа [2-6]. Однако в неполной мере ис-

следованы процессы фазовых переходов при замерзании морской воды с уче-
том изменения концентрации примесей на границе фазового перехода «вода-

лед», что влияет на температурный режим процесса вымораживания. Класси-
ческая постановка задачи, используемая при математическом описании мно-

гообразных процессов кристаллизации, была предложена Й. Стефаном еще в 
1889 г. Исторически она формулируется следующим образом. 

 

 
Рисунок 1 - Область определения 

 
Область   занятая изучаемым веществом, в момент времени 0t    раз-

бивается поверхностью ( )z f t , на области  ( ) 0 ( )l t z f t     и 

 ( ) ( )S t f t z H     занятые жидкой и твердой фазами вещества. Поверхность 

( )z f t  неизвестна и является целью решения задачи (рис 1.).  
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Считается, что температура среды в соответствующих областях удовле-

творяет уравнению теплопроводности, как правило, на границе области счи-
таются известными либо температура, либо тепловой поток, а на подвижной 

границе раздела фаз выполняются условия: 
1) условие Стефана, которое описывает тепловой баланс : 
 

 
1 1

l S
S f l z f S z f

T T
V k k

z z
  

 
 

    (1)
 

S
f

dl
V

dt
  - скорость перемещения границы раздела фаз в направлении 

нормали к ней; 
2) пренебрегается скачок плотности при фазовом переходе; 

3) равенство температуры среды температуре фазового перехода данного 
вещества, которая считается известной постоянной величиной. 

Однако данная задача не описывает процесс фазового перехода (замер-
зание воды) с учетом непостоянства концентрации соли в морской воде в 
процессе вымораживания пресной воды. Теплофизические процессы в опрес-

нителях морской воды вымораживающего типа можно описать используя 
двухфазную термодиффузионную задачу Стефана о замерзании раствора. 

При образовании в опреснителе пресного льда перед фронтом кристаллиза-
ции образуется слой с повышенным содержанием концентрации соли, что 

влияет на температуру замерзания. 
Математическая формулировка термодиффузионной задачи Стефана в 

этом случае выглядит следующим образом. 

Область  ( ) 0 ( )l t z f t     содержит морскую воду (раствор солей), об-

ласть  1 2( ) ( )S t f t z f     - чистый лед. Распределение температуры и приме-

си описывается уравнениями: 

 
2

2

2
,l l

l

T T
a

t z

 


 
 (2) 

 
2

2

C C
d

t z

 


 
  (3) 

В образующейся твердой фазе  1 2( ) ( )S t f t z f    предполагается отсут-

ствие диффузии примеси, а распределение температуры: 

 

 
2

2

2

S S
S

T T
a

t z

 


 
  (4) 

 

Здесь ( , )lT t z , ( , )ST t z - температура жидкой и твердой фаз соответственно; 

( , )C t z  - концентрация примеси; 2

la , 2

Sa  - соответствующие жидкой и твердой 

фазам коэффициенты температуропроводности; d  - коэффициент диффузии в 
жидкой фазе; H  - глубина заданной области.  
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Граничные и начальные условия на границе 0z   для температуры и 

примеси определены (нет теплопритоков и притока примеси, закон теплооб-
мена со средой, постоянное значение), в нашем случае: 

 
00

0,     0l

zz

T C

z z 

 
 

 
  (5) 

 

На границе 
1( )z f t  для нашего случая выполняются условия сопряже-

ния: 

1) тепловой баланс (условие Стефана): 
 

 
1 1( ) ( )

l S
ice f l S

z f t z f t

T T
V k k

z z


 

 
 

 
  (6) 

 
2) равенство температур на подвижной границе температуре замерза-

ния: 
 

1 1( ) ( )l S fz f t z f t
T T T

 
   

 *

f fT T C    (7) 

3) баланс массы растворенного в воде вещества: 
 

1

1
f

z f

df C
C d

dt z 


 


 

 

На внешней границе 2( )z f t  происходит охлаждение раствора 

 
2

( ) TS a fz f
T T t


     (8) 

 

Здесь ( )aT t  - внешняя температура, температура на внешней границе 

2( );   ( )fz f t T t  - неизвестная температура фазового перехода; ( )fV t  - скорость 

нарастания льда; *T  - температура кристаллизации чистого вещества; ( )fC t  - 

неизвестное значение примеси на границе раздела фаз;   - равновесный ко-

эффициент распределения примеси; ,  l Sk k  - соответствующие коэффициенты 

теплопроводности жидкой и твердой фазы;   - скрытая теплота плавления; 

,l S   - соответствующая жидкой и твердой фазам плотность. 

Начальное распределение температуры по толщине в двух фазах задается 

по линейному закону или можно задать константой, начальное значение кон-

центрации примеси постоянно и принимается равным 0C . 

Проведя преобразования по методу спрямления фронта, сводящего две 
области с подвижными границами в отрезки единичной длины и перейдя к 

новым независимым переменным [7], получаем уравнения: 
для области занятой жидкой фазой: 
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для области занятой твердой фазой: 

 

;   0 1;   l
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S

z l
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l
 


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2
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Условия сопряжения после преобразования будут иметь вид: 
 

 
1 0l S

l l S S
S f

l l S S

k T k T
V

l l
 
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При аппроксимации уравнений системы используются направленные 
разности для конвективных слагаемых, и в результате для каждой области 

получают системы разностных уравнений вида: 

   1 1 11 1 1 1
1 11 1

2

22

2

n nnn n nn n n n n
i i i i i i i ii i i i i

r r

u u uu u u u u
K

h h

    



     
  

     
   , 2,... ri N    (14) 

 
Или иначе 

1 1 1

1 1 ;n n n

i i i i i i iAu C u Bu F  

      

Где , , ,i i i iA C B F однозначно определяются в зависимости от коэффициентов 

и правой части (14). rN  -количество узлов сетки, rh  - шаг по пространству,  - 

шаг по времени,  2 2, ,l SK a d a  - соответствующий для уравнений (9)-(11) ко-

эффициент,  , ,l Su T C T  - соответствующая для уравнений (9)-(11) функция, 

 ,l S    - соответствующая для уравнений (9)-(11) скорость. 

Так как температура замерзания fT  и солености fC  на границе 1( )z f t  

заранее неизвестны, то классический метод прогонки использовать невоз-
можно. Необходимо отметить еще и то, что начальная стадия процесса при-

водит к возникновению больших градиентов температуры и солености то 
применение методов ловли фронта в узел сетки или сквозного счета вызывает 

большие трудности. При таких условиях для численной реализации целесо-
образно использование модификации метода встречной прогонки, позволяю-

щей эффективно использовать безитерационные методы решения разностной 
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задачи на верхнем временном слое, несмотря на ее нелинейность, предложен-

ная в [7]. 

В первой области решения для 
lT  и С ищутся в виде: 

 

 1 , 1 ,

1 1 1,   1,...n l c n l c

i i i i ru u i N  

       (15) 

где, прогоночные коэффициенты определяются рекуррентными форму-

лами: 

 
,

, ,

1 1, ,
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l c l ci i i i
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
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 
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Согласно граничным условиям (4): , ,

2 21,    0l c l c   . 

Во второй области решение ищется в виде: 
 

 1 1

1 1 1,   ,...1n S n S
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       (17) 

коэффициенты 
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Согласно граничным условиям (8) 1 10,    
r r

S S

N N aT    . 

Соотношения (15) при 
ri N  и соотношение (17) при 1i   используются в 

условиях сопряжения для определения потоков тепла на границе 
1( )z f t , ап-

проксимируемые: 
в первой области  
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во второй области 

 
 2 22

0

1
,

S SS
ffS

S S

TT TT

h h


 




 



 (21) 

Подставив данные выражения для потока тепла и примеси на границе в 
условия (12) и (13) получим систему из следующих уравнений: 

                                                      
,f T f TV A T B   

,f f C f CV C A C B   

                                                      
*

f fT T C   

из которых следует квадратное уравнение относительно fC : 
 

  2 0T f C T f CA C A B C B       (22) 

 

Решение данного уравнения имеет один корень, удовлетворяющий физи-
ческим условиям: 
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где, 
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Получив значение примеси на границе 
1z f  из уравнения (6), находится 

температура фазового перехода fT , соответствующая температуре жидкой и 

твердой фазе на этой границе. Зная граничные условия, по (15) и (17) уста-

навливаются значения температуры и примеси на новом временном слое.  
Результаты эксперимента и их обсуждение. Вышеуказанная матема-

тическая модель позволяет получить временные зависимости температуры и 

концентрацию примеси на границе раздела фаз при различных значениях 
начальной концентрации примеси и постоянной внешней температуре (тем-

пература стенок емкости опреснителя), распределение температуры раствора 
по глубине, а также распределение концентрации примеси в приповерхност-

ном слое.  
Авторами разработано термоэлектрическое устройство, позволяющее 

получать талую воду из морской воды [8]. Схематичное изображение термо-
электрического устройства приведено на рис.2. Устройство включает корпус 

1, в котором размещены термостатированная рабочая емкость 2 с крышкой 3 
и отверстием 4 для слива воды, внутри рабочей емкости 2 находится сетка 5 с  

магнитом с чередующимися полюсами 6 и полой трубкой 7. Ко дну рабочей 
емкости 2 крепится биметаллическая пластина 8, контактирующая с фиксато-

ром 9, шарнирно скрепленным с подпружиненным штоком 10, на котором 
крепится магнит с чередующимися полюсами 11. Шток 10 выполнен с воз-
можностью горизонтального перемещения в корпусе. Средство для замора-

живания воды и таяния льда представляет собой термоэлектрический модуль 
12 установленный с наружной стороны рабочей емкости 2, термоэлектриче-

ский модуль содержит термоэлектрические элементы 13, рабочие спаи кото-
рых приведены в тепловой контакт с внешней боковой поверхностью рабочей 

емкости 2, а опорные спаи состоят в тепловом контакте с проточным тепло-
обменником 14, емкость 15 для приема талой очищенной воды и емкость 16 

для приема концентрированного рассола. Трубопроводы 17 и 18 содержат 
управляемые вентили 19 и 20 и подсоединены к отверстию 4 днища рабочей 

емкости 2. Сливные патрубки трубопроводов 17 и 18 установлены соответ-
ственно над емкостью 15 для приема очищенной талой воды и емкостью 16 

для приема концентрированного рассола. Циркуляционный насос 21 предна-
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значен для циркуляции воды в контуре охлаждения. Контур охлаждения про-

ходит через емкость для приема очищенной талой воды и емкость для приема 
воды с примесями и включает в себя циркуляционный насос 21, теплообмен-

ник 14 и радиатор 22 соединенные трубопроводами. Кроме того, устройство 
имеет блок 23 управления, включающий электронный блок 24 управления 
питанием термоэлектрических элементов 13 и циркуляционного насоса 21, 

блок 25 управления клапанами 19, 20, программный автомат 26 и блок 27 из-
мерения температуры с датчиками 28 и 29 температуры, установленными со-

ответственно на дне и боковой стенке рабочей емкости 2. Программный ав-
томат 26 подключен к блоку 25 управления клапанами, блоку 27 измерения 

температуры и блоку 23 управления питанием термоэлектрических элементов 
13 и циркуляционного насоса 21. Теплообменник 14 имеет отверстие с крыш-

кой 30 выведенное на наружную поверхность устройства. Трубопровод 17 
имеет в своем составе фильтр тонкой очистки 31. Теплообменник 14 имеет 

отверстие с крышкой 30 для залива воды в контур охлаждения слив воды при 
необходимости, из которого можно осуществлять через вентиль 34. Слив во-

ды из емкости 15 для приема талой очищенной воды и емкости 16 для приема 
концентрированного рассола осуществляется через управляемые вентили 32 и 

33 соответственно. 
 

 
 

Вывод. Предлагаемое устройство по сравнению с аналогами отличается 

сокращением времени получения готового продукта, уменьшением веса и га-
баритов устройства, а также экономят в потреблении электроэнергии и ро-

стом КПД установки путем оптимизации процесса работы термоэлектриче-
ских преобразователей. 

Рисунок 2 - Устройство для получения талой воды из морской 
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