
 

 

 

Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 53, №1, 2026. 

Herald of  Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.53, No.1, 2026. 

 http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х  

123 

 

 

 

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ТЕЛЕКОММУНИКАЦИИ 

INFORMATION TECHNOLOGY AND TELECOMMUNICATIONS 

УДК 519.876.5                                                                                            

DOI: 10.21822/2073-6185-2026-53-1-123-138               Оригинальная статья/ Original article   

 

Упрощённая математическая модель динамики беспилотного 
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Резюме. Цель. Целью исследования является создание эффективной модели дина-

мики беспилотного транспортного средства с двумя поворотными осями, пригодной                      

для разработки алгоритмов автономного управления. Метод. Исследование основано на ме-

тодах математического моделирования. Результат. В работе представлена математическая 

модель динамики беспилотного транспортного средства (БТС) с двумя поворотными осями, 

которая учитывает движение центра масс, динамику подвески, вращение корпуса вокруг 

центра масс по углам тангажа и крена, влияние отрыва колёс от опорной поверхности вслед-

ствие деформации подвески и изменения вертикальных нагрузок, силу тяжести в продоль-

ном движении при наклоне кузова. Предложен аналитический метод расчёта главных мо-

ментов инерции, основанный на геометрических параметрах и положении кузова, колёс                    

и центра масс груза. В целях упрощения моделирования приняты допущения: не учитыва-

ется динамика вращения колёс, взаимодействие шин с дорогой описано упрощённо,                           

а динамика силовой установки и рулевых приводов представлены дифференциальными 

уравнениями первой степени. Вывод. Входы и выходы математической модели соответ-

ствуют реальным сигналам в бортовом комплексе управления, что обеспечивает её приме-

нимость для разработки и отладки алгоритмов управления. Результаты моделирования по-

казали корректность описанных соотношений для моделирования динамики БТС и их при-

менимость для задач отладки систем управления движением БТС. 

Ключевые слова: математическое моделирование, динамика беспилотного транс-

портного средства, две поворотных оси, динамика подвески, вычисление моментов инер-

ции, автоматическое управление, алгоритмы управления 
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Abstract. Objective. The aim of this study is to create an effective model of the dynamics 

of a dual-axis unmanned vehicle, suitable for developing autonomous control algorithms. Method. 

The study is based on mathematical modeling methods. Result. This paper presents a mathemati-

cal model describing the dynamics of an unmanned vehicle with two steering axes. It considers 

the dynamics of the center of mass, suspension dynamics, body rotation around the center of mass 

at pitch and roll angles, the effect of wheel lift-off due to suspension deformation and changes in 

vertical loads, and the force of gravity during longitudinal movement when the body is tilted. An 

analytical method for calculating the moments of inertia about the main axes is proposed, based 

on the geometric parameters and position of the body, wheels, and the center of mass of the load. 
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To simplify the modeling, the following assumptions were made: wheel rotational dynamics are 

not considered, tire-road interaction is described in a simplified manner, and the dynamics of the 

power and steering gears approximated by first order differential equations. Conclusion. The input 

and output of the proposed mathematical model correspond to real signals from the onboard con-

trol system, ensuring its applicability for debugging control algorithms under conditions close to 

operational ones. The simulation results demonstrated the correctness of the described relation-

ships for modeling unmanned vehicle dynamics and their applicability for debugging motion con-

trol systems. 

Keywords: mathematical modeling, vehicle dynamics, two steering axes, suspension                 

dynamics, calculation of moments of inertia, autonomous control, control algorithms 
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Введение. Внедрение беспилотных решений в закрытых промышленных террито-

риях, например беспилотных карьерных самосвалов в карьерах, как вида беспилотных 

транспортных средств (БТС), имеет свои особенности ввиду более контролируемых усло-

вий эксплуатации и большей юридической определённости [1]. На практике подобные               

решения реализуют, в частности, Volvo, Komatsu и КАМАЗ [2], демонстрируя особенности 

конструкций (безкабинная компоновка, две поворотные оси, гибридные силовые уста-

новки, высокий кузов), которые определяют специфические требования к необходимости 

разработки математической модели [3].  

Постановка задачи.  Для разработки системы управления, обеспечивающей авто-

номное движение БТС в карьере, необходимо разработать математическую модель одно-

временно достаточной степени адекватности и рациональной сложности для эффективного 

моделирования пространственного движения [4]. 

Математическое моделирование широко применяется в автомобильной отрасли              

для исследования функционирования дорожно-транспортных систем и их безопасности                  

[5, 6], так и в сфере исследования динамики транспортных средств (ТС). Существует                 

большое количество математических моделей колёсных ТС, как основы БТС, которые опи-

сывают продольную [7, 8], боковую динамику [9] и контакт шин с дорогой [10, 11], а также 

рулевое управление [12]. Модели силовой установки и её взаимодействие с ходовой частью 

подробно рассматриваются в работах, посвящённых моделированию приводных систем                 

и оптимизации их параметров [13, 14]. В ряде работ рассматривается детальное моделиро-

вание подвески, включая активные схемы [15, 16]. Имеются примеры моделирования карь-

ерных самосвалов и тяжёлой техники в целом, но предлагаемые подходы требуют значи-

тельных вычислительных ресурсов для полноценного трёхмерного моделирования [17, 18].  

Таким образом, существует достаточно большое количество математических моде-

лей различных систем и подсистем ТС, которые в целом могут рассматриваться как мате-

матические модели БТС. Однако остаётся нерешённой задача создания комплексной и в то 

же время вычислительно эффективной модели карьерного БТС с двумя поворотными 

осями, пригодной для разработки алгоритмов автономного управления.  

Методы исследования. В работе предлагается упрощённая, но комплексная мате-

матическая модель БТС, учитывающая динамику центра масс (ЦМ), подвески, вращение 

вокруг ЦМ, влияние отрыва колёс и изменение нагрузок при движении на уклонах, которая 

включает алгоритма расчёт моментов инерции в зависимости от геометрии и загрузки БТС, 

а также блок расчёта кинематики поворота с двумя поворотными осями. Описаны системы 

координат, динамика рулевого управления, силовой установки, расчёт моментов инерции, 

динамика подвески, а также динамика плоского, и вращательного движения БТС, а также 

его движения в вертикальной плоскости. Проведено математическое моделирование                   

описанной системы при движении по заданному маршруту с заданной скоростью.                                  
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Для формируемой математической модели введены стартовая, нормальная и связанная               
системы координат (СК), как показано на рис. 1 [19]. Стартовая СК неподвижна, горизон-
тальная плоскость 0 0 0O X Z  образована осями 0 0O X , направленной вверх и 0 0O Z , направ-
ленной вправо, ось 0 0O Y  направлена вверх. Нормальная СК g g gOX Y Z  подвижна, ось gOY  

направлена вверх по местной вертикали, ось gOX  направлена из ЦМ БТС вперёд, ось gOZ  
направлена из ЦМ вправо. Связанная СК OXYZ  подвижна, ось OX  расположена в плоско-
сти симметрии БТС и направлена от задней к передней его части, ось OY  расположена               
в одной плоскости с осью OX  и направлена к верхней части БТС, ось OZ  направлена               
к правой части БТС, если смотреть вперёд по оси OX . 

 
Рис. 1 – СК и углы Эйлера, используемые в работе 

Fig. 1 – Coordinate systems and Euler angles used in the paper 

Для кинематических соотношений определено, что угол рыскания  определяется 
как угол между осью gOX  и проекцией продольной скорости вдоль оси OX  на горизон-

тальную плоскость g gOX Z , угол тангажа  как угол между OX  и плоскостью g gOX Z  ,               

а угол крена  как угол между OZ  и осью gOZ  при нулевом рыскании.  Предлагаемая 
математическая модель может быть представлена в виде блочной структуры, которая пред-
ставлена на рис. 2, где пунктирными линиями отмечены связи, являющиеся опциональ-
ными, которые могут присутствовать в случае необходимости, однако в рамках данной               
работы не рассматриваются.  

 
Рис. 2 – Структура математической модели БТС 

Fig. 2 – USV mathematical model scheme 
В модели выделяются следующие блоки-подмодели: расчёт моментов инерции,               

динамика силовой установки, рулевое управление, горизонтальная динамика, динамика 
движения в вертикальной плоскости, динамика движения вокруг ЦМ, динамика подвески. 
Далее рассмотрены математические описания каждого блока – каждой подсистемы 

Рулевое управление. Блок описывает кинематику и динамику рулевого управления 
и принимает на вход управляющие воздействия пu , зu  – желаемые углы поворота перед-

ней и задней осей соответственно в радианах, не превышающие по модулю п maxu , з maxu , 
что математически можно записать в виде: 
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где п , з  – постоянные времени поворота, с; п  – угол поворота передней оси, 

рад; з  – угол поворота задней оси, рад. 

Результатом интегрирования системы (1) являются углы поворота передней и задней 

осей, согласно которым далее определяется вектор углов поворота отдельных колёс 

 
T

пл пп зл зп, , ,   =  (пл – переднее левое, пп – переднее правое, зл – заднее левое, зп –               

заднее правое) и угол увода   согласно соотношению [20]:  

 з з

ш

ппtg( ) tg( )
arctg

LL

L

  + 
 =  

 

 (2) 

где пL  – расстояние от центра масс БТС до его передней оси, м; зL  – расстояние                 

от центра масс БТС до задней оси, м. Для пL  и зL , выполняется соотношение для общей 

длины шасси БТС п з шL L L+ = . 

Для определения вектора углов поворота колёс  
T

пл пп зл зп, , ,   =  используется 

следующая последовательность вычислений. Сначала определяются координаты 
T

МЦВ МЦВ МЦВ0x zO  =    мгновенного центра вращения (МЦВ) в связанной с БТС СК                 

по следующим соотношениям:  
п п

МЦ

МЦВ

В п

sin( )

cos( )

x L t

tz

= − 

= − 
                                                         (3) 

где геометрический коэффициент t  определяется соотношением: 

 п з
з

п з
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L
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=


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Если знаменатель ур. (4) стремится к нулю, то БТС движется прямолинейно. 

Иначе вычисляется кривизна траектории  , обратно пропорциональная радиусу пово-

рота поворотаR :                               п з

поворота п з

( ) ( )1 tg tg

R L L

 
 =

+

−
=                                   (5) 

Углы поворота колёс без учёта геометрии Аккермана принимаются равными                

углам поворота соответствующих осей как  
T

п п з з, , ,   = . Для соблюдения геомет-

рии Аккермана, используются ранее вычисленные координаты МЦВ, а также вычисля-

ются положения колёс в связанной СК: 
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где пW  – расстояние от ЦМ до правого края БТС, лW  – расстояние от ЦМ                          

до левого края БТС. 

Тогда, векторы направлений от центра поворота к каждому из колёс определяются 

согласно соотношению: 
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На основании продольной ,x ip  и боковой ,z ip  компонент вектора направления 

каждого колеса до МЦВ, определяется его угол поворота колеса в зависимости                                 

от направления поворота: 
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Динамика силовой установки. Блок описывает динамику изменения тяговых                   

сил на каждом из колёс в отдельности, возникающих вследствие работы силовой установки 

и распределения её тягового момента между колёсами в зависимости от входной величины 

аксu  – объединённого значения педалей акселератора и тормоза. Учитывается также сопри-

косновение колеса с землёй через наличие реакции в точке касания и величины силы                        

сопротивления движению в ней. Результатом расчётов в блоке является вектор сил тяги 
T

тяги тяги пл тяги пп тяги зл тяги зп, , ,F F FF =  F , каждый элемент которого формируется следующим 

образом с учётом отрыва колеса от земли: 
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где тяговаяF  – суммарная тяговая сила, подводимая к колёсам, Н; сопрF  – сила сопро-

тивления на колёсах, Н; iR  – вертикальная реакция в соответствующем колесе, меньшая 

или равная нулю при отрыве колеса от поверхности, Н. 

Максимальное суммарное значение тяговой силы тяговая maxF , приводимое к колёсам, 

определяется по соотношению: 

 
тяговый max

тяговая max

колеса

T
F

R
=  (10) 

где тяговый maxT  – максимальный тяговый момент силовой установки, Нм; колесаR  –                  

радиус колеса, м. 

Мгновенное значение тяговой крутящей силы тяговаяF , формируемое силовой уста-

новкой с учётом нажатия педали акселератора аксu , определяется через решение дифферен-

циального уравнения:  

 
тяговая акс тяговая max тяговая акс

1
( ), [-1;1]

СУ

F F Fu u = −


 (11) 

где СУ  – постоянная времени апериодического процесса, с. 

Крутящая сила, подводимая к колесу, учитывается лишь в случае положительного 

значения силы реакции , {пл, пп, зл, зп}iR i  в данном колесе. Помимо этого, силовая уста-

новка теряет силу, подводимую к колёсам, на преодоление сопротивления, увеличивающе-

гося с ростом скорости. Если допустить, что БТС представляет собой карьерный самосвал 

с электрическим тяговым приводом, то силу сопротивления сопрF  можно аппроксимировать 

соотношением [13, 17]: 
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 4

сопр сопр гор горsign( )C v vF =  (12) 

где сопрC  – коэффициент сопротивления, который можно вычислить, например,                     

согласно соотношению для того, чтобы при максимальной заданной скорости БТС вся                  

тяговая сила тяговаяF  уходила на преодоление сопротивления, тяговая
сопр 0

4

F
F− = : 

                                                   
тяговая max

сопр 4

гор max4

F

v
C = ,                                                               (13) 

где гор maxv  – максимальная желаемая горизонтальная скорость БТС, м/с. Четвёртая 

степень в знаменателе означает, что суммарная сила сопротивления поровну делится между 

четырьмя колёсами. 

Расчёт моментов инерции. Блок позволяет рассчитать инерционные свойства                  

системы, состоящей из шасси БТС, груза и колёс, с учётом их геометрических параметров 

в виде тензора инерции системы 

 

0 0

0 0

0 0

x

y

z

I

I

I

 
 

=
 
  

I , (14) 

который состоит из моментов инерции системы вокруг осей OX , OY  и OZ , и вычисляе-

мый как: 

 
ш ЦМ г ЦМ к ЦМ,

{пл,пп,зл,зп}

i

i=

= + + I I II  (15) 

где ш ЦМI  – тензор инерции шасси при вращении вокруг ЦМ, вычисляемый по (27); 

г ЦМI  – тензор инерции груза при вращении вокруг ЦМ, вычисляемый по (28); к ЦМ iI  – тен-

зор инерции каждого из колёс при вращении вокруг ЦМ, вычисляемый по (29). Тензор 

инерции каждого из тел системы полагается неизменным. Считается, что элементы, не при-

надлежащие главной диагонали, малы, и ими возможно пренебречь. 

Динамика подвески. Блок позволяет определить силы, возникающие в подвеске 

[21] исходя из высоты поверхности 
T

земли земли пл земли пп земли зл земли зп, , ,y y yy =  y  под колёсами 

и величины опциональной активной силы 
T

акт акт пл акт пп акт зл акт зп, , ,F F FF =  F  в подвеске        

каждого из колёс. Выходом подсистемы динамики подвески являются силы 
T

подв подв пл подв пп подв зл подв зп, , ,F F FF =  F , создаваемые подвеской каждого из колёс, вычисля-

емые как:   

 ( )подв акт упр, , пл, пп, зл, зпi i iF F F i−= =  (16) 

где упр iF  – упругая сила, создаваемая элементами подвески, Н, которая, если модель 

подвески – «пружина-демпфер», определяется соотношением: 

 ( )упр, шасси, к, 0 шасси, к,( ), пл, пп, зл, зп( )i s i i s i iF iK y y L B y y= − − + − =   (17) 

где шасси iy  – высота шасси над уровнем поверхности, м; к iy  – высота колеса                   

над уровнем поверхности, м; шасси iy  – вертикальная скорость шасси над колесом, м/с; 

к iy  – вертикальная скорость колеса, м/с; sK  – коэффициент упругости пружины, Н/м; 

sB  – коэффициент демпфирования подвески, Нс/м.  

Координаты и скорости шасси в предположении малости углов крена и тангажа 

вычисляются по  следующим соотношениям: 
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шасси пл ЦМ п л

шасси пп ЦМ п

шасси зл ЦМ л

шасси зп ЦМ

шасси пл ЦМ п л

шасси пп ЦМ п п

шасси зл ЦМ л

шасси з

п

з

з п

з

sin( )+W sin( )

sin( ) W sin( )

sin( )+W sin( )

sin( ) W sin( )

y L

y L

y L

y L

y y W

y y W

y

y

y

y

L

y

L

y

Ly W

Wyшасси пл ЦМ пЦМyyЦМ W

Wy yшасси пп ЦМ пЦМ пyyЦМ W

Wшасси злy y WЦМ зL W

шасси зy п ЦМ з пy WL WЦМ зyyЦМ з

 (18)  

Реакции в точке касания каждого из колёс с поверхностью, вычисляются как:  
 колеса, земли, к , пл, пп, зл, зп( )i t i iR K y Ry i  (19) 
где tK  – коэффициент упругой силы в шине, Н/м; кR  – радиус колеса, м. 

Высоты колёс 
T

колес к пл к пп к зл к зп, , ,y y yyy  определяются их динамикой, формиру-
емые для каждого колеса дифференциальным уравнением следующего вида:  

 к, подв, к, земли, к кк

пл

)

, пп, зл, зп

( ) cos( cos( ),i i t i im F K yy R

i

y m gFк i  (20) 

где кm  – масса колеса, кг; g  – ускорение свободного падения, м/с2. 
Динамика плоского движения. В блоке на основании суммарной тяговой силы 

тягиF  на колёсах, а также текущего угла увода , определяются положение ЦМ в горизон-

тальной плоскости стартовой СК 00 Ц

T

МЦМ ЦМ,0, zxp , горизонтальная скорость горv ,               
а также угол рыскания , решением системы дифференциальных уравнений [22] в соответ-
ствии с кинематической схемой велосипедной модели, представленной на рис. 3: 

 

0 ЦМ гор

0 ЦМ гор

гор
п

ш

гор тяги
п а

з

олн я

sin( ) i

c
)

s n(

os( )
sin(

1

)

x v
z

M

v
v
L

v F

0 ЦМx0 ЦМ горvг

0 ЦМz гvг

горvггор

L

гор M
vг

 (21) 

где полнаяM   – полная масса БТС, кг, определяемая из соотношения: 
 полная ш г к4M M mM , (22) 
            где шM  – масса шасси БТС, кг; гM  – масса груза, кг; кm  – масса колеса, кг. 

Суммарная сила, действующая на БТС с учётом силы тяжести, вычисляется как: 
 тяги тяги, полная

{пл,пп,зл,зп}
sin( )i

i
F F M g  (23) 

 
Рис. 3 – Кинематическая схема поворота велосипедной модели 

Fig. 3 – Kinematic diagram of the bicycle model turn 
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Динамика в вертикальной плоскости и вращательное движение. Блок позволяет 

учесть влияние работы подвески на вертикальное перемещение ЦМ и вращение БТС вокруг 

него. Выходами этой подсистемы являются углы крена  , тангажа   и вертикальное поло-

жение ЦМ. Математическое описание данного блока представляет собой систему диффе-

ренциальных уравнений [23]: 

 

подв пл подв пп п подв зл подв зп з

колеса, ЦМ тяги,

{пл,пп,зл,зп}

..

подв пл подв зл л подв пп подв зп п

..

ресс подв, рессЦМ

{пл,пп,зл,зп}

(  + )W   + )W

gcos(

)

(

)cos

(

( )

( )

( )i i

i

i

i

x

zI F F F F

F F F F

M F M

L L

y y F

I

y

=

=

 −










 = + + −

− −

 = −



= −  







 (24) 

где рессM  – масса подрессоренной части БТС, поддерживаемой подвеской и распо-

лагающейся над ней, кг, которая определяется из соотношения: 

 ресс ш гM M M= + . (25) 

С учётом влияния поворота колёс на изменение углов тангажа и крена, система 

уравнений (25) примет вид: 

 

подв пл подв пп п подв зл подв зп з

колеса, ЦМ тяги,

{пл,пп,зл,зп}

..

подв пл подв зл л подв пп подв зп п

колеса, ЦМ тяги,

{пл,пп,зл,зп}

..

ресс ЦМ

cos( )

(  + )W   + )

(

n

( ) )

W

si (

(

) )

( )

(

z

i i i

i

i i

i

x

i

I L L

y y F

I

y y

F F F

F

y

F

F F F F

M

=

=

 = + + −

− − 

 = − −

− − 

=

−





подв, ресс

{пл,пп,зл,зп}

gcos( )cos( )i

i

F M
=















−  

 (26) 

Алгоритм расчёта положения ЦМ и тензора инерции БТС. Для определения 

моментов инерции системы используется алгоритм, основанный на представлении БТС 

в виде набора тел и расчёте моментов инерции данной системы: шасси представляется                  

в виде параллелепипеда массой шM , длиной шL , шириной шW  и высотой шH ; груз пред-

ставляется в виде параллелепипеда массой гM , длиной гL  , шириной гW  и высотой гH , 

смещённый от центра шасси на гx и гz ; колёса представляются в виде четырёх цилин-

дров массой кm , радиусом кR  и толщиной кd . Кинематическая схема рассматриваемой 

системы приведена на рис.3. 

 
Рис. 4 – Кинематическая схема рассматриваемой системы 

Fig. 4 – Kinematic diagram of the system under consideration 
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По заданным массогабаритным параметрам объектов, определяются их тензоры 

инерции при вращении вокруг собственных ЦМ, в соответствии с соотношениями: 

 

( ) ( )

шасси шасси шасси

г г г
груз

к

2 2 2 2 2 2ш ш ш
ш ш ш ш ш ш

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2к к
колеса к к колеса

а г г груза г

кк к коле

г груза г г

са

( ), ( ), ( )

( ), ( ), ( )

12 12 12

12 12 12

3 , 3 ,
12 12 2

x y z

x y z

x y z

M M M
I I I

M M M
I I

W H W L L H

W H W L L H

m
d

I

m
d

m
I R I R I R

= = =

= = =

= = =

+ + +

+ + +

+ +

 (27) 

где шассиxI , шассиyI , шассиzI  – осевые моменты инерции параллелепипеда шасси шассиI ; 

грузаxI , грузаyI , грузаzI  – осевые моменты инерции параллелепипеда груза грузаI ; колесаxI , колесаyI , 

колесаzI  – осевые моменты инерции однородного цилиндра колеса колесаI . 

Координаты ЦМ шасси шассиO , груза грузаO , переднего левого колеса плO , переднего пра-

вого колеса ппO , заднего левого колеса злO  и заднего правого колеса зпO  колёс  могут быть опреде-

лены, исходя из свойств тел системы [24], [25] и указаний по их расположению следующим 

образом: 
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 
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 



 
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=  
 
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

 
= − 
 

 (28) 

Координаты  ЦМ всей системы системыO  определяются как: 

 
ш шасси г груза

к кол к

сис

еса пл колеса пп олеса зл колеса

темы

г зк пш

1

( )4

M O
O

M O

m O O O OM mM

+ 
=   + + ++ + 

+

+
 (29) 

Расстояние от ЦМ до краёв шасси определяется следующим образом: 

 

ш
п системы

з ш п

ш
п системы

л ш

2

2

L L

W W

L
L O

L

W
W O

W

−

−

=

= −

=

= −

 (30) 

Для определения тензора инерции системы вокруг ЦМ, необходимо сложить                          

тензоры инерции отдельных тел системы, приведённые при помощи теоремы Штейнера    

для вращения вокруг центра масс системы [26], [27]: 
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 (31) 

где шассиp  – вектор расстояний от ЦМ шасси до ЦМ системы; грузаp  – вектор расстоя-

ний от ЦМ груза до ЦМ системы; колеса, ip  – вектор расстояний от ЦМ каждого из колёс                   

до ЦМ системы;E  – единичная матрица соответствующей размерности.   

Таким образом, рассматриваемая комплексная математическая модель динамики 

БТС, описываемая в работе, формируется уравнениями динамики плоского движения (21), 

динамикой в вертикальной плоскости и динамикой вращательного движения (26), динами-

кой колёс (20) с учётом сил в подвеске, описываемых соотношением (16), динамикой руле-

вого управления из соотношений (1) с учётом (8) и динамикой силовой установки, описы-

ваемой соотношением (11) с учётом силы сопротивления движению (12) и взаимодействию 

с опорной поверхностью (9). Вектор состояния системы x  имеет вид: 

 ЦМ ЦМ ЦМ ЦМ гор колес колес п з крутяща

T

я[ ]Fyx y z v=x y y        (32) 

где вектор вертикальных скоростей каждого из колёс колесy  имеет вид 

 
колес колеса пл колеса п

T

п колеса зл колеса зпy y y y =  y  (33) 

и определяется интегрированием соотношения (20) для каждого из колёс; вектор высот       

каждого из колёс колесy  имеет вид 

 
колес колеса пл колеса пп

T

колеса зл колеса зпy y y y =  y  (34) 

и определяется интегрированием элементов вектора (33). 

Постановка вычислительного эксперимента. Для проверки адекватности полу-

ченной математической модели, описанные соотношения (1) – (34) реализованы в про-

граммном коде на языке MATLAB и проведены вычислительные эксперименты, в которых 

БТС двигалось по маршруту, состоящему из двух точек вдоль заданных траекторий по ре-

льефной карте окружения. Проведено два вычислительных эксперимента, которые отлича-

лись геометрическими параметрами груза при неизменной массе, что позволило оценить 

влияние параметров груза на динамику вращательного движения БТС.  

Параметры математической модели, использованные при моделировании, приве-

дены в табл. 1. В качестве окружения, в котором выполняется движение, выступает карта 

рельефа карьера, сформированная как набор зон с нулевым и фиксированным наклоном  

таким образом, чтобы БТС при движении между углами карты, имеющими нулевую                       

высоту, проходило участки подъема и спуска [30]. Карта приведена на рис. 5. На карте от-

мечены точки маршрута. Для обеспечения движения БТС спроектирована система управ-

ления с двумя контурами управления: первый контур содержит ПИ-регулятор по величине 

ошибки по скорости БТС и определяет значение нажатия педали акселератора; второй кон-

тур реализует ПИ-регулирование слежения за заданным курсом, который определяется                     

с учётом текущего положения БТС и следующей целевой точкой маршрута. 
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Таблица 1. Параметры математической модели 

Table 1. Parameters of the mathematical model 

Параметр Parameter  Значение Value 

Масса шасси шассиM , кг Chassis weight 17000  

Длина шасси шассиL , м Chassis Length 8  

Высота шасси шассиH , м Chassis Height 2  

Ширина шасси шассиW , м Chassis Width 4  

Масса груза грузаM , кг Cargo Weight 8000  

Длина груза грузаL , м Cargo Length 8  

Высота груза грузаH , м Cargo Height 1 6  

Ширина груза грузаW , м Cargo Width 4  

Продольное смещение груза грузаx , м Longitudinal Cargo Offset 0  

Боковое смещение груза грузаz , м Lateral Cargo Offset 0  

Масса колеса колесаm , кг Wheel Weight 1000  

Радиус колеса колесаR , м Wheel Radius 0,85  

Толщина колеса кd , м Wheel Thickness 0,5  

Длина подвески в недеформированном состоянии 0L , м Undeformed Suspension 

Length 

1  

Коэффициент упругости подвески sK , Н/м Suspension Elasticity 200000  

Коэффициент демпфирования подвески sB , Нс/м Suspension Damping Coefficient 100000  

Коэффициент упругости колеса tK , Н/м Wheel Elasticity 300000  

Максимальный момент крутящий maxT , Нм Maximum Torque 15000  

Максимальный угол поворота осей перед maxu , зад maxu , град Maximum Axle Steer-

ing Angle 

60  

Постоянная времени силовой установки СУ , с Powertrain Time Constant,  1  

Постоянная времени рулевых механизмов перед , зад , с Steering Time Constant 3  

Максимальная желаемая горизонтальная скорость ТС гор maxv , м/сMaximum desired 

horizontal speed of the vehicle, m/s 

11 

 

Рис. 5 – Карта рельефа и точки маршрута 

Fig. 5 – Landscape map and route points 

Обсуждение результатов. Результаты моделирования в виде положения БТС,                 

сигналов управления и сил БТС, его скорости, а также углов крена и тангажа представлены 

6–9 рис. 6-9. Скорость менялась от значения маневровой скорости 1 м/с до значения                        
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крейсерской скорости 8 м/с. Полученные результаты показывают, что поведение математи-
ческой модели соответствует ожиданиям – БТС движется вдоль заданного маршрута со ско-
ростью, близкой к заданной, динамика углов Эйлера и подвески меняется                            в 
зависимости от изменения рельефа поверхности под колёсами. 

 
Рис. 6 –Траектория движения ТС по окружению 

Fig. 6 –Vehicle trajectory along the route 
 

 
Рис. 7 – Педаль газа, сила на силовой установке и сила, подводимая к колёсам 

     Fig. 7 – The gas pedal, the force on the power plant and the force supplied to the wheels 

 
Рис. 8 – Заданный угол поворота колес и углы поворота осей во времени 

Fig. 8 – Specified wheel rotation angle and axle rotation angles over time 

 
Рис. 9 – Заданная и фактическая скорости движения ТС 

Fig. 9 – Set and actual speed of the vehicle 
Проведём сравнение влияния изменения массогабаритных параметров груза,                           

а именно его высоты, на динамику БТС. Для этого проведём ещё один вычислительный 
эксперимент, в котором в шесть раз увеличим высоту груза при неизменных массовых                   
параметрах. Значения углов крена и тангажа, полученные в результате моделирования,       
приведены на рис. 10.  
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Рис. 10 – Значения углов тангажа и крена при движении по маршруту 

Fig. 10 – Pitch and roll angle values when moving along the route 
Результаты моделирования, проиллюстрированные на рис. 11, показывают, что при 

изменении массогабаритных параметров груза увеличивается амплитуда отклонений углов 
тангажа и крена, что соответствует поведению реального БТС и более сложных математи-
ческих моделей [17]. Модель показала достаточную степень адекватности. 

 
Рис. 11 – Сравнение углов тангажа и крена при увеличении высоты груза 

Fig. 11 – Comparison of pitch and roll angles with increasing load height 
Возможные отклонения поведения модели от реального БТС могут заключаться               

в отсутствии учёта пробуксовки колёс и скольжения БТС по наклонным поверхностям               
в боковом направлении, что не критично для исследования штатных режимов работы.               
Углы Эйлера меняются в соответствии с изменением рельефа поверхности, а увеличение 
высоты груза ожидаемо влечет увеличение амплитуды углов тангажа и крена. Модель               
показывает сравнительно высокое значение скорости работы при движении по заданной 
пространственной карте, что позволяет использовать вычислительные ресурсы на алго-
ритмы моделирования показаний системы навигации, например ГНСС и лидаров [29]. 

Вывод. В работе представлена математическая модель динамики БТС с двумя пово-
ротными осями, предназначенная для разработки и отладки алгоритмов автономного управ-
ления. Предложенная модель учитывает особенности движения БТС в условиях карьера, 
включая трёхмерное перемещение ЦМ, динамику подвески, пространственное вращение 
корпуса, а также влияние уклонов на угловые параметры - тангаж и крен. Особое внимание 
уделено эффектам, связанным с отрывом колёс от опорной поверхности. 

Одним из важных элементов модели является аналитический метод расчёта момен-
тов инерции, учитывающий массогабаритные параметры БТС, положение кузова и уровень 
загрузки. Это позволяет адаптировать модель под различные эксплуатационные условия 
без необходимости привлечения сложных численных методов или экспериментальных дан-
ных. Несмотря на введённые упрощения, такие как отсутствие модели вращения колёс, 
упрощённое описание контакта шин с дорогой и отсутствие детального моделирования си-
ловой установки и рулевых приводов - модель сохраняет достаточную физическую досто-
верность и согласована по входам и выходам с реальными БТС. Это делает её эффективным 
инструментом для отладки алгоритмов управления.  
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Таким образом, разработанная модель представляет сбалансированное решение,               

сочетающее адекватность, вычислительную эффективность и применимость в задачах про-

ектирования автономных транспортных систем для закрытых промышленных территорий. 
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