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Рез.ме. Цель. В статье представлено моделирование динамических процессов в зда-

ниях и сооружениях. Рассмотрена общая постановка динамической задачи о движении мас-

сивной нагрузки по массивному сооружению. Метод. Уравнение движения получено 

в форме метода конечных элементов. Решение уравнений выполняется с использованием 

прямых методов интегрирования задач динамики. Построены абсолютно устойчивые 

схемы прямого интегрирования, в которых система разрешающих уравнений тривиальная 

– матрица системы диагональная. Трудоемкость на шаге по времени такая же невысокая,

как в явных схемах. Предлагаемые методы можно рассматривать как явные абсолютно 

устойчивые схемы прямого интегрирования динамической задачи с переменной во времени 

массой. Данны рекомендации по оценке точности численного решения. Рассмотрена задача 

движения массивного груза по массивному строению. Дискретизация пространственной 

области выполняется методом конечных элементов. Дискретизация временной области 

основана на шаговом однослойном процессе. Для построения основных уравнений исполь-

зован подход, аналогичный тетта-методу Вилсона, примененный на основе вариационного 

принципа Гэртина. Результат. Построены дифференциальные уравнения задачи о движе-

нии подвижной массивной нагрузки по произвольному массивному сооружению в форме 

метода конечных элементов. Приведены численные методы решения уравнений движения 

с использованием абсолютно устойчивых схем прямого интегрирования. Система разреша-

ющих уравнений может иметь диагональную структуру, что позволяет классифицировать 

полученные схемы как явные. Вывод. Предложенный подход может быть применен к ана-

лизу напряженно-деформированного состояния и несущей способности произвольных про-

летных строений при движении по ним массивной нагрузки. Учтено влияние скорости 

нагрузки на напряженно-деформированное состояние конструкции. Ограничений по гра-

ничным условиям и видам нагружения нет. 

Ключевые слова: динамика сооружений, метод конечных элементов, схема прямого 

интегрирования, движущаяся массивная нагрузка, спектральный радиус, матрица масс, мат-

рица жесткости, перемещение узлов, скорость, ускорение, шаг интегрирования по времени 

Для цитирования: Л.Н. Панасюк, А.А. Фириченко, А.Д. Мерзлякова, В.С. Тюрина. 

Решение динамической задачи о воздействии подвижной массивной нагрузки на  конструк-

цию прямыми методами. Вестник Дагестанского государственного технического универси-

тета. Технические науки. 2025;52(2):211-219. DOI:10.21822/2073-6185-2025-52-2-211-219 

Solution of the dynamic problem of the effect of a mobile massive load 

on a structure by direct methods 

L.N. Panasyuk1, A.A. Firichenko1, A.D. Merzlyakova2, V.S. Tyurina1 
1Don State Technical University, 

11 Gagarina Square, Rostov-on-Don 344002, Russia 
2 Russian University of Transport (MIIT),  

9 build. 9 Obraztsova St., GSP-4, Moscow, 127994, Russia 

http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 52, № 2, 2025 

Herald of  Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.52, No.2, 2025 

 http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х  

212 

 

Abstract. Objective. The article presents the modeling of dynamic processes in buildings 

and structures. The general formulation of the dynamic problem of the motion of a massive load 

along a massive structure is considered. Method. The equation of motion is obtained in the form 

of the finite element method. The equations are solved using direct methods of integrating dynam-

ics problems. Absolutely stable direct integration schemes are constructed, in which the system      

of resolving equations is trivial - the matrix of the system is diagonal. The complexity at the time 

step is as low as in explicit schemes. The proposed methods can be considered as explicit abso-

lutely stable direct integration schemes for a dynamic problem with a time-varying mass. Recom-

mendations are given for assessing the accuracy of the numerical solution. The problem of moving 

a massive load along a massive structure is considered. Discretization of the spatial domain is 

performed by the finite element method. Discretization of the time domain is based on a step-by-

step single-layer process. An approach similar to Wilson's theta method, applied on the basis of 

Gartin's variational principle, is used to construct the main equations. Result. Differential equa-

tions of the problem of the motion of a moving massive load on an arbitrary massive structure are 

constructed in the form of the finite element method, and numerical methods for solving the equa-

tions of motion using absolutely stable direct integration schemes are presented. The system of 

resolving equations can have a diagonal structure, which allows classifying the obtained schemes 

as explicit. Conclusion. The proposed approach can be applied to the analysis of the stress-strain 

state and bearing capacity of arbitrary spans when a massive load moves along them. The effect 

of the load velocity on the stress-strain state of the structure is taken into account. There are no 

restrictions on boundary conditions and types of loading. 

Keywords: structural dynamics, finite element method, direct integration scheme, moving 

mass load, spectral radius, mass matrix, stiffness matrix, node displacement, velocity, acceleration, 

and time integration step 
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Введение. Впервые задача о динамическом воздействии подвижной нагрузки на со-

оружение была поставлена в начале 20 века в работах Стокса и Бресса. Исчерпывающее 

решение задачи о движении системы сил, не связанных с массой, дано в работах А.Н. Кры-

лова и С.П. Тимошенко. Показано, что при учете массы груза задача имеет решение в за-

мкнутом виде лишь в предположении о возможности пренебрежения массой сооружения 

по сравнению с массой нагрузки. В.В. Болотиным получены дифференциальные уравнения 

движения массы груза и сооружения, однако здесь сооружение моделировалось массивной 

балкой. Даже в этом частном случае сооружения показано, что решение полученных диф-

ференциальных уравнений возможно лишь численными методами [1]. 

Постановка задачи. В данной работе построены дифференциальные уравнения        

задачи о движении подвижной массивной нагрузки по произвольному массивному соору-

жению в форме метода конечных элементов, а также приведены численные методы реше-

ния уравнений движения с использованием абсолютно устойчивых схем прямого интегри-

рования. Система разрешающих уравнений может иметь диагональную структуру, что поз-

воляет классифицировать полученные схемы как явные. 

Методы исследования. Рассмотрим уравнения движения массивной нагрузки для 

неоднородной упругой пространственной области. В пределах объема V1 движущаяся 

масса не изменяется во времени, и для бесконечно малого дифференциального элемента 

среды справедливы стандартные уравнения динамической теории упругости (1), записан-

ные в матричной форме:  
tVup ,,A 1=+  ,    

(1) 
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где A – матрица операций дифференцирования, p – вектор объемных сил, u – вектор 

перемещений, ü – вектор ускорений,  - вектор напряжений,  - плотность материала среды 

ускорения. Наполнение этих матриц здесь не приведено.  

Во всем объеме V справедливы уравнения неразрывности деформаций и закона Гука  

с обозначениями согласно (1):  

tVD

tVuAT

,,

,,

=

=





 

    

(2) 

На части объема V2 масса не является стационарной величиной. Происходит посто-

янное ее изменение за счет перемещающихся со скоростью vt массивных объектов [2-3] 

tVVtVtMMVttM
tt

,,)()()()(
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  Скорость элементарного объема в начале временного промежутка  uv = , в конце 

ududvv  +=+ . При выводе уравнения движения тела переменной массы можно приме-

нить теорему об изменении количества движения к дифференциальному элементу среды. 

При этом уравнение движения малого элемента объема V2 будет подчиняться уравнению 

Мещерского.  С учетом постоянной плотности перемещающихся объектов 0=const  полу-

чим уравнение движения элемента с переменной массой: 

tVu
dt

d
uvp t

t ,,)(A 2=−++  
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(4) 

С учетом статических граничных условий на поверхности S1, кинематических гра-

ничных условий на поверхности S2 и начальных условий система уравнений динамической 

теории упругости с переменной массой имеет вид: 
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(5) 

  Скорость движения переменной массы vt, а также скорость изменения массы 

V
dt

d t 


 являются детерминированными функциями времени. Эти функции определяются 

выбранным режимом движения. Отметим, что первое уравнение     (5) является частным 

случаем второго. Действительно, если во втором уравнении     (5) положить t=0, то полу-

чим первое уравнение. Поэтому оба уравнения можно заменить вторым, справедливым во 

всем объеме системы: 
tVu

dt

d
uvp t

t ,,)(A 2=−++  



.  

Тогда при задании параметров движущейся нагрузки в объеме V1 следует положить 

нулю функцию скорости и массы движущейся нагрузки.   

По известной методике Гэртина строим вариационное уравнение типа Лагранжа                  

в свертках для системы с переменной массой. Выполнив свертку  уравнения равновесия          

в объеме системы и уравнения статических граничных условий с вариацией перемещений 

u, получим интегральное тождество [4]:  
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где обозначает операцию свертки двух функций по времени. Преобразовав интеграл 

по объему по формуле Остроградского-Гаусса,  использовав формулу интегрирования 

по частям и учитывая изохронность вариации перемещений 0)()0( == tuu  , 

получим  вариационное уравнение типа Лагранжа движения системы с переменной массой 

в свертках (7): 
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Вывод разрешающих уравнений. По известной методике Гэртина строим вариаци-

онное уравнение типа Лагранжа в свертках для системы с переменной массой. Выполнив 

свертку  уравнения равновесия в объеме системы и уравнения статических граничных усло-

вий с вариацией перемещений u, получим интегральное тождество: 
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где обозначает операцию свертки двух функций по времени. Преобразовав интеграл 

по объему по формуле Остроградского-Гаусса,  использовав формулу интегрирования 

по частям и учитывая изохронность вариации перемещений 0)()0( == tuu  , получим ва-

риационное уравнение типа Лагранжа движения системы с переменной массой в свертках (7): 
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(9) 

Уравнения движения в форме метода конечных элементов строим известным спо-

собом. Для этого вся область разбивается на ансамбль конечных элементов. В пределах 

каждого конечного элемента проводится аппроксимация вектор-функции перемещений 

через перемещения узлов конечного элемента: 
qu =

, где  - матрица координатных 

функций конечного элемента, зависящая только от пространственных координат [5]. Де-

формации определяют через узловые перемещения по формуле: qqAuA TT === 

, где TA= . После исключения напряжений по формуле qDD ==  , имеем

уравнение движения одного i-го конечного элемента с учетом движущейся массы (10): 
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Для ансамбля конечных элементов, моделирующего расчетную область, уравне-

ния движения строятся известным приемом «поэлементного» суммирования. Оконча-

тельно уравнение движения ансамбля конечных элементов с учетом движущейся массы 

записано в (11): 
( ) ( ) ( )
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(11) 
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𝑞 = 𝑞(𝑡) − вектор-функция узловых перемещений,

P = 𝑃(𝑡) - вектор-функция внешней нагрузки,

𝑀 =∑𝑀𝑖  - глобальная матрица масс ансамбля элементов,

С = ∑С𝑖 - глобальная матрица демпфирования (вязкости) системы,

𝐾 =∑𝐾𝑖  - глобальная матрица жесткости ансамбля элементов

 

Для построения явной устойчивой схемы прямого интегрирования уравнения (11) 

использован общий прием, предложенный в работах Л.Н.Панасюка. Преобразуем полудис-

кретную сеточную систему уравнений (11), используя представление: 


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+=

21

21 ,

KKK
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(12) 

В (12) C1, K1 – диагональные положительно определенные матрицы, в которых эле-

менты на главной диагонали не превышают соответствующих в матрицах демпфирования 

и жесткости. Преобразуем (11) с учетом (12) и выполним операцию свертки полученного 

уравнения с некоторой непрерывной функцией g(t): 
( ) ( )

( ) q]KqCtPP[*g(t)

]qqMqKqCqMM[*g(t)
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(13) 

Методика расчета и абсолютная устойчивость схемы. При аппроксимации искомой 

вектор-функции узловых перемещений в пределах малого временного отрезка t считаем, 

что левая часть уравнения (13) содержит функцию с неопределенными параметрами: 
),,( 11 nnn qqqqq + , а параметры в правой части известны с предыдущих шагов:  

),(2 nn qqqq  . Подобную аппроксимацию можно выполнить разными способами.  

Использование каждого из них порождают различные варианты явной схемы пря-

мого интегрирования. Например, вектор-функции q1 и q2 представим в виде: 
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В     (14) и далее нижние индексы n и n+1 означают номер итерации по времени. 

Примем, что в пределах малого временного шага вектор-функцию нагрузки и матрицу дви-

жущейся массы можно приблизить линейными функциями: 
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  После подстановки (15),    (14) в (13) и вычисления сверток со степенной функцией 

g=m, получим: 
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Если равенство (16) удовлетворить дискретно в точке t, то после сокращения 

на tm-1m, получим систему уравнений с диагональной матрицей относительно неизвест-

ного вектора qn+1. Входящий в уравнение неопределенный параметр  следует назначать 

из соображений абсолютной устойчивости шагового вычислительного процесса. Достаточ-

ным условием устойчивости схемы является спектральная устойчивость по Дж.Нейману, 

обеспечивающая непрерывность решения по начальным данным [6-8].  

Определяем значение  при t→, что обеспечивает устойчивость схемы для про-

извольно большого отношения шага интегрирования к периодам собственных форм коле-

баний. После предельного перехода имеем: 
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Можно показать, что устойчивость обеспечена при 
i

m


2

3+
=

. Действительно, 

исследование спектрального радиуса системы   (17) после разложения последней по соб-

ственным векторам матрицы K1
-1K можно свести к анализу спектрального радиуса  мат-

рицы второго порядка: 
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i  обозначает i-е собственное число матрицы. 
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11 −=

, 3

22
12

+

+
−=
m

m

i


. Тогда спек-

тральный радиус 
1),max( 21 == 

. 

Для обеспечения устойчивости одновременно по всем формам разложения необхо-

димо назначить  по максимальному собственному числу. Окончательно 


2
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=
m

. 

 Явная безусловно устойчивая схема прямого интегрирования уравнений движения 

с переменной массой: 

 
 
 















==−+−=

+

+−+−+++

+−+++

=+++

−
++

+

+

+

++

)}(max{,),(2

),(5.0

5.05.0

5.0

5.0

1
11

1
2

22
1

22
1

1
2

1

KKeigtqsqqss

PPt

sKtKttCtCMM

qKtKttCMM

qKttCMM

Dnnnn

nn

nDDnn

nDDnn

nDDnn











(18) 

Система разрешающих уравнений (15) имеет диагональную структуру, допускает 

тривиальное обращение. Особенности оптимизации алгоритма (15), в данной статье не рас-

сматриваются. Повысить точность схемы интегрирования возможно, используя другой 

вариант аппроксимации вектор-функции перемещений по времени. Построенная схема 

названа «схемой с внутренней итерацией»: 
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Обсуждение результатов.  Выполнены численные эксперименты и сравнения 

решений по (15)-(16) с «эталонной» задачей В.В. Болотина. В расчетах варьировались от-

ношение массы груза к массе балки в сегменте [0.05…0.5] и отношение скорости груза 

к «критической» в таком же сегменте. Решение МКЭ построено при разбиении оси балки 

на 100 конечных элементов. Локальные матрицы масс и жесткости построены традиционно. 

Продольная податливость элемента балки не учитывалась (рис.1).    

Рис. 1-МКЭ модель балки и степени свободы балочного элемента 

Fig. 1 -FEM model of a beam and degrees of freedom of a beam element 

Тестируемое решение строилось в комплексе Scilab  [9-10]. Отметим, что решения 

по предлагаемой схеме в большей части области совпадает с уточненным решением урав-

нений В.В. Болотина (два члена аппроксимации Бубнова-Галеркина). Различия между ре-

зультатами в эталонном решении и его уточнении при увеличении членов аппроксимации 

указывают на необходимость учитывать кососимметричные слагаемые в аппроксимации 

по пространственной оси в методе Бубнова-Галеркина.  

Относительная погрешность для большей части результатов между эталонным 

и тестируемым имеет порядок 0,1% (рис. 2-4). Максимальная погрешность достигается при 

высоких скоростях движения, но не превышает 3-4%. 

Рис. 2 - Параметры движения: M=0.05m, V=0.05V0 

Fig. 2 - Movement parameters: M=0.05m, V=0.05V0 
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Рис. 3 - Параметры движения: M=0.5m, V=0.05V0

Fig. 3 - Movement parameters: M=0.5m, V=0.05V0 

Рис. 4 - Параметры движения: M=0.50m, V=0.50V0 

Fig. 4 - Movement parameters: M=0.50m, V=0.50V0 

Расчет был выполнен в программном комплексе SCILAB. На рис. 5 приведена зави-

симость среднеквадратичного отклонения решения МКЭ с решением В.В.Болотина. 

Рис. 5- Среднеквадратичное отклонение, (%) 

Fig. 5- Standard deviation, (%) 

Вывод. Анализ погрешности решения позволяет сделать вывод, что явную абсо-

лютно устойчивую схему интегрирования уравнений движения в форме МКЭ можно при-

менять в реальных задачах со сложной геометрией и распределением физико-механических 

параметров расчетной пространственной области. Предложенные методы решения позво-

ляют моделировать динамическую работу конструкции при высокой степени ее дискрети-

зации методом конечных элементов.  

Устойчивость приведенных схем прямого интегрирования уравнений движения 

обеспечена в смысле критерия Дж. Неймана. Данные схемы являются абсолютно устойчи-

выми, что обеспечивает сходимость численного решения к точному при сгущении шага ин-

тегрирования по времени. Следовательно, проверку точности численных решений можно 

выполнять сравнением решений, построенных с разным по времени шагом интегрирования. 
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