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Резюме. Цель. В работе представлены общие уравнения моментной теории тонких 

пологих оболочек, имеющих относительно небольшой подъем над плоскостью своей 

проекции с учетом деформации ползучести. Рассматривается задача о напряженном-дефор-

мированном состояния оболочки, с граничными условиями. При расчете принимали, 

что по краям оболочка соединена с диафрагмами, абсолютно жесткими в их плоскости 

и гибкими из нее. Получены разрешающие уравнения для расчета пологих изотропных 

и ортотропных оболочек с учетом деформаций ползучести. Задача свелась к системе из двух 

дифференциальных уравнений четвертого порядка относительно прогиба и функции напря-

жений. Метод. Решение приводится численно-аналитическим методом в программном 

комплексе MATLAB. Нелинейное уравнение Максвелла-Гуревича использовано как урав-

нение состояния  между деформациями ползучести и напряжениями.  Для определения 

деформаций ползучести применялась линейная аппроксимация первой производной по вре-

мени (метод Рунге-Кутта). Для верификации решения задачи был произведен расчет обо-

лочки из вторичного ПВХ, выполненный методом сеток. Методика апробирована путем 

сравнения решения с расчетом и других известных исследователей. Результат. Разработана 

программа для расчета в пакете MATLAB с возможностью вариации исходных данных 

и выводом графика зависимости перемещений, напряжений от времени. Установлено, что 

напряжения и внутренние усилия в ортотропной оболочке той же формы, что для изотроп-

ной, происходит перераспределение напряжений: нормальные напряжения возрастают,

а касательные убывают. Продольные и сдвигающие силы при этом остаются практически 

постоянными; изменение напряжений происходит в основном за счёт перераспределения 

изгибающих и крутящих моментов. Вывод. Предложенный подход может быть применен 

к анализу напряженно-деформированного состояния и несущей способности также и железобе-

тонной оболочки. Ограничений по граничным условиям и видам нагружения нет, а материалом 

балки могут быть не только полимеры и композиты строительного назначения, но и бетон. 

Ключевые слова: ползучесть бетона, неупругие коэффициенты, относительная 

деформация, уравнение связи Максвелла-Гуревича, изгибающие моменты, переменная 

жесткость, двойные тригонометрические ряды  
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Abstract. Objective. The paper presents general equations of the moment theory of thin 

shallow shells with a relatively small rise above the plane of their projection taking into account 

creep deformation. The problem of the stress-strain state of the shell with boundary conditions is 

considered. At the edges, the shell is connected to diaphragms that are absolutely rigid in their 

plane and flexible from it. Resolving equations are obtained for calculating shallow isotropic and 

orthotropic shells taking into account creep deformations. The problem is reduced to a system of 

two fourth-order differential equations with respect to deflection and stress function. Method. The 

solution is given by the numerical-analytical method in the MATLAB software package. The non-

linear Maxwell-Gurevich equation is used as the equation of state between creep deformations and 

stresses. To determine creep deformations, a linear approximation of the first derivative with re-

spect to time (Runge-Kutta method) was used. To verify the solution to the problem, a shell made 

of secondary PVC was calculated using the grid method. The method has been tested by comparing 

the solution with the calculations of other well-known researchers. Result. A program has been 

developed for calculation in the MATLAB package with the ability to vary the initial data and 

output a graph of the dependence of displacements and stresses on time. It has been established 

that stresses and internal forces in an orthotropic shell of the same shape as for an isotropic one 

are subject to stress redistribution: normal stresses increase, and tangential stresses decrease. Lon-

gitudinal and shear forces remain almost constant; stress changes occur mainly due to the redistri-

bution of bending and torque moments. Conclusion. The proposed approach can be applied to the 

analysis of the stress-strain state and bearing capacity of a reinforced concrete shell as well. There 

are no restrictions on boundary conditions and types of loading, and the beam material can be not 

only polymers and composites for construction purposes, but also concrete. 
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Введение.  Пологие оболочки широко применяются для устройства большепролетных 

перекрытий, поэтому их рассмотрение представляет особенный интерес. Напряженное состо-

яние пологой оболочки является переходным от невыгодного чисто моментного напряжен-

ного состояния пластины к выгодному безмоментному состоянию оболочки [1, 3, 4]. 

Пологие оболочки занимают промежуточное положение между изгибаемыми плитами 

и безмоментыми оболочками, соединяя преимущества первых в части распределения 

материала по перекрываемой площади с преимуществом оболочек в части распределения 

напряжений по толщине. 

Здесь рассматриваются пологие оболочки прямоугольного в плане очертания, кото-

рые наиболее распространены в строительной практике в качестве перекрытий различного 

рода сооружений [5-7]. Даже в тех случаях, когда строгое решение принципиально 

возможно, числовой расчет и получение окончательного результата сопряжены большей 

частью с очень большими трудностями. 

Постановка задачи. Рассмотрим прямоугольный в плане бесконечно малый 

элемент пологой оболочки размерами 𝑑𝑥 × 𝑑𝑦, на боковых гранях которого действуют уси-

лия в срединной поверхности (рис.1, а), а также моменты и поперечные силы (рис. 1, 6). 

Нормально к срединной поверхности приложена внешняя поперечная нагрузка q. (рис. 1), 

уравнение поверхности которой имеет вид: 
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𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

Рис. 1. а) Срединная поверхность пологой 

оболочки 

Fig. 1. a) Middle surface of the shallow shell 

Рис. 1 б) Усилия в элементе пологой 

оболочки 

Fig. 1 b) Efforts in a shallow shell element 

При наличии ползучести геометрические и статические уравнения теории пологих 

оболочек остаются неизменными. Изменения происходят только в физических уравнениях. 

Вывод разрешающих уравнений.  Уравнение равновесия имеет вид: 
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑆

𝜕𝑦
= 0; 

𝜕𝑆

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑦
𝜕𝑦

= 0; 

𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝑦
𝜕𝑦

− 𝑘𝑥𝑁𝑥 − 𝑘𝑦𝑁𝑦 + 𝑞 = 0,

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐻

𝜕𝑦
= 𝑄𝑥;  

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= 𝑄𝑦;

(1) 

где 𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 – продольные силы; 𝑆 – сдвигающая сила; 𝑀𝑥, 𝑀𝑦 – изгибающие моменты;

𝐻 – крутящий момент; 𝑄𝑥, 𝑄𝑦 – поперечные силы; 𝑞 – поверхностная нагрузка.

Исключим из этих уравнений поперечные силы 𝑄𝑥, 𝑄𝑦 продифференцировав послед-

нюю строку уравнения (1) по х, у и подставив в 2-ю строку уравнения (1), имеем обобщаю-

щее уравнение равновесия 

𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝐻

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑀𝑦

𝜕𝑦2
− 𝑘𝑥𝑁𝑥 − 𝑘𝑦𝑁𝑦 + 𝑞 = 0. (2) 

Геометрические соотношения согласно [6,7], полные деформации, есть сумма 

составляющих деформаций срединной поверхности и деформаций, связанных с измене-

нием кривизны: 

{

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾
} = {

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾0
} + 𝑧 {

𝜒𝑥
𝜒𝑦
𝜒𝑥𝑦

} 
(3) 

где 𝑢, 𝑣, 𝑤 − перемещения срединной поверхности в соответствии координат  𝑥, 𝑦, 𝑧. 
В (3) первое слагаемое − деформации срединной поверхности, второе слагаемое − 

изменения кривизн срединной поверхности. Введем обозначения: 

(а) {

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾0
} =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0 0

0
𝜕

𝜕𝑦
0

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
0
]
 
 
 
 
 
 

{
𝑢
𝑣
𝑤
} + {

𝑘𝑥
𝑘𝑦
0

}𝑤;     (б) {

𝜒𝑥
𝜒𝑦
𝜒𝑥𝑦

} = −

[
 
 
 
 
 
 
𝜕2

𝜕𝑥2

𝜕2

𝜕𝑦2

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦]
 
 
 
 
 
 

𝑤 
(4) 

где 𝑢, 𝑣, 𝑤 − перемещения срединной поверхности в соответствии координат  𝑥, 𝑦, 𝑧.

Уравнение совместности деформаций можно получить из (4а) продифференцировав 

𝜀𝑥
0 и 𝜀𝑦

0 по 𝑥 и 𝑦 соответственно, и суммируя их имеем:
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[
𝜕2

𝜕𝑦2
𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
] {

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾0
} = [

𝜕2

𝜕𝑦2
𝜕2

𝜕𝑥2
] {
(𝑘𝑥𝑤)

(𝑘𝑦𝑤)
} (5)

Если 𝑘𝑥𝑦 = −
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0, из чего следует, что 𝑘𝑥 и 𝑘𝑦 – главные кривизны, уравнение

совместности деформаций (5) принимает вид: 

[
𝜕2

𝜕𝑦2
𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
] {

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾0
} = 𝑘𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝑘𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
. (6) 

Физические соотношения с учетом деформаций ползучести на основе первой гипо-

тезы теории расчёта оболочек, как и пластинок, зависимость напряжений от деформаций 

принимается в виде: 

{

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

} =
𝐸

1 − 𝜈2
[

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
(1 − 𝜈)

2

]({

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾0
} + 𝑧 {

𝜒𝑥
𝜒𝑦
𝜒𝑥𝑦

} − {

𝜀𝑥
𝑐𝑟

𝜀𝑦
𝑐𝑟

𝛾𝑥𝑦
𝑐𝑟
}) ; 

(7) 

Усилия, изгибающие и крутящий момент имеют вид: 

{
𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑆

} =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

∫ 𝜎𝑥

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑑𝑧

∫ 𝜎𝑦

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑑𝑧

∫ 𝜏𝑥𝑦

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑑𝑧

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

=
𝐸ℎ

1 − 𝜈2
[

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
(1 − 𝜈)

2

] {

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾0
} − {

𝑁𝑥
𝑐𝑟

𝑁𝑦
𝑐𝑟

𝑆𝑐𝑟
} ; (8) 

где 

{
𝑁𝑥
𝑐𝑟

𝑁𝑦
𝑐𝑟

𝑆𝑐𝑟
}=

𝐸

1 − 𝜈2

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

∫[1 𝜈 0] {

𝜀𝑥
𝑐𝑟

𝜀𝑦
𝑐𝑟

𝛾𝑥𝑦
𝑐𝑟
}  𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

∫[𝜈 1 0] {

𝜀𝑥
𝑐𝑟

𝜀𝑦
𝑐𝑟

𝛾𝑥𝑦
𝑐𝑟
}  𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

∫[0 0
(1 − 𝜈)

2
] {

𝜀𝑥
𝑐𝑟

𝜀𝑦
𝑐𝑟

𝛾𝑥𝑦
𝑐𝑟
}  𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2 }

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

; 
(9) 

Соотношения для изгибных и крутящих моментов определяются как: 
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где 

{
𝑀𝑥
𝑐𝑟

𝑀𝑦
𝑐𝑟

𝐻𝑐𝑟
} =

𝐸

1 − 𝜈2

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

∫[1 𝜈 0] {

𝜀𝑥
𝑐𝑟

𝜀𝑦
𝑐𝑟

𝛾𝑥𝑦
𝑐𝑟
}  𝑧𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

∫[𝜈 1 0] {

𝜀𝑥
𝑐𝑟

𝜀𝑦
𝑐𝑟

𝛾𝑥𝑦
𝑐𝑟
}  𝑧𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

∫[0 0
(1 − 𝜈)

2
] {

𝜀𝑥
𝑐𝑟

𝜀𝑦
𝑐𝑟

𝛾𝑥𝑦
𝑐𝑟
} 𝑧𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2 }

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

; (11) 

   где 
𝐷 =

𝐸ℎ3

12(1 − 𝜈2)

цилиндрическая жесткость 

Первые 2 уравнения равновесия (1) могут быть удовлетворены, если ввести функ-

цию напряжений по формулам: 

𝑁𝑥 =
𝜕2Ω

𝜕𝑦2
, 𝑁𝑦 = 

𝜕2Ω

𝜕𝑥2
, 𝑆 = −

𝜕2Ω

𝜕𝑥𝜕𝑦
. (12) 

Деформации срединной поверхности из (8) с учетом (12) представим, как: 

{

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾0
} =

1

𝐸ℎ

{
  
 

  
 

[−
1 −𝜈 0
𝜈 1 0
0 0 2(1 + 𝜈)

]

(

 
 
 
 

{
  
 

  
 

𝜕2Ω

𝜕𝑦2

𝜕2Ω

𝜕𝑥2

−
𝜕2Ω

𝜕𝑥𝜕𝑦}
  
 

  
 

+ {
𝑁𝑥
𝑐𝑟

𝑁𝑦
𝑐𝑟

𝑆𝑐𝑟
}

)

 
 
 
 

}
  
 

  
 

(13) 

Подставив (1) в уравнение совместности деформаций (6), мы получим первое 

разрешающее уравнение: 

1

𝐸ℎ
∇2∇2𝛀 − 𝑘𝑥

𝜕2𝒘

𝜕𝑦2
− 𝑘𝑦

𝜕2𝒘

𝜕𝑥2
= 

=
1

𝐸ℎ
[2(1 + 𝜈)

𝜕2𝑆𝑐𝑟

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝜈 (

𝜕2𝑁𝑥
𝑐𝑟

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑁𝑦

𝑐𝑟

𝜕𝑦2
) −

𝜕2𝑁𝑥
𝑐𝑟

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑁𝑦

𝑐𝑟

𝜕𝑥2
 ] 

(14) 

Подставив уравнение (10) в (2), получим второе разрешающее уравнение: 

𝐷∇2∇2𝒘+ 𝑘𝑥
𝜕2𝛀

𝜕𝑦2
+ 𝑘𝑦

𝜕2𝛀

𝜕𝑥2
= 𝑞 − (

𝜕2𝑀𝑥
𝑐𝑟

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝐻𝑐𝑟

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑀𝑦

𝑐𝑟

𝜕𝑦2
). (15) 

Таким образом получаем систему двух дифференциальных уравнений относительно 

двух неизвестных функций 𝒘 и 𝛀. 

{
𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝐻

} =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

∫ 𝜎𝑥

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑧𝑑𝑧

∫ 𝜎𝑦

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑧𝑑𝑧

∫ 𝜏𝑥𝑦𝑧

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑑𝑧

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

= −𝐷 [
1 𝜈 0
𝜈 1 0
0 0 (1 − 𝜈)

] {

𝜒𝑥
𝜒𝑦
𝜒𝑥𝑦

} − {
𝑀𝑥
𝑐𝑟

𝑀𝑦
𝑐𝑟

𝐻𝑐𝑟
} ; (10) 
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Система дифференциальных уравнений (14) и (15) обобщает две теории упругости        

с учетом ползучести: задачу об изгибе пластинки и плоскую задачу [7, 8, 9].  

Рассмотрим различные случаи граничных условий для прямоугольной в плане поло-

гой оболочки, кромки которой совпадают с координатными линиями х и у, являющимися 

линиями главных кривизн. На каждой кромке оболочки накладываются ограничения на 

функции 𝑤 и 𝜑, причем таких условий должно быть четыре - по два условия на каждую из 

функций 𝑤 и 𝜑. Заметим, что краевые условия, зависящие от прогиба оболочки, имеют 

точно такой же вид, что и для жестких пластин [9−12]. 

Так, для жестко защемленной кромки оболочки, параллельной координатной линии 

у (для точек этой кромки при 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 0 − рис.2), справедливы условия 

𝑤 = 0|𝑥=0,   𝑥=𝑎;      
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0|𝑥=0,   𝑥=𝑎 

(16) 

 
Рис. 2 - Тонкая пологая оболочка  

Fig. 2 - Thin shallow shell 

Для шарнирно закрепленной кромки 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 0 аналогичные условия, которые 

накладываются на функцию Ω. Для кромки 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 0, которая может свободно переме-

щаться в направлении оси х, 

𝜎𝑥 = 0|𝑥=0,   𝑥=𝑎;      
𝜕2Ω

𝜕𝑦2
= 0|𝑥=0,   𝑥=𝑎 

(17) 

Для кромки 𝑥 = ±𝑎, свободно смещаемой в направлении оси у, 

𝜏𝑦𝑥 = 0|𝑥=0,   𝑥=𝑎;      
𝜕2Ω

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0|𝑥=0,   𝑥=𝑎 

(18) 

При решении практических задач могут встретиться различные комбинации пере-

численных условий. Например, для жестко защемленной кромки 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 0, где исклю-

чаются перемещения в на правлении осей х, у и 𝑧, следует положить 

𝑢 = 𝑣 = 𝑤 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0|𝑥=0,   𝑥=𝑎 

 (19) 

При свободном опирании кромок оболочки на торцевые диафрагмы (рис.3), абсо-

лютно жесткие по отношению к деформациям в своей плоскости и гибкие из нее, граничные 

условия принимают следующий вид: 

𝑣 = 𝑤 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 =

𝜕2Ω

𝜕𝑦2
= 0|𝑥=0,   𝑥=𝑎 

𝑢 = 𝑤 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 =

𝜕2Ω

𝜕𝑥2
= 0|𝑥=0,   𝑥=𝑎; 

 

(20) 

Рис. 3 - Опирание оболочки на диафрагмы  

Fig. 3 - Support of the shell on the diaphragms 
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При расчете принимаем, что на контуре оболочки функция напряжений Ω = 0, тогда 

на кромках 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑎 автоматически обращается в нуль производная 
𝜕2Ω

𝜕𝑦2
, а на кромках

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑏 – производная 
𝜕2Ω

𝜕𝑥2
. Потребуем также, чтобы при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑎 обращалась 

в нуль производная 
𝜕2Ω

𝜕𝑥2
, а на кромках 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑏 – производная 

𝜕2Ω

𝜕𝑦2
. Тогда для кромок

𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑎 будем иметь: 

𝜀𝑦
0 =

1

𝐸ℎ
(𝑁𝑦 − 𝜈𝑁𝑥 + 𝑁𝑦

𝑐𝑟 − 𝜈𝑁𝑥
𝑐𝑟) =

1

𝐸ℎ
(
𝜕2Ω

𝜕𝑥2
− 𝜈

𝜕2Ω

𝜕𝑦2
+ 𝑁𝑦

𝑐𝑟 − 𝜈𝑁𝑥
𝑐𝑟) ≡ 0. (21) 

Из (21) следует, что на указанных кромках перемещение 𝑣 должно быть тожде-

ственно равно константе, которую можно принять равной нулю, следовательно последнее 

условие в (21) выполняется. Аналогично для кромок 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑏: 

𝜀𝑥
0 =

1

𝐸ℎ
(𝑁𝑥 − 𝜈𝑁𝑦 + 𝑁𝑥

𝑐𝑟 − 𝜈𝑁𝑦
𝑐𝑟) =

1

𝐸ℎ
(
𝜕2Ω

𝜕𝑦2
− 𝜈

𝜕2Ω

𝜕𝑥2
+ 𝑁𝑥

𝑐𝑟 − 𝜈𝑁𝑦
𝑐𝑟) ≡ 0. (22) 

Из (22) следует, что перемещение 𝑢 при 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑏 может быть равно нулю. 

Методы исследования. Рассмотрим пример расчета пологой прямоугольной 

в плане оболочки, срединная поверхность которой представляет эллиптический параболоид 

(рис. ). Начало координат – в левом верхнем углу. Уравнение поверхности имеет вид: 

𝑧 = 𝑓 [
𝑓1
𝑓
(2
𝑥

𝑎
− 1)

2

+
𝑓2
𝑓
(2
𝑦

𝑏
− 1)

2

− 1], (23) 

Главные кривизны рассматриваемой оболочки определяются следующим образом: 

𝑘𝑥 = −
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
= −

8𝑓1
𝑎2

;   𝑘𝑦 = −
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= −

8𝑓2
𝑏2
.   (24) 

Рис. 4 - Пологая прямоугольная в плане оболочка 

Fig. 4 - Flat rectangular shell 

Решение системы разрешающих уравнений представляет большие трудности, 

поэтому целесообразно применять вариационные методы решения, например, как, метод 

Бубнова-Галеркина, в форме, разработанной для оболочек В.З. Власовым или Ритца-

Тимошенко. Мы предлагаем решение численно-аналитическое. Будем искать решение 

уравнений в виде двойных тригонометрических рядов по синусам. С учетом   (24) система 

разрешающих уравнений принимает вид: 

1

𝐸ℎ
∇4Ω +

8𝑓1
𝑎2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+
8𝑓2
𝑏2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 𝑓𝑐𝑟;

𝐷∇4𝑤 −
8𝑓1
𝑎2

𝜕2Ω

𝜕𝑦2
−
8𝑓2
𝑏2

𝜕2Ω

𝜕𝑥2
= 𝑞 + 𝑞𝑐𝑟,

 (25) 

где 
𝑓𝑐𝑟 =

1

𝐸ℎ
[2(1 + 𝜈)

𝜕2𝑆𝑐𝑟

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝜈 (

𝜕2𝑁𝑥
𝑐𝑟

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑁𝑦

𝑐𝑟

𝜕𝑦2
) −

𝜕2𝑁𝑥
𝑐𝑟

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑁𝑦

𝑐𝑟

𝜕𝑥2
 ] ; 

𝑞𝑐𝑟 = −(
𝜕2𝑀𝑥

𝑐𝑟

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝐻𝑐𝑟

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑀𝑦

𝑐𝑟

𝜕𝑦2
). 

Будем искать решение уравнений  (25) в виде: 
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𝑤(𝑥, 𝑦) = ∑∑𝑤𝑚𝑛 sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

;

∞

𝑚=1

 

Ω(𝑥, 𝑦) = ∑∑𝜑𝑚𝑛 sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

.

∞

𝑚=1

 (26) 

Функции  (26) удовлетворяют граничным условиям. Запишем функции 𝑞(𝑥, 𝑦), 
𝑞𝑐𝑟(𝑥, 𝑦) и 𝑓c𝑟(𝑥, 𝑦) в виде:

𝑞(𝑥, 𝑦) = ∑∑𝑞𝑚𝑛 sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

;

∞

𝑚=1

 

𝑞𝑐𝑟(𝑥, 𝑦) = ∑∑𝑞𝑚𝑛
𝑐𝑟 sin

𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

;

∞

𝑚=1

 

𝑓𝑐𝑟(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑓𝑚𝑛
𝑐𝑟 sin

𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

.

∞

𝑚=1

 

(27) 

Коэффициенты разложения 𝑞𝑚𝑛, 𝑞𝑚𝑛
𝑐𝑟  и 𝑓𝑚𝑛

𝑐𝑟  определяются следующим образом:

𝑞𝑚𝑛 =
4

𝑎𝑏
∫∫𝑞(𝑥, 𝑦)

𝑏

0

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

𝑎

0

𝑑𝑥𝑑𝑦; 

𝑞𝑚𝑛
𝑐𝑟 =

4

𝑎𝑏
∫∫𝑞∗(𝑥, 𝑦)

𝑏

0

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

𝑎

0

𝑑𝑥𝑑𝑦; 

𝑓𝑚𝑛
𝑐𝑟 =

4

𝑎𝑏
∫∫𝑓𝑐𝑟(𝑥, 𝑦)

𝑏

0

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

𝑎

0

𝑑𝑥𝑑𝑦. 

(28) 

После подстановки (27) в  (25), получим: 

∑∑{
𝜋4

𝐸ℎ
(
𝑚2

𝑎2
+
𝑛2

𝑏2
)

2

𝜑𝑚𝑛 −
8𝜋2

𝑎2𝑏2
[𝑛2𝑓1 +𝑚

2𝑓2]𝑤𝑚𝑛} sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

=∑∑𝑓𝑚𝑛
𝑐𝑟 𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

.

∞

𝑚=1

 

∑∑{𝜋4𝐷 (
𝑚2

𝑎2
+
𝑛2

𝑏2
)

2

𝑤𝑚𝑛 +
8𝜋2

𝑎2𝑏2
[𝑛2𝑓1 +𝑚

2𝑓2]𝜑𝑚𝑛} sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

=∑∑(𝑞𝑚𝑛 + 𝑞𝑚𝑛
𝑐𝑟 ) sin

𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

.

∞

𝑚=1

 

(29) 

Два ряда равны между собой, если равны их коэффициенты. В итоге для каждой пары 

коэффициентов 𝜑𝑚𝑛 и 𝑤𝑚𝑛 имеем систему из двух линейных уравнений с двумя неизвестными:

[
𝑎11 −𝑎12
𝑎12 𝑎22

] {
𝜑𝑚𝑛
𝑤𝑚𝑛

} = {
𝑓𝑚𝑛
𝑐𝑟

𝑞𝑚𝑛 + 𝑞𝑚𝑛
𝑐𝑟 } ;       где

   (30) 

𝑎11 =
𝜋4

𝐸ℎ
(
𝑚2

𝑎2
+
𝑛2

𝑏2
)

2

, 𝑎12 =
8𝜋2

𝑎2𝑏2
[𝑛2𝑓1 +𝑚

2𝑓2];  𝑎22 = 𝜋
4𝐷 (

𝑚2

𝑎2
+
𝑛2

𝑏2
)

2

Из (30) коэффициенты 𝜑𝑚𝑛 и 𝑤𝑚𝑛 определяются следующим образом:

𝜑𝑚𝑛 =
𝑓𝑚𝑛
𝑐𝑟 𝑎22 + (𝑞𝑚𝑛 + 𝑞𝑚𝑛

𝑐𝑟 )𝑎12
𝑎11𝑎22 + 𝑎12

2 ; 

𝑤𝑚𝑛 =
𝑎11(𝑞𝑚𝑛 + 𝑞𝑚𝑛

𝑐𝑟 ) − 𝑎12𝑓𝑚𝑛
𝑐𝑟

𝑎11𝑎22 + 𝑎12
2 . 

(31) 
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При 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 первый интеграл в (28) записывается в виде: 

𝑞𝑚𝑛 =
4𝑞

𝑎𝑏
∫ sin

𝑚𝜋𝑥

𝑎

𝑎

0

𝑑𝑥∫ sin
𝑛𝜋𝑦

𝑏

𝑏

0

𝑑𝑦 =
4𝑞

𝑚𝑛𝜋2
cos

𝑚𝜋𝑥

𝑎
|
0

𝑎

cos
𝑛𝜋𝑦

𝑏
|
0

𝑏

= 

= {
16𝑞

𝑚𝑛𝜋2
, если 𝑚 = 2𝑘 + 1 и 𝑛 = 2𝑝 + 1

0, если 𝑚 или 𝑛 − четное
. 

(32) 

Последние 2 интеграла в (28) вычисляются численно. Для этого вводится равномер-

ная сетка ∆𝑥 × ∆𝑦. Вычисление выполняется по формуле: 

∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

0

=∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)∆𝑥∆𝑦𝜔𝑖 , (33) 

где 𝜔𝑖 – весовой коэффициент, для внутренних узлов сетки равный 1, для узлов

на контуре кроме углов 𝜔𝑖 = 0.5, для угловых точек  𝜔𝑖 = 0.25.

При 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 функции 𝑞c𝑟(𝑥, 𝑦) и 𝑓c𝑟(𝑥, 𝑦) следует раскладывать только

по нечетным 𝑚 и 𝑛. При помощи описанного подхода была решена задача, представленная 

в работе [1,2]. Количество интервалов по 𝑥, 𝑦, 𝑧 и по времени принималось равным 100.  

Обсуждение результатов. Расчет был выполнен в программном комплексе 

MATLAB. Для верификации правильности решения воспользуемся данными из [1]. 

Был выполнен расчет полимерного резервуара из вторичного ПВХ ℎ = 0.01  м, 𝑎 = 𝑏 =
1 м, 𝑓1 = 𝑓2 = 0.05 м, материал оболочки – вторичный ПВХ, 𝐸 = 1480 МПа,
𝐸∞ = 5990 МПа, 𝑚𝑐𝑟 = 12.6 МПа, 𝜂0

𝑐𝑟 = 9.06 ∙ 105 МПа ∙ мин, ν = 0.3. На оболочку дей-
ствует постоянная, равномерно распределенная по площади нагрузка 𝑞 = 0.5 кПа. 
Приведены так же результаты, выполненные в [1,2] для верификации правильности реше-

ния. Сравнение наибольших величин прогиба в различные моменты времени, полученных 

методом конечных разностей (МКР) и численно-аналитически (ЧАМ) при 𝑚, 𝑛 =  1,3,5,7 

приведено в табл.1. Результаты, полученные при девяти и шестнадцати членах ряда, прак-

тически совпадают. Совпадение результатов свидетельствует о их достоверности. 
Таблица 1 – Сравнение наибольших перемещений в различные моменты времени,  

полученных МКР и численно-аналитического метода (ЧАМ) 

Table 1 – Comparison of the largest displacements at different points in time obtained by the MKR 

and the numerical-analytical method (NAM) 
t, час 1 2 3 4 5 6 7 8 

w, 

мм 

МКР 0.2547 0.2675 0.2759 0.2814 0.2850 0.2873 0.2889 0.2899 

ЧАМ 0.2547 0.2675 0.2759 0.2813 0.2849 0.2872 0.2887 0.2897 

На рис.  приведен график роста наибольшей величины прогиба при различном числе 

членов ряда.  

Рис. 5 - График роста наибольшей величины прогиба при различном числе членов ряда 

Fig. 5 - Graph of the growth of the greatest value of deflection for different numbers of members 

of the series 

На рис.6. приведено распределение перемещений 𝑤 в зависимости от 𝑥 и 𝑦: закра-

шенная поверхность – при 𝑡 = 0; сетчатая поверхность при 𝑡 = 15 ч. Напряжения в про-

цессе ползучести меняются несущественно. 
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Рис. 6 - Распределение перемещений 𝒘 в зависимости от 𝒙 и 𝒚: 

закрашенная поверхность – при 𝒕 = 𝟎; сетчатая поверхность при 𝒕 = 𝟏𝟓 ч 

Fig. 6 - Distribution of displacements w depending on 𝒙 and 𝒚: 

shaded surface – at 𝒕 = 𝟎; mesh surface at 𝒕 = 𝟏𝟓 𝒉. 

Распределение напряжений 𝜎𝑥 и 𝜏𝑥𝑦 как функций от 𝑥 и 𝑦 при 𝑡 = 15 час приведено

соответственно на рис.  и рис. . Сетчатым графикам соответствуют напряжения у верхней 

поверхности оболочки, закрашенным – у нижней поверхности. 

Рис. 7 – Распределение напряжений 𝝈𝒙 при 𝒕 = 𝟏𝟓 ч:

сетчатая поверхность – 𝒛 = −𝒉/𝟐, закрашенная по-

верхность – 𝒛 = 𝒉/𝟐 

Fig. 7 – Distribution of stresses 𝝈𝒙 at 𝒕 = 𝟏𝟓 𝒉: mesh

surface – 𝒛 = −𝒉/𝟐, shaded surface – 𝒛 = 𝒉/𝟐 

Рис. 8 – Распределение напряжений 𝝉𝒙𝒚
при 𝒕 = 𝟏𝟓 ч: сетчатая поверхность –𝒛 = −𝒉/𝟐, 

закрашенная поверхность – 𝒛 = 𝒉/𝟐 

Fig. 8 – Distribution of stresses 𝝉𝒙𝒚 at 𝒕 = 𝟏𝟓 𝒉:

mesh surface – 𝒛 = −𝒉/𝟐, shaded surface – 𝒛 =
𝒉/𝟐 

Вывод. Получены разрешающие уравнения для расчета пологих изотропных 

и ортотропных оболочек с учетом ползучести. Задача свелась к системе из двух дифферен-

циальных уравнений четвертого порядка относительно прогиба и функции напряжений. 

Приведен пример расчета пологой оболочки из ПВХ в форме эллиптического параболоида. 

В результате расчета установлено, что напряжения и внутренние усилия в изотропной обо-

лочке в процессе ползучести практически не меняются.  

Приведено численно-аналитическое решение задачи с использованием двойных три-

гонометрических рядов. Для изотропной оболочки достаточным оказалось 9 членов ряда. 

Выполнено сравнение результатов с решением на основе метода конечных разностей. 

Таким образом, расчет оболочки только в упругой стадии приводит к заниженным значе-

ниям напряжений, и как следствие, возможному ее разрушению в процессе эксплуатации. 
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