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Резюме. Цель. Целью исследования является  моделирование поведения динамиче-

ских объектов управления. Рассматриваются объекты управления, математическая модель 

которых соответствует описанию типовых динамических звеньев, например, колебатель-

ные, инерционные. Метод. Применяются подходы, свойственные линейной задаче быст-

родействия и краевой задаче для обыкновенных дифференциальных уравнений. Решения 

определяются программным путем с помощью традиционных вычислительных пакетов.  

Результат. Экспериментально-моделируемые результаты показывают возможность пере-

вода заданного объекта управления из нулевого состояния в расчетную точку внешней 

траектории движения чего-либо. Вывод. На основе модельных примеров показана воз-

можность решения краевой задачи для объектов управления, которые могут быть как 

устойчивыми, так и неустойчивыми по их полюсам. 
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Abstract. Objective. The aim of the study is to model the behavior of dynamic control 

objects. The control objects are considered, the mathematical model of which corresponds to the 

description of typical dynamic links, for example, oscillatory, inertial. Method. Approaches            

inherent to the linear problem of speed and the boundary value problem for ordinary differential 

equations are used. Solutions are determined programmatically using traditional computing 

packages. Result. The results show the possibility of transferring a given control object from the 

zero state to the calculated point of the external trajectory of movement. Conclusion. The possi-

bility of solving a boundary value problem for control objects that can be both stable and unsta-

ble at their poles is shown. 
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Введение. В теории автоматического управления и оптимального управления при-

нято выделять звенья и объекты по характеру дифференциальных уравнений, описываю-

щих звенья и объекты [1, 2, 3]. Если звено описывается обыкновенным дифференциаль-

ным уравнением с постоянными коэффициентами не выше второго порядка, то такое зве-

но принято называть типовым или элементарным [3].  

Типовое динамическое звено – это математическая модель элемента системы авто-

матического управления (САУ), отражающая определенные динамические свойства              

элемента вне зависимости от физической природы протекающих в нем процессов. Именно 

эта абстракция позволяет проводить широкие исследования, как на аналитическом, так                

и на математико-программном уровне. В качестве базовой математической модели иссле-

дуемых объектов управления приняты такие, которые состоят из колебательных и аперио-

дических (инерционных) звеньев первого порядка. Для таких объектов ставится задача             

их перевода из нулевого состояния в некоторую точку цели внешней траектории                   

чего-либо. Например, внешние траектории могут отображать движение летательных                         

и беспилотных летательных аппаратов [4, 5, 6].  

Постановка задачи.  Перевод объекта управления из одного состояния в некоторое 

заданное другое рассматривается с помощью методов теории оптимального управления 

[1, 7, 8, 9], а также с помощью методов решения краевых задач обыкновенных дифферен-

циальных уравнений [10–12]. При решении задач управления с краевыми условиями при-

нято использовать методы оптимального управления, например, методы оптимального по 

быстродействию управления динамическими объектами [1, 13, 14]. При рассмотрении за-

дач оптимального управления учитываются особенности структурных схем объектов 

управления, представленных в виде некоторой совокупности отдельных звеньев [15, 16].  

Далее рассматриваются объекты управления, представленные в виде параллельного 

соединения типовых звеньев – двух колебательных звеньев и одного апериодического 

звена первого порядка. На модельной внешней траектории движения чего-либо (возможно 

дрона) фиксируются маркеры цели, к которым необходимо сформировать движение объ-

екта управления, находящегося в нулевом исходном состоянии. Предполагается, что рас-

смотрение движения осуществляется в прямоугольной декартовой системе координат. 

Методы исследования. Математическое описание звеньев объекта управления           

задаются в виде следующих обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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где T1 > 0, T2 > 0 – постоянные времени звеньев колебательных звеньев (1), (2), (4), 

(5) и одного инерционного звена с постоянной времени T3 > 0, 0 <  < 1 – коэффициент 

демпфирования колебательных звеньев, i – статические коэффициенты передачи, i = 1, 2, 3.  
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Для статических коэффициентов передачи принято условие в соответствии с примерами 

из [17]: 
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Уравнения (4), (5), (6) описывают неустойчивые звенья [2, 18].  Структурная схема 

исследования объектов управления представляет собой параллельное соединение типовых 

звеньев с заданными параметрами, как показано на рис. 1. 

 
Рис. 1 - Структурная схема объектов управления 

Fig. 1- Structural diagram of control objects 

На рис. 1 представлены передаточные функции, отвечающие соответствующим 

дифференциальным уравнениям (1), (2), (3) или (4), (5), (6). Вид таких передаточных 

функций хорошо известен [2, 3]. В случае решения линейной задачи быстродействия мо-

жет быть применена теорема об n-интервалов Фельдбаума А.А. для объектов управления, 

чьи полюса являются вещественными отрицательными или нулевыми, а управление допу-

стимо максимально с возможным изменением знаков за период управления [15, 17].  

Следуя [18], сумматор на рис. 1 реализует следующую операцию: 
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 где: М – константа на гиперплоскости в соответствии с уравнением (8).  

Предполагается, что в начальный момент времени t = 0, переменные состояния 

объекта управления должны быть нулевыми: x1(0) = x2(0) = x3(0) = 0. Для схемы объекта 

управления, представленного на рис. 1, требуется один интервал максимально-

допустимого управления (положительного или отрицательного). При заданной величине 

М задача сводится к определению момента окончания управляющего воздействия [17]. 

Для снятия точек с внешней траектории принимаются следующие функциональные зави-

симости, моделирующие внешние траектории движения чего-либо: 
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Уравнения (9), (10), (11) сформированы на основе [19, 20]. В частности, уравнение 

траектории (10) без слагаемого 35 в соответствии с [20] называется «Кривая рыбака»                    

в случае знака  перед корнем квадратным.  Некоторые подходы к программированию   

задач аналитической геометрии даны в [21], которые были использованы при разработке 

предлагаемой методике вывода объекта управления в точку модельной внешней траектории.  

Обсуждение результатов. Приведенные дифференциальные уравнения (1) – (6) 

формально могут быть записаны относительно независимой переменной х, как это приня-

то в теории обыкновенных дифференциальных уравнений [22]. Опираясь на изложенный 

материал, предлагается производить решение дифференциальных уравнений (1) – (6),               
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интегрируя сначала относительно входного постоянного управления при заданной коор-

динаты М внешней траектории движения чего-либо. А потом, подставляя найденное            

постоянное управление в исходные дифференциальные уравнения, найти общее уравнение 

движения объекта управления (ОУ). Схема предлагаемого алгоритма решения рассматри-

ваемой задачи показана на рис. 2. 

 
Рис. 2 - Схема вывода объекта управления в точку внешней траектории 

Fig. 2 - Scheme of output of the control object to the point of the external trajectory 

Приведем параметры звеньев (устойчивых и неустойчивых) исследуемых объектов 

управления:  T1 = 2,3 (усл. ед.); T2 = 1,15 (усл. ед.); T3 = 1,53 (усл. ед.); 1 = 0,2 (усл. ед.);  

2 = 0,3 (усл. ед.); 3 = 0,5 (усл. ед.);  = 0,05 (относительный коэффициент демпфирова-

ния колебательных звеньев). Программная реализация схемы рис. 2 была выполнена как             

в MATLAB, так и с помощью Питона (Python). Результаты проведенного моделирования 

для внешней траектории (9) и заданных дифференциальных уравнений (1) – (6) с учетом 

параметров звеньев сведены в табл. 1. 

Таблица 1. Результаты вывода объектов управления на траекторию (9) 

Table 1. Results of outputting control objects to the trajectory (9) 

№ 

п/п 

Управление  неустойчивым 

объектом  управления, 

усл. ед. 

Control of an unstable control 

object, conventional units 

Управление 

устойчивым 

объектом управления, 

усл. ед. 

Control of a stable control 

object, conventional units 

X-координата, 

усл. ед. 

X-coordinate, con-

ventional units 

Y-координата, 

усл. ед. 

Y-coordinate, 

conventional units 

1 1.53100200795961 64.9564479108299 6.68896321070234 60.4897625144916 

2 9.0148892049463e-08 43.6230794939201 31.7725752508361 47.0607205991632 

3 4.9642144393488e-22 15.2256901061837 80.2675585284281 15.0999645088432 

4 1.06749564218036e-27 5.33852298274691 98.6622073578595 5.40580588952096 

5 1.48294106494829e-32 12.7860368524329 117.056856187291 12.5022209883224 

6 8.49073835885867e-43 19.7011612309200 153.846153846154 19.8402264343567 

7 3.02501233902200e-53 19.5582585892736 190.635451505017 19.5914329882999 

8 8.58127195073736e-64 15.3664588150038 227.424749163880 15.4038260110179 

9 4.80012583229948e-85 6.61791215076245 301.003344481605 6.61919742072604 

10 1.60426094171674e-95 6.13092394842988 337.792642140468 6.13148413071638 

11 7.52764965741246e-127 6.12599015585984 448.160535117057 6.12581189078810 

12 2.48878154910767e-137 5.61344581458496 484.949832775920 5.61343790540170 

В табл. 1 символ «е» определяет собой экспоненциальную форму представления             

в данном случае малого числа.  Графическая интерпретация результатов табл. 1 показана на 

рис. 3 и на рис. 4. Из рис. 4 по сравнению с рис. 3 можно сделать заключение, что неустойчи-

вый объект в определенной степени «выпрямляет» траектории движения объекта управления.  
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Рис. 3 - Вывод устойчивого объекта на внеш-

нюю траекторию (9) чего-либо 

Fig. 3 - Bringing a stable object to the 

external trajectory (9) of something 

Рис. 4 - Вывод неустойчивого объекта на 

внешнюю траекторию (9) чего-либо 

Fig. 4 - Bringing an unstable object to the  

external trajectory (9) of something 

Результаты программно-численного моделирования для внешней траектории (10) 

чего-либо и заданных дифференциальных уравнений (1) – (6) с учетом параметров звеньев 

сведены в табл. 2. 
Таблица 2. Результаты вывода объектов управления на траекторию (10) 

Table 2. Results of outputting control objects to the trajectory (10) 
№ 

п/п 
Управление   

неустойчивым объектом   

управления, усл. ед. 

Control of an unstable  

control object, conventional 

units 

Управление 

устойчивым объектом 

управления, усл. ед. 

Control of a stable  

control object, conven-

tional units 

X-координата, 

усл. ед. 

X-coordinate,  

conventional units 

Y-координата, 

усл. ед. 

Y-coordinate,  

conventional units 

1 104.934402778719 148.078569636877 0.655518394648829 33.9423036746312 

2 0.828728192674316 35.9485074331404 6.71906354515050 33.3922034392907 

3 0.00126181845065293 32.9731862743380 16.5518394648829 31.4955169333361 

4 0.000138549379667714 26.8442409069638 19.8294314381271 29.4585102658880 

5 1.49642680857725e-05 26.0856577563494 23.1070234113712 27.1028051905186 

6 1.58682895418889e-06 23.1544475729942 26.3846153846154 24.4817167221387 

7 1.64546552433915e-07 28.0449694865731 29.6622073578595 21.6248719771180 

8 1.65722393199222e-08 16.1342854072826 32.9397993311037 18.5523516940490 

9 1.60225436742973e-09 16.0051569375310 36.2173913043478 15.2792574174158 

10 1.45481217225637e-10 10.3819207259786 39.4949832775920 11.8176390620524 

11 7.40931032282361e-13 4.19731392596699 46.0501672240803 4.36724547430186 

12 2.01443869267938e-13 2.52213541220598 47.3612040133779 2.79721003832015 

Графическая интерпретация результатов табл. 2 показана на рис. 5 и на рис. 6. 

  
Рис. 5 -Вывод устойчивого объекта на внеш-

нюю траекторию (10) чего-либо 

Fig. 5- Bringing a stable object to the  

external trajectory (10) of something 

Рис. 6 - Вывод неустойчивого объекта на 

внешнюю траекторию (10) чего-либо 

Fig. 6 - Bringing an unstable object to the external 

trajectory (10) of something 
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Результаты программно-численного моделирования для внешней траектории (11) 

чего-либо и заданных дифференциальных уравнений (1) – (6) с учетом параметров звеньев 

сведены в табл. 3. Графическая интерпретация результатов табл. 3 показана на рис. 7-8.  
Таблица 3. Результаты вывода объектов управления на траекторию (11) 

Table 3. Results of outputting control objects to the trajectory (11) 
№ 

п/

п 

Управление  

 неустойчивым объектом  

управления, усл. ед. 

Control of an unstable control 

object, conventional units 

Управление 

устойчивым объектом 

управления, усл. ед. 

Control of a stable control 

object, conventional units 

X-координата, 

усл. ед. 

X-coordinate,  

conventional units 

Y-координата, 

усл. ед. 

Y-coordinate,  

conventional units 

1 130.625456979984 253.057779173788 1.50501672240803 144.523869774739 
2 0.566219838693314 93.0367379274073 9.03010033444816 103.652817285454 
3 0.0117027081275775 87.2532642495650 14.0468227424749 56.8100296030409 
4 0.000495041478246916 20.8373753553715 17.5585284280936 23.8588073590797 
5 -5.3335872467448e-06 -18.3892927453447 24.3311036789298 -21.4999060138490 
6 -2.02388867318283e-09 -18.9810927962086 36.1204013377926 -18.1145082605818 
7 4.71529948191318e-12 12.6335854847770 44.6488294314381 11.1215602905579 
8 2.76932727946069e-14 15.8148375128981 53.1772575250836 17.2126299918247 
9 1.03738991924799e-16 4.75592417259797 59.6989966555184 4.57749204414243 

10 -2.98410703318549e-18 -9.30891555748225 66.2207357859532 -9.34786854079103 
11 -3.56377561351264e-19 -12.9555968936520 69.9832775919732 -13.0561711818071 
12 -1.67968748206755e-20 -11.8365475217377 74.4983277591973 -11.7690852886874 

Маркеры цели на графиках рис. 3, рис. 5, рис. 7, соответственно на рис. 4, рис. 6, 

рис. 8, «назначены» довольно произвольно с целью разметить характерные участки задан-

ных внешних траекторий. 

  
Рис. 7 - Вывод устойчивого объекта                                  

на внешнюю траекторию (11) чего-либо 

Fig. 7- Bringing a stable object to the 

 external trajectory (11) of something 

Рис. 8 - Вывод неустойчивого объекта                       

на внешнюю траекторию (11) чего-либо 

Fig. 8 -Bringing an unstable object to the external 

trajectory (10) of something 

Исследованию динамических объектов управления посвящено достаточно много 

работ и публикаций. В частности, задачам оптимального управления как линейных,                          

так и нелинейных объектов управления [9, 15, 23, 24]. В ряде случаев предлагаются                         

эвристические решения [1]. Также здесь  предлагается эвристическое решение моделиро-

вания двухточечной задачи управления. В отличие от классических краевых задач [12] 

можно предположить, что аппарат теории автоматического управления и оптимизации 

более восприимчив для конструктивного решения задач управления, включая необходи-

мое программирование для получения численных результатов. 

Вывод. Изложенные в статье результаты моделирования вывода объекта управле-

ния в точку внешней траектории  движения чего-либо могут быть распространены на объ-

екты управления с той или иной степенью астатизма. Кроме того, объекты могут состоять 

из последовательного соединения звеньев, когда на входе скалярное управление. Приве-

денные результаты моделирования могут быть распространены на реальные практические 

задачи управления с целью обоснования необходимой структуры даже в плане примене-

ния неустойчивых звеньев, составляющих объект управления.  

http://vestnik.dgtu.ru/
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