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  Резюме. Цель. В статье рассматриваются особенности работы балочных кон-

струкций, обладающих односторонними связями. Метод. Путём исследования особенно-

стей работы опор балочных конструкций выводятся аналитические и графические зависи-

мости между перемещениями балок и реакциями их опор. Используются свойства обоб-

щённых функций, которые позволяют описывать нелинейности, проявляющиеся при де-

формациях конструкций. Приводятся дифференциальные уравнения поперечного изгиба 

балок, учитывающие  нелинейности и методы их решения. Результат. Разработаны 

конструктивные и расчётные схемы, учитывающие работу опор балочных конструкций, 

позволяющие получать на этом основании более точные значения прогибов и внутренних 

усилий сечений, что обеспечивает необходимую надёжность работы конструкции. 

Результаты даются в виде аналитических выражений графиков и таблиц. Вывод. Расчет-

ные модели балок с односторонними связями могут найти широкое применение при про-

ектировании балочных конструкций, имеющих опоры с односторонними связями. 
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Abstract. Objective. The article considers the operational features of beam structures 

with one-way ties. Method. By studying the operational features of beam structure supports,  

analytical and graphical dependencies between beam displacements and their support reactions 

are derived. The properties of generalized functions are used to describe the nonlinearities that 

occur during structural deformations. Differential equations for transverse bending of beams are 

presented, taking into account nonlinearities and methods for their solution. Result. Design and 

calculation schemes have been developed that take into account the operation of beam structure 

supports, allowing us to obtain precise values of deflections and internal forces of sections on 

this basis, which ensures the necessary reliability of the structure. The results are given in the 

form of analytical expressions, graphs, and tables. Conclusion. Calculation models of beams 

with one-way connections can find wide application in the design of beam structures with sup-

ports with one-way connections. 

Keywords: beams, supports, one-way connections, nonlinearities, generalized functions, 
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deflections, displacements 

http://vestnik.dgtu.ru/


 

 

 

Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 51, № 4, 2024 

Herald of  Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.51, No.4, 2024 

 http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х  

 

237 

 

 

For citation: A.K. Yusupov, Kh.M. Muselemov, R.I. Vishtalov. Calculation models of 

beams with one-way connections. Herald of the Daghestan State Technical University. Technical 

Sciences. 2024;51(4): 236-248. DOI:10.21822 /2073-6185-2024-51-4-236-248             

 

Введение. В практике проектирования и строительства встречаются сложные ситу-

ации, в которых связь между реакциями опор и прогибами балки описываются нелиней-

ными функциями [1, 2].  Причем, опора вступает в работу не сразу, а только при достиже-

нии прогибами определённого их значения. При этом некоторые опоры на определенном 

уровне напряженного состояния разрушаются и выходят из строя, то есть связь отключа-

ется, и балка теряет опору [3-6].  При этом расчетная схема балки существенно меняется. 

Учет влияния особенностей работы односторонних связей на работу балочных конструк-

ций дает существенную поправку в величинах перемещений и внутренних усилий                      

(изгибающих моментов, поперечных сил, осевых усилий, крутящих моментов в сечениях 

балок) [7, 8].  На рис. 1 приведена конструктивная схема балочной фермы,  лежащая на 

промежуточной опоре, которая работает при положительных прогибах конструкции. 

 

Рис.1. Конструктивная схема 

Fig. 1. Structural diagram 

На рис. 2 приводятся конструктивные схемы шпренгельной балки с одной стойкой. 

Поскольку растяжки шпренгельной балки – гибкие, то при отрицательных перемещениях 

горизонтальной перекладины, вертикальная стойка шпренгельной балки не оказывает со-

противления прогибам. Это стойка работает только при положительных прогибах. Други-

ми словами, горизонтальная перекладина шпренгельной балки в середине пролета имеет 

одностороннюю связь. 

 

 

Рис. 2. Конструктивная и расчётная схемы  

Fig. 2. Design and calculation schemes 

На рис. 3 дается конструктивная схема неразрезного балочного моста вблизи Мон-

табаре (ФРГ). Промежуточные опоры работают, когда пролетное строение моста получает 

положительные перемещения по вертикали (прогибы). При отрицательных прогибах про-

межуточные колонны не оказывают сопротивления прогибом, то есть опоры обладают 

односторонними связями [1, 2]. 

 

 
Рис. 3. Конструктивная и расчётная схемы 

Fig. 3. Design and calculation schemes 

Постановка задачи. Как обычно, при расчёте и компоновке балочных конструк-

ций их опоры рассматриваются как линейные системы. И для описания особенностей             

работы этих опор пользуются моделью Винклера. Как уже было показано в предыдущих 

примерах, работа опор балочных конструкций далеко не всегда подчиняется линейным 

зависимостям: эти зависимости существенно нелинейны и для их описания необходимо 

пользоваться обобщёнными функциями, которые позволяют учитывать дискретность опор 
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и скачкообразные изменения их реакций. Обычные функции не позволяют проделать эти 

процедуры. В данной статье разработаны алгоритмы с использованием обобщённых 

функций, что позволяет вводить в дифференциальные уравнения поперечного изгиба               

балок соответствующие звенья.  

Таким образом, уравнения приспосабливаются к особенностям работы опор балок     

с односторонними связями. Всё это позволяет путём решения этих дифференциальных 

уравнений получать значения перемещений и внутренних усилий в сечениях балок с учё-

том особенностей работы опор. 

 Методы исследования. В инженерной практике нередко встречаются конструк-

ции, имеющие односторонние связи. К таким односторонним связям можно отнести опо-

ры, которые допускают перемещения или только вверх или только вниз.  

 
Рис.4. Расчётные схемы балки с односторонней связью 

Fig.4. Calculation schemes of a beam with a one-way connection 

На рис.4а показана балка со средней опорой, представляющей собой односторон-

нюю связь. На средней опоре балка может перемещаться только вверх. На схеме «б» рис. 4 

приведена другая ситуация: здесь средняя опора допускает прогибы балки только вниз.  

На рис.5 показаны связи (опоры), которые включаются в работу не сразу                               

(не с нуля), а прежде допускают возрастание перемещения балки на опоре до определен-

ного уровня   u1.  Только после достижения перемещениями этого уровня связь включает-

ся в работу. 

 
Рис. 5. Расчётные схемы балки с включающимися связями 

Fig. 5. Calculation schemes of a beam with included connections 

Связи с такими свойствами обычно называют включающимися. Этот термин 

вполне соответствует их особенности: связь включается в работу при достижении пере-

мещениями определенного уровня u. Варианты односторонних связей показаны на рис. 5. 

Рассмотрим балки, с так называемыми, выключающимися связями. Эти связи за-

нимают противоположный полюс по отношению к рассмотренным выше. Включающиеся 

связи начинают препятствовать перемещениям балки не с самого начала развития проги-

бов, а вовлекаются в работу только при достижении перемещениями определенного уров-

ня u, и наоборот, выключающиеся связи участвуют в работе балки с самого начала, с са-

мых малых перемещений и выключаются из работы при достижении перемещениями или 

напряжениями, или внутренними усилиями определенного обобщенного уровня R. Одна-

ко и включающиеся, и выключающиеся связи служат для одной и той же цели: изменению 

структуры системы (в нашем случае балочной системы). Причем подбирая уровни u и R,  

о которых говорилось выше, можно [1] заранее «запрограммировать» режим изменения 

структуры (жесткости) балочной конструкции таким образом, чтобы приспособить работу 

балки к изменениям внешних сил q(x). При этом обычно исходят из каких-то дополни-

тельных требований, накладываемых на конструкцию условиями эксплуатации. Связи 

включающиеся и выключающиеся, и их комбинации находят широкое применение при 

проектировании различных система, в частности, при проектировании сейсмостойких 

конструкций, то есть при разработке адаптирующихся (приспосабливающихся) систем.  

На рис. 6 приведены схемы выключающихся связей. На рис. 6а  средняя опора – 

выключающаяся. Она показана пунктирной линией. Когда реакция этой опоры  X  дости-
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гает величины  R  ( X = R ) , опора выключается (разрушается),  и   балка приобретает но-

вую структуру: балка работает по рис. 6б. 

 

    
Рис. 6. Расчётные схемы балки с  выключающимися связями 

Fig. 6. Calculation schemes of a beam with switching connections 

На рис. 6в пунктиром показана выключающаяся связь, которая перестает препят-

ствовать повороту балки тогда, когда возникающий в ее сечении (x = l1) изгибающий мо-

мент   M(l1) = −EJ ∙y''(l1) становится равным  R.  После выключения этой связи балка начи-

нает работать по другой схеме, приведенной на рис. 6г.  

Далее условимся: выключающиеся связи, как и здесь, показывать пунктирной ли-

нией, а включающиеся и обычные связи – сплошной. Рассмотрим алгоритм построения 

функции прогибов у(х) и внутренних усилий М(х), Q(x) в сечениях балки (рис. 7а).                     

Запишем дифференциальное уравнение поперечного изгиба балки (рис. 7б) под воздей-

ствием внешней поперечной нагрузки q(x). Это уравнение имеет вид [3, 6] 

                          EJ yIV( x )  =  q( x )  –  X1  
.  δ ( x  -  l1) ,                               (1) 

где   EJ  –  жесткость поперечного сечения балки,   у(х)  –  функция прогибов,  

X1 – реактивная сила на средней опоре. 

 
Рис. 7. Расчётные схемы балки с включающейся связью 

Fig. 7. Calculation schemes of a beam with a switching connection 

От заданной системы (рис. 7а) перейдем к основной (рис. 7б). Поскольку крайние 

опоры заданной балки шарнирные, то функция Грина должна отвечать шарнирным гра-

ничным условиям на концах балки. Поэтому достаточно вместо средней односторонней 

опоры в основную систему ввести реактивную силу Х1 , сохранив при этом крайние опоры 

без изменения.  

Для определения силы X1 необходимо иметь условие совместимости деформаций 

на опоре. Заметим, что средняя опора (см. рис. 7а) – односторонняя, связь препятствует 

перемещению балки «вниз» и допускает свободные перемещения «вверх». Очевидно при  

y(l1) ≥ 0 в основной системе (рис. 7б) к балке прикладывается сила X1, а когда перемеще-

ние  y(l1) ≤ 0 реакция опоры X1 обращается в нуль. Такие избирательные свойства одно-

сторонней связи можно моделировать с помощью единичной функции . Поэтому условие 

совместимости деформаций, вернее условие совместности прогибов, на средней опоре                

запишем  виде: 

                               y( l1 )  =  y( l1 )  -  y( l1 ) ∙ e [ y( l1 ) ]  .                   (2) 

𝑒 (𝑥) ─ единичная функция 

Здесь:  y(l1)  –  перемещение балки в точке  х = l1 (см. рис. 7). Из условия (2) следует: 
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1. при    y( l1 )  ≥  0 :    y( l1 )  =  у( l1 )  =  y( l1 )  -  y( l1 )  ∙ 1     

     или    y( l1 )  =  0             (3) 

2. при    y( l1 )  <  0 :    y1( l1 )  =   y( l1 )  -  y( l1 ) ∙ 0 

    или    y( l1 )  ≡  y( l1 ) .             (4) 

Таким образом, в зависимости от знака прогиба    y(l1)  условие (2) вырождается                 

в уравнение (3) или в тождество (4) 

Рассматриваемый пример – простейший: балка содержит только одну односторон-

нюю связь (рис. 7а). Поэтому неизвестную   Х1 ,  входящую в уравнение (1), можно                 

определить, как обычно, пользуясь уравнением совместимости деформаций (3). Однако, 

мы здесь поступим иначе: на примере рассматриваемой простейшей задачи изложим               

алгоритм, пригодный и для сложных систем, когда число односторонних связей велико,             

а характер работы отдельных связей – различный.  

Решение уравнения (1) представим в интегральной форме:  

( )   .)()(),( 11

0

 dlXqxGxy

l

−−=   

или                              ( ) ,),()( 110 lxGXxyxy −=                              (5) 

где введено обозначение        ( ) .)(),(
0

0  dqxGxy

l

 =                                       (6) 

),( xG − функция Грина. 

Для определения неизвестной реакции  Х1  воспользуемся условием совместности 

деформаций (прогибов) на опоре (2). Поскольку выражение (2) содержит единичную 

функцию, то условие совместности деформаций (3.2) представляет собой нелинейное 

уравнение. Находить решение нелинейных уравнений обычными способами не удается. 

Единственный и универсальный метод, «работающий» при построении решения нелиней-

ных уравнений, - это метод последовательных приближений (итераций) в различных его 

модификациях. Поэтому условие (3.2) представим в итерационном режиме: 

                                  ( ) ( ) ( ) ( )  ,e 11111 lylylyly nnnn −=+                (7) 

где   n = 0 , 1 , 2 , 3 , , , – шаг итераций. Из функции прогибов (5) найдем 

                                          ( ( ) ,,)() 1

)(

10  lxGXxyxy n

n −=                          (8) 

                                      ( ) ( ) .,)( 1

)1(

101  lxGXxyxy n

n −= +

+
                                  (9) 

Теперь, подставляя выражения   (8) и (9)   в итерационное уравнение  (7),  имеем 

( ) ( )

( )  ( )  ,,)(e,)(

,)(,)(

11

)(

11011

)(

110

11

)(

11011

)1(

110

 llGXly llGXly

 llGXly llGXly

nn

nn

−−−

−−=− +

 

или  

( ) ( )

( )  ( )  ,,)(e,)(

,,

11

)(

11011

)(

110

11

)(

111

)1(

1

llGXlyllGXly

llGXllGX

nn

nn

−−+

+=+

             (10) 

где n = 0, 1, 2, 3, …. – шаг итераций. 

Величину прогиба   y0(l1)  легко вычислить с помощью интеграла (6):  

                                   ( ) .)(),( 1

0

10  dqlGly
l

=                                       (11) 

Таким образом, мы получили процедуру (10), которая позволяет последовательными 

приближениями находить значения неизвестного Х1.  

При   n = 0   примем  0)0(

1 =X  . Тогда уравнение (10) записывается так:  
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.])([e)(),( 101011

1

1 lylyllGX )( =  

Отсюда                .),(])([e)( 111010

1

1 llGlylyX )( =                                 (12) 

Мы нашли (12) значение неизвестного  Х1  в первом приближении (на первом шаге 

интеграций). Второй шаг: 

n  = 1 ,      .),(])([e)( 111010

1

1 llGlylyX )( =                                (13) 

Подставляя параметры  (13) в итерационное уравнение  (10),  получаем: 

          
    .),()(e),()(

),(),(

11

1

11011

1

110

11

1

111

2

1

llGXlyllGXly

llGXllGX

)()(

)()(

−−+

+=
             (14) 

Из найденного значения   
)(

X
1

1   (формула 13) следует, что  

0),()( 11

1

110 =− llGXly )(
 

при      .0)( 10 ly  

С учетом этого уравнения (14) представим в виде  

                      
.),(10),(

)0(e0),(),(

11

1

111

1

1

11

1

111

2

1

llGXllGX

llGXllGX

)()(

)()(

=+=

=+=
              (15) 

Отсюда     
)()( XX 1

1

2

1 =    

При 0)( 10 ly  из уравнений (13) и (14) также следует равенство (15). Значения 

неизвестного X1, найденные в первом и втором приближениях совпали (15). Дальнейшие 

приближения никаких поправок в значение X1 не привнесут. Поэтому окончательно                

принимаем 
)(XX 1

11 = . Если на втором (рассматриваемом) шаге вместо условия (15) мы 

получили бы неравенство 
)()( XX 1

1

2

1  , то нам пришлось бы продолжить последова-

тельные приближения, то есть пойти на третий шаг (приняв n = 2, , 
)((n) XX 2

11 =  под-

ставлять эти значения в уравнение (10)). Для получения окончательной функции прогибов, 

подставим в выражения (15) или (16) (поскольку n = 1 ,   
)()( XX 12 =  ) в формулу (13):  

.),(
),(

)]([e)(
)()()( 1

11

1010
01 lxG

llG

lyly
xyxyxy 


−==                (16) 

Сравните выражения (11) и (16). Итерационный процесс (10) сходится достаточно 

быстро и в случае сложных задач, когда балка содержит много односторонних связей.  

При решении таких задач число «шагов» интеграций находится обычно в пределах 3; 4. 

Теперь рассмотрим балку (рис. 8а), содержащую включающе-выключающуюся 

связь. 

 

 
Рис. 8. Расчётные схемы балки  

Fig. 8. Calculation schemes of the beam 

http://vestnik.dgtu.ru/


 

 

 

Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 51, № 4, 2024 

Herald of  Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.51, No.4, 2024 

 http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х  

 

242 

 

 

Средняя опора включается в работу,  11)( uly  ,  где  )( 1ly   –  прогиб балки 

на опоре. При достижении опорной реакцией X1
 некоторого предельного уровня R1 кон-

струкция средней опоры разрушается, то есть связь выключается. Суммируя сказанное, 

условие совместности деформации (прогибов) на средней опоре можно записать так: 

      ,)(e)(e)(e)()()( 111111111 RXXulyulylyly −−−−−=      (17) 

где    R1  ≥  0 ,    u1  ≥  0 ; е – единичная функция  

Из условия (17) вытекают следующие ситуации: 

1. ;0)( 11  uly  

    )()R(Xe)(Xe0)()()( 11111111 lyulylyly =−−−−=

или  )()( 11 lyly   – тождество.               (18) 

При этом   рис.8 а   вырождается   в  рис. 9. 

                
Рис. 9. Расчётная схема балки  

Fig. 9. Design diagram of the beam 

2.    .0)( 11 = uly
 
Здесь могут быть два случая. Первый случай: 

а.       Связь средней опоры еще не выключилась из работы X1 < R1,  то есть опорная 

реакция  X1  не превысила предельного уровня R1, при достижении которого средняя опо-

ра разрушается. Это значит в выражении (17)  10-1)e(-)e( 111 ==-RXX .  Тогда  

выражение (17) принимает вид  
   111111 )(e)()()( ulyulylyly −−−=  

или  
    .)(e)(e)()()( 11111111 ulyuulylylyly −+−−=  

Поскольку         ,)( 11 uly =  

то                        .e(0)e(0))()()( 1111 +−= ulylyly  

Отсюда  
11)()()( 1111 +−= ulylyly  

или 
.)()()( 1111 ulylyly +−=  

                   Окончательно                              

                                              .)( 11 uly =          (19) 

При этом   рис.8  а   вырождается в рис.10. 

 
Рис. 10. Расчётная схема балки 

Fig. 10. Design diagram of the beam 

Второй случай.  

б.  Связь средней опоры уже выключилась   X1   ≥   R1     (  X1   ≥   0  ,   R1   ≥   0  ).  

Тогда в выражении (17) единичная функция 
.011)(e)(e 111 =−=−− RXX  

Теперь условие (17) записывается в виде   тождества                                       

)()( 11 lyly                                                 (20) 
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При этом рис. 8 преобразуется в рис.11.   

 
Рис. 11. Преобразованные расчётные схемы балки  

Fig. 11. Transformed beam design schemes 

Заметим: каждый раз, когда условие совместимости деформаций (прогибов) вы-

рождается в тождество, в расчетной схеме «исчезает» соответствующая опора (связь),                 

то есть Х1 = 0. другими словами, балка деформируется беспрепятственно (сравните рис. 9                

и 11, и тождества 18 и 20). 

Таким образом, условие совместности деформаций (прогибов), записанное в виде 

выражения (17), учитывает все возможные изменения структуры балки: изгиб балки по 

схеме рис. 9, до включения в работу средней опоры (тождество 3.18); изгиб балки по схе-

ме рисунка 10, после включения в работу средней опоры (уравнение 19); 

В дальнейшем мы не будем так подробно пояснять работу односторонних связей                

и соответствующих им условий совместности деформаций типа (17). Как обычно, заменив 

среднюю опору ее реакцией X1, получим основную систему (рис. 8б). Поскольку опоры 

балки в основной системе – шарнирные, то можем использовать функцию Грина  

),( xG   непосредственно без расширения области балки. Дифференциальное урав-

нение балки (рис. 8б) запишем в виде                    

               ,)()()( 11 lxXxqxyEJ IV −−=                         (21) 

а его решение в интегральной форме : 

  ,)()(),()( 11

0

 dlXqxGxy
l

−−= 
 

или                     ,),()()( 110 lxGXxyxy −=                                 (22)  

где введено обозначение  

                            
.)(),()(

0

0  dqxGxy
l

= 
                                          (23) 

Для нахождения неизвестной силы X1 воспользуемся условием совместности                      

деформаций (прогибов) (17), которое запишем в итерационном режиме:  

                  

,)](e)(e[])([e

])()()(

1

)(

1

)(

111

11111

RXXuly

ulylyly

nn

n

nnn

−−−

−−=+                    (24) 

n  = 0, 1, 2, 3… –  шаг итераций. 

Из функции прогибов (22) найдем: 

                      ,),()()( 1

)(

10 lxGXxyxy n

n −=                                    (25) 

                    .),()()( 1

)1(

101 lxGXxyxy n

n −= +

+
                                 (26) 

Подставляя выражения   (25) и (26)  в уравнение  (24), получаем  

 

 

  .)(e)(e

),()(e

),()(

),()(),()(

1

)(

1

)(

1

111

)(

110

111

)(

110

11

)(

11011

)1(

110

RXX

ullGXly

ullGXly

llGXlyllGXly

nn

n

n

nn

−−

−−

−−−

−−=− +

 

   или                                                                                                                                                               
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 

 

  .)(e)(e

),()(e

),()(

),(),(

1

)(

1

)(

1

111

)(

110

111

)(

110

11

)(

111

)1(

1

RXX

ullGXly

ullGXly

llGXllGX

nn

n

n

nn

−−

−−

−−+

+=+

                                     (27) 

Здесь: ,...3,2,1,0 ,01 = nR – шаг последовательных приближений; значение 

функции )( 1ly  вычисляется с помощью интеграла (23) 

                    .)(),()( 1

0

10  dqlGly

l

= 
                                (28) 

Далее принимая  n = 0,    X(0)  =  0,   из итерационного уравнения (27) находим 

     01)(e)(),( 11011011

1

1 −−−= ulyuly llGX  

или            .])([e])([
),(

1
110110

11

)1(

1 ulyuly
 llG

X −−               (28 а) 

Переходим ко второму шагу.  Принимая  n = 1,     
)1(

1
)(

1 XX
n
= ,                        

Из уравнения  (27)  находим 

       
 

    .)(e),()(e

),()(),(),(

1

)1(

1111

)1(

110

111

)1(

11011

)1(

111

)2(

1

RXullGXly

ullGXlyllGXllGX

−−−

−−+=
               (29) 

Здесь могут быть различные ситуации. Первая ситуация:  средняя опора еще не 

включилась, то есть 11 RX   ( 1X  ≤ 0 , 1R  ≥ 0 ). Тогда уравнение (29) записывается                 

в виде  

    
 

  .),()(e

),()(),(),(

111

)1(

110

111

)1(

11011

)1(

111

)2(

1

ullGXly

ullGXlyllGXllGX

−−

−−+=
       (30) 

Если      110 )( uly  , то из выражений   (28) и (30)   следует:  

),(),( 11

)1(

111

)2(

1 llGXllGX =  

)1(

1

)2(

1 XX =  − итерационный процесс сошелся при   n = 1 . 

Если 0)( 110  uly , то из выражений (28) и (30) следует, что 0)1(

1 =X ,  

),(),( 11

)1(

111

)2(

1 llGXllGX = , 

)1(

1

)2(

1 XX =  −  итерационный процесс сошелся при   n = 1 . 

Итак, неизвестная реакция средней опоры   Х1   определяется так:  

          )1(

11 XX =      при      
110 )( uly    ,   

11 RX  ,                      (31) 

01 =X  при  110 )( uly  , 11 RX  , 

где        0,01  Ru . 

Вторая ситуация: Средняя опора уже выключилась, то есть 11 RX   (здесь 

нужно иметь ввиду, что 0,0 11  XR ). Для этого случая разность единичных 

функций, входящая в уравнение (29), равна нулю (n = 1): 

                       .011)(e)(e 1

1

1

1

1 =−=−− RXX )()(
      (32) 

Здесь учтено, что 0)1(

1 X ,   01

)1(

1  RX . С учетом равенства (32) урав-

нение (29) представим в виде ),(),( 11

)1(

111

)2(

1 llGXllGX =  или   

)1(

1

)2(

1 XX =  −  итерационный процесс сошелся при  n = 1. Чему же равно здесь )1(

1X ?    

Чтобы ответить на этот вопрос, необходимо принять n = 0 , 0)0(

1 =X  и подставить эти 
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значения в уравнение (27). При 
1

)1(

1 RX  ,  где )1(

1X  − определяется формулой (28),              

из уравнения (27) следует: 0)2(

1 =X . Суммируя все результаты, окончательно имеем  

    
)1(

11 XX =                 при                 









;

,)(

1

)1(

1

110

RX

uly
 

                                    1X  =  0                    при                
110 )( uly  ;                            (33) 

     1X  =  0                    при                 









.

,)(

1

)1(

1

110

RX

uly
 

Здесь 
)1(

1X  − определяется формулой (28). Теперь функцию прогибов получим                 

из выражения   (25) при   n = 1: 

                      ,),()()()( 1

)1(

101 lxGXxyxyxy −==                         (34) 

где  
)1(

1X    находится соотношениями   (33) 

Рассмотренная балка (рис.8 а) содержит одну одностороннюю связь (среднюю опору). 

Для этой балки можно было бы найти решение и без алгоритмов, поскольку из рис. 8а 

видно, что балка может принять три ситуации (рис. 9, 10, 11). Для этих трех ситуаций                

нетрудно сразу записать очевидное решение в виде (33). К сожалению, предугадать воз-

можные структурные изменения в балке (все возможные ситуации) удается только, когда 

число односторонних связей равно единице. А как же быть, если балка имеет 2, 3, 4, 5 од-

носторонних связей?  Здесь вряд ли можно заранее предугадать все возможные ситуации, 

все структурные изменения в системе «балка-опоры». Нужен четкий алгоритм, который 

позволил бы на компьютере получить окончательное решение. 

В двух предыдущих простейших задачах мы привели этот алгоритм, который, 

кстати, пригоден и в сложных системах. Далее мы обобщим изложенный выше алгоритм 

на общий случай, когда балка имеет «n» односторонних связей. 

Обсуждение результатов.  Для определения неизвестной реакции Х  односторон-

ней связи, нам было необходимо располагать условиями совместности деформаций                

(прогибов) балки (12), (17). Далее мы приведем схемы односторонних связей и соответ-

ствующие условия совместности деформаций. Работу односторонней связи будем моделиро-

вать с помощью единичной функции. Общий случай односторонней связи показан на рис. 12 

 
Рис. 12. Схема общего случая односторонней связи 

Fig. 12. Diagram of the general case of one-way communication 

Здесь и далее (рис.12): пунктирные линии указывают на выключающиеся связи; 

 j – порядковый номер опоры в основной системе;  

li  –  координата на оси «х»  i-ой опоры в основной системе; 

ui ≥ 0  –  зазор между балкой и  i-ой опорой при перемещениях балки вниз; 
*
iu  ≤ 0  –  зазор между балкой и i-ой опорой при перемещении балки вверх; 

Ri – предельное усилие (несущая способность связи), при котором разрушается 

конструкция нижней части опоры, нижняя связь опоры, (рис. 12),  

Ti – предельное усилие, при котором разрушается конструкция верхней части                        

опоры, верхняя связь i-ой опоры. 

Параметры ui, 
*
iu , Ri, Ti будем называть характеристиками, причем характеристики    

Ri   и  Ti   зависят от величины опорной реакции   Хi  (рис. 12), то есть 
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





=

=

.)(

,)(

iii

iii

ХТТ

ХRR                                        (35) 

Для опоры, показанной на рис. 12, условие совместности деформаций (прогибов) 

можно записать в следующей виде: 

                                         ( )  .,)()( iiiii lyXhlyly −=         (36) 

Здесь функция: 

       
       
      ;)(e)(e)(e)(

)(e)(e)(e)()(,

**

iiiiiii

iiiiiiiiii

TXXulyuly

RXXulyulylyXh

−−−−−−−+

+−−−−=
       (37) 

e – единичная функция, свойства которой хорошо описаны в книге [5], )( ily  − 

значение прогибов )(xy  в точке ilx = , где   
il  − координата   i -ой опоры в основной 

системе (рис. 12).  Все остальные параметры, входящие в выражения (36) и (37)  были по-

яснены выше. Меняя характеристики опоры *,,, iiii uuTR , из рис. 12 и условий сов-

местности деформаций (36) и (37) можно получать различные ситуации. Далее мы приве-

дем частные случаи, вытекающие из рис.12 и выражения (37). 

 
Рис. 13. Вариант схемы из рис. 12  

Fig. 13. Variant of the diagram from Fig. 12 

При    −→*
iu  рис. 12 вырождается в рис. 13, а функция (37) принимает вид  

                          
     

  .)(e)(e

)(e)()(,

iii

iiiiiii

RXX

ulyulylyXh

−−

−−=
      (38) 

Если →iu , то рис. 12  переходит в рис. 14, а выражение (37) записывается так: 

                          
     

  .)(e)(e

)(e)()(, **

iii

iiiiiii

TXX

ulyulylyXh

−−−−

−−−=
      (39)                             

 
Рис. 14. Вариант схемы из рис. 12 

Fig. 14. Variant of the diagram from Fig. 12 

Ниже приведены дифференциальные уравнения поперечного изгиба балки, а также  

алгоритм, пригодный для численного исследования на компьютере напряженно-

деформированного состояния балки, показанной на рис. 15а. 

 
Рис. 15. Расчётные схемы многопролётной балки с односторонними связями 

Fig. 15. Calculation schemes of a multi-span beam with one-sided connections 
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Промежуточные опоры балки представляют собой включающее-выключающиеся 

связи, аналогичные показанной на рис. 12. Поэтому каждая промежуточная опора балки 

(рис. 15а) может принимать любое из частных состояний, которые были рассмотрены 

нами ранее. Число опор балки, не включая крайних, равно n; i = 1 , 2 ... n . На рис. 15а                 

n = 3. Балка имеет крайние опоры в виде упруго-податливых связей, характеризуемых ко-

эффициентами жесткости  rл и Сл  на левом и  rп и Сп  –  на правом концах балки. 

С целью определения функции прогибов  y (х)  балки введем, как обычно, основ-

ную систему (рис. 15б). Для этого расширим область балки слева и справа на величину  

*

10
4

1
+= nll  (

*
1+nl  − длина балки в заданной системе, рис. 15а); отбросим все опоры 

и заменим их действие неизвестными, причем Х1 ,  Х2 , Х3 , Х4  – реакции крайних опор,                

а Y1 , Y2 , …Y n  – реакции промежуточных опор, аналогичных, показанному на рис. 12. 

Кроме этих введем силы Р1, Р2, М1 и М2.  

Если q0 (x) – нагрузка в заданной системе (рис. 15а), то в основной системе (рис. 15б)   

q(x) = q0 ( x  - l0 ).  На рис. 15б поперечная нагрузка q(x), действующая на балку, (в основной 

системе) не показана. 

Таким образом, на балку в основной системе   (рис. 15б)  действует n + 8 сосредо-

точенных сил и внешняя активно действующая нагрузка  q( x ). 

Дифференциальное уравнение балки (рис. 15б) запишем в виде [3, 4, 6] 

         


=

++

++

−−−−−−

−−−−−

−−+−+

+++++=

n

i

iinn

nn

IV

lxylxXlxX

lxXlxX

lxMlxP

lxMlxPxqxyEJ

1

1413

0201

2222

0101

.)()()(

)()(

)()(

)5,0()5,0()()(









     (40) 

Здесь: li – координаты сосредоточения опорных реакций в основной системе     

(рис. 15б) ; 

         ;4/*

10 += nll               ;*

101 lll +=         ;*

202 lll +=  

;*

0 nn lll +=            ;*

101 ++ += nn lll   .5,0 012 lll nn += ++  

Далее заметим: поскольку балка в основной системе (рис. 15б) обоими концами 

оперта шарнирно, то для рассматриваемой краевой задачи и для последующих задач нам 

будет необходима функция Грина  ( ),xG . Функция Грина ( ),xG , которая была 

использована в этом примере, была нами дана в статье [9] 

Вывод.  В настоящей работе рассмотрены конструктивные схемы балок с односто-

ронними связями, которые находят широкое применение в практике строительства.  

Приведены дискретные опоры балок, обладающие свойством односторонних свя-

зей. При этом даются соответствующие схемы, а также аналитические выражения, описы-

вающие особенности работы односторонних связей. Приводятся расчетные модели балок, 

которые лежат на опорах с односторонними связями. При этом даются соответствующие 

расчетные схемы и дифференциальные уравнения поперечного изгиба балок и плит                    

на опорах с односторонними связями. 

Разработаны алгоритмы решения дифференциальных уравнений, которые описы-

вают работу балок с односторонними связями. Для иллюстрации алгоритма решения              

рассматриваются различные частные примеры.  

Приведенные в работе расчетные модели балок с односторонними связями могут 

найти широкое применение при проектировании балочных конструкций, имеющих опоры 

с односторонними связями. 
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