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Резюме. Цель. В статье представлены общие уравнения моментной теории                  

оболочки нулевой гауссовой кривизны с учетом деформации ползучести. Рассматривается 

задача о напряженном-деформированном состояния оболочки с граничными условиями: 

жестко закрепленная в основании и свободном крае наверху. Цилиндр подвержен                    

действию внутреннего гидростатического давления. Метод. Получено разрешающее               

линейное неоднородное дифференциальное уравнение  четвертого порядка относительно 

прогиба. Решение приводится в программном комплексе MATLAB. Нелинейное уравне-

ние Максвелла-Гуревича использовано как уравнение состояния  между деформациями 

ползучести и напряжениями. Для определения деформаций ползучести применялась             

линейная аппроксимация первой производной по времени  (метод Эйлера). Результат. 

Произведен расчет оболочки из вторичного ПВХ, выполненный методом сеток. Методика 

апробирована путем сравнения решения с расчетом и другими известными решениями. 

Разработана программа для расчета в пакете MATLAB с возможностью вариации исход-

ных данных и выводом графика зависимости перемещений напряжений от времени. Уста-

новлено, что в процессе ползучести в оболочке на 14,7% возрастают окружные напряже-

ния. Вывод. Предложенный подход может быть применен к анализу напряженно-

деформированного состояния и несущей способности также и железобетонной оболочки. 

Ограничений по граничным условиям и видам нагружения нет, а материалом балки могут 

быть не только полимеры и композиты строительного назначения, но и бетон. 

Ключевые слова: ползучесть бетона, неупругие коэффициенты, относительная 

деформация, уравнение связи Максвелла-Гуревича, изгибающие моменты, переменная 

жесткость, функции Крылова 
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Abstract. Objective. The paper presents general equations of the moment theory                   

of a shell of zero Gaussian curvature taking into account creep deformation. The problem of the 

stress-strain state of a shell is considered, with the boundary conditions: rigidly fixed at the base 

and free edge at the top. The cylinder is subject to internal hydrostatic pressure. Method. A line-

ar non-homogeneous differential equation of the fourth order with respect to deflection is ob-

tained. The solution is given in the MATLAB software package. The non-linear Maxwell-

Gurevich equation is used as the equation of state between creep deformations and stresses.                 

To determine creep deformations, a linear approximation of the first derivative with respect to 

time (Euler's method) was used. Result. The calculation of the shell made of secondary PVC 

was performed using the grid method. The method was tested. A program for calculation in the 

MATLAB package was developed with the possibility of varying the initial data and outputting a 

graph of the dependence of stress displacements on time. During creep in the shell, circumferen-

tial stresses increase by 14.7%. Conclusion. The proposed approach can be applied to the analy-

sis of the stress-strain state and bearing capacity of a reinforced concrete shell as well. There are 

no restrictions on boundary conditions and the type of loading, and the beam material can be not 

only polymers and composites for construction purposes, but also concrete. 

Keywords: concrete creep, inelastic coefficients, relative deformation, Maxwell-

Gurevich constraint equation, bending moments, variable stiffness, Krylov functions 
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Введение. Полимеры и композиты в настоящее время являются одним из перспек-

тивных конструкционных материалов в строительстве. Этот материал отличается рядом 

существенных особенностей, которые необходимо учитывать при проектировании строи-

тельных конструкций. Имеющиеся экспериментальные исследования неоднократно               

подтвердили, что действие длительных нагрузок приводит к изменению процесса дефор-

мирования [1].  Факторы силового сопротивления полимеров и композитов строительного 

назначения с учетом совместного действия нелинейности и неравновесности деформиро-

вания, статических и динамических нагружений требуют дополнительного изучения для 

решения статически неопределимых систем. Разработка новых и совершенствование               

существующих методов моделирования и расчета различных состояний и процессов                     

в конструкциях из полимеров, вопросы реологического расчета, особенно нелинейного, 

для пластин и оболочек, по-прежнему, является одной из актуальных проблем. 

Постановка задачи. Для расчета цилиндрических резервуаров, конечно, можно 

воспользоваться безмоментной теорией оболочек. Но безмоментные оболочки восприни-

мают нагрузку только за счет растяжения и не предполагают возникновение в них изги-

бающих моментов и перерезывающих сил. Однако, далеко не всегда бывает возможным 

обеспечить условия возникновения чисто безмоментного состояния. Тогда приходится 

применять более сложную теорию расчета, учитывающую, кроме деформаций растяже-

ния, еще и появление деформаций изгиба, деформаций ползучести [2-5].   

Методы исследования.  Рассмотрим круговой цилиндрический резервуар посто-

янной толщины (рис. 1). Данная задача является осесимметричной, однако для начала по-

лучим общие уравнения ползучести круговой цилиндрической оболочки при ее произ-

вольном нагружении. 

Вывод разрешающих уравнений. Параметры Ламе для круговой цилиндрической 

оболочки имеют вид: 

𝐴 = √1 + (
𝑑𝑟

𝑑𝑧
)
2

, 𝐵 = 𝑟  →   𝐴 = 1, 𝐵 = 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

(1) 
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Рис. 1. а) Срединная поверхность                            

цилиндрической оболочки 

 

Рис. 1. б) Элемент оболочки, находящийся            

в равновесии под действием внутренних        

усилий 

Fig. 1. a) Middle surface of a cylindrical shell Fig. 1. b) Shell element in equilibrium under the 

action of internal forces 

Очевидно, главными радиусами кривизн срединной поверхности являются величи-

ны 𝑅1  = ∞, 𝑅2  = 𝑅, где 𝑅 – радиус оболочки. если принять в них значения параметров 

Ламе по формуле (1). Уравнение равновесия имеет вид: 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑅

𝜕

𝜕𝑥
0

𝜕

𝜕𝜃
0 0 0 0 0

0
𝜕

𝜕𝜃
𝑅
𝜕

𝜕𝑥
0 1 0 0 0

0 −1 0 𝑅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝜃
0 0 0

0 0 0 0 −𝑅 0
𝜕

𝜕𝜃
𝑅
𝜕

𝜕𝑥

0 0 0 −𝑅 𝑅
𝜕

𝜕𝜃
0 0

𝜕

𝜕𝑥 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 

 
 
 
𝑁1
𝑁2
𝑇
𝑄1
𝑄2
𝑀1
𝑀2

𝐻 }
 
 
 

 
 
 

+ 𝑅

{
 
 

 
 
𝑝1
𝑝2
𝑝3
0
0 }
 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
0
0
0
0
0}
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

(2) 

Система пяти уравнений легко сводится к эквивалентной системе трёх уравнений, 

для чего достаточно из четвёртого и пятого условий выразить величины поперечных усилий: 

{
𝑄2
𝑄1
} = [

0
1

𝑅

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝜃
0

1

𝑅

𝜕

𝜕𝑥

] {
𝑀1
𝑀2

𝐻
} 

 

(3) 

и подставить их во второе и третье условия (2). В итоге преобразований приходят к более 

обозримой системе: 

[
 
 
 
 
 𝑅

𝜕

𝜕𝑥
0

𝜕

𝜕𝜃
0 0

0
𝜕

𝜕𝜃
𝑅
𝜕

𝜕𝑥
0 1

0 −1 0 𝑅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝜃]
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑁1
𝑁2
𝑇
𝑄1
𝑄2}
 
 

 
 

+ 𝑅 {
𝑝1
𝑝2
𝑝3
} = {

0
0
0
} 

(4) 

где 𝑁1, 𝑁2 − продольные силы, 𝑇 − сдвигающая сила, 𝑄1, 𝑄2 − поперечные усилия, 

𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 − компоненты поверхностной нагрузки. 

Геометрические соотношения согласно [6,7], деформации элемента срединной           

поверхности можно установить на основе общих геометрических зависимостей: 

[

𝜀1
𝜀2
𝛾
] =

[
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0 0

0
1

𝑅

𝜕

𝜕𝜃

1

𝑅
1

𝑅

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑥
0]
 
 
 
 
 

{
𝑢
𝑣
𝑤
} + 𝑧

[
 
 
 
 
 
 0 0 −

𝜕2

𝜕𝑥2

0
1

𝑅2
𝜕

𝜕𝜃
−
1

𝑅2
𝜕2

𝜕𝜃2

0
1

𝑅

𝜕

𝜕𝜃
−
2

𝑅

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝜃]
 
 
 
 
 
 

{
𝑢
𝑣
𝑤
} 

 

 

(5) 

 где 𝑢, 𝑣, 𝑤 − перемещения срединной поверхности в соответствии координат  

𝑥, 𝜃, 𝑧. 
В (5) первое слагаемое − срединной поверхности, второе слагаемое − изменения 

кривизн. Введем обозначения: 
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[

𝜀1
0

𝜀2
0

𝛾0
] =

[
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0 0

0
1

𝑅

𝜕

𝜕𝜃

1

𝑅
1

𝑅

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑥
0]
 
 
 
 
 

{
𝑢0
𝑣0
𝑤
} ; [

𝜒1
𝜒2
𝜒12

] =

[
 
 
 
 
 
 0 0 −

𝜕2

𝜕𝑥2

0
1

𝑅2
𝜕

𝜕𝜃
−
1

𝑅2
𝜕2

𝜕𝜃2

0
1

𝑅

𝜕

𝜕𝜃
−
2

𝑅

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝜃]
 
 
 
 
 
 

{
𝑢0
𝑣0
𝑤
} 

 

 

(6) 

 Физические соотношения с учетом деформаций ползучести на основе первой гипо-

тезы теории расчёта оболочек, как и пластинок, зависимость напряжений от деформаций 

принимается в виде: 

{

𝜎1
𝜎2
𝜏12
} =

𝐸

1 − 𝜈2
[

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
(1 − 𝜈)

2

]({

𝜀1
  𝜀2
𝛾
} − {

𝜀1
𝑐𝑟

𝜀2
𝑐𝑟

𝛾𝑐𝑟
}) ; 

(7) 

или 

{

𝜎1
𝜎2
𝜏12
} =

𝐸

1 − 𝜈2
[

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
(1 − 𝜈)

2

]({

𝜀1
0

𝜀2
0

𝛾0
} + 𝑧 {

𝜒1
𝜒2
2𝜒12

} − {

𝜀1
𝑐𝑟

𝜀2
𝑐𝑟

𝛾𝑐𝑟
}) ; 

 

(8) 

Продольные силы представим, как: 

{
𝑁1
𝑁2
𝑇
} =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

∫ 𝜎1

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑑𝑧

∫ 𝜎2

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑑𝑧

∫ 𝜏12

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑑𝑧

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

=
𝐸ℎ

1 − 𝜈2
[
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2
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0
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0

𝛾0
} − {

𝑁1
𝑐𝑟

𝑁2
𝑐𝑟

𝑇𝑐𝑟
} ; 

 

 

 

 

 

(9) 

где  

{
𝑁1
𝑐𝑟

𝑁2
𝑐𝑟

𝑇𝑐𝑟
}=

𝐸

1 − 𝜈2

{
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ℎ
2

−
ℎ
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(10) 

Соотношения для изгибных и крутящих моментов определяются как: 

где  

{
𝑀1
𝑀2

𝐻
} =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

∫ 𝜎1

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑧𝑑𝑧

∫ 𝜎2

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑧𝑑𝑧

∫ 𝜏12𝑧

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑑𝑧

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

= −𝐷 [
1 𝜈 0
𝜈 1 0
0 0 (1 − 𝜈)

] {

𝜒1
𝜒2
𝜒12

} − {
𝑀1
𝑐𝑟

𝑀2
𝑐𝑟

𝐻𝑐𝑟
} ; (11) 
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{
𝑀1
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𝐻𝑐𝑟
} =

𝐸

1 − 𝜈2

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

∫[1 𝜈 0] {
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𝑐𝑟
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ℎ
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−
ℎ
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2
] {
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𝛾𝑐𝑟
}  𝑧𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2 }

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

; 

 

 

 

 

 

 

(12) 

         где 
𝐷 =

𝐸ℎ3

12(1 − 𝜈2)
 

цилиндрическая жесткость 

Обсуждение результатов. Рассмотрим случай, представляющий практическое 

значение – замкнутую цилиндрическую оболочку, подверженную гидростатическому дей-

ствию жидкости на стенки вертикального резервуара (рис. 1).  

                          а                         б       

                          
Рис. 2. Осесимметричное нагружение цилиндрической оболочки внутренние усилия 

Fig. 2. Axisymmetric loading of a cylindrical shell internal forces 

При наличии осевой симметрии основные уравнения существенно упрощаются. 

Сдвигающее усилие 𝑆 и крутящий момент 𝐻 обращаются в нуль. Усилия, деформации                    

и перемещения, благодаря симметрии, не зависят от полярного угла 𝜃, соответственно все 

производные по 𝜃 в указанных уравнениях также обращаются в нуль. Оставшиеся усилия, 

показанные на рис. 2 б Примем, что из составляющих поверхностных нагрузок отлична                               

от нуля только одна: 𝑝3 =  𝑞 =  𝛾(𝑙 −  𝑥), где 𝛾 – удельный вес жидкости. 

Равновесная система принимает вид: 

{
1.

𝑑𝑁1
𝑑𝑥

= 0;

2.
𝑑2𝑀1
𝑑𝑥2

−
𝑁2
𝑅
+ 𝑞 = 0

 

 

 

(13) 

Из уравнений (9) и (11) останутся: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 1. 𝑁1 =

𝐸ℎ

1 − 𝜈2
∙ (
𝑑𝑢0
𝑑𝑥

+ 𝜈
𝑤

𝑅
) − 𝑁1

𝑐𝑟 = 0

2. 𝑁2 =
𝐸ℎ

1 − 𝜈2
∙ (
𝑤

𝑅
+ 𝜈

𝑑𝑢0
𝑑𝑥

) − 𝑁2
𝑐𝑟

3. 𝑀1 = −𝐷
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
−𝑀1

𝑐𝑟

4. 𝑀2 = −𝜈𝐷
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
−𝑀2

𝑐𝑟

 

 

 

(14) 

 Из уравнений (6) для деформаций останутся: 

http://vestnik.dgtu.ru/
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[
𝜀1
0

𝜀2
0] = [

𝑑

𝑑𝑥
0

0
1

𝑅

] {
𝑢0
𝑤
} ;  𝜒1  = −

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
 

 

 

(15) 

Из первого уравнения (14) определим: 

𝑑𝑢0
𝑑𝑥

=
1 − 𝜈2

𝐸ℎ
𝑁1
𝑐𝑟 − 𝜈

𝑤

𝑅
 

(16) 

и подставим во второе уравнение (14): 

𝑁2 =
𝐸ℎ𝑤

𝑅
+ 𝜈𝑁1

𝑐𝑟 − 𝑁2
𝑐𝑟 

(17) 

Окончательно подставив (17) и третье соотношение из (14) во второе уравнение 

(13) получим разрешающее уравнение относительно прогиба 𝑤: 

𝐷
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+
𝐸ℎ𝑤

𝑅2
= 𝑞 + 𝑞𝑐𝑟 

где  

𝑞𝑐𝑟 =
1

𝑅
(𝑁2

𝑐𝑟 − 𝜈𝑁1
𝑐𝑟) −

𝑑2𝑀1
𝑐𝑟

𝑑𝑥2
 

(18) 

Условия на границе: 

при 𝑥 = 0;                                  𝑤 = 0;         
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 0; 

при 𝑥 = ℎ:                 𝑀1 = −𝐷
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
−𝑀1

𝑐𝑟 = 0;        

𝑄1 =
𝑑 𝑀1
𝑑𝑥

= −𝐷
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
−
𝑑𝑀1

𝑐𝑟

𝑑𝑥
= 0. 

 

 

(18а) 

 

Для вычисления деформаций ползучести вводится равномерная сетка по времени. 

Величина 𝜀𝑖,𝑡+∆𝑡
∗  в момент времени (𝑡 + ∆𝑡) вычисляется на основе метода Эйлера [5]: 

𝜕𝜀𝑖
𝑐𝑟

𝜕𝑡
≈
𝜀𝑖,𝑡+∆𝑡
𝑐𝑟 − 𝜀𝑖,𝑡

𝑐𝑟

∆𝑡
            ⟹        𝜀𝑖,𝑡+∆𝑡

∗ = 𝜀𝑖,𝑡
𝑐𝑟 +

𝜕𝜀𝑖
𝑐𝑟

𝜕𝑡
∆𝑡. 

(19) 

Аналогичный подход для решения задач ползучести применяется в работах [3,8]. 

Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения четвёртого                

порядка (18) при действии осесимметричной гидростатической нагрузки, которая распреде-

лена по линейному закону (20) может быть осуществлено различными методами, в том чис-

ле и численными [1,10-12]: 

𝑝3 = 𝑞 = 𝛾(𝑙 − 𝑥) (20) 

В данной статье рассматривается численно-аналитический метод интегрирования 

данного уравнения и верифицируется численным методом – методом сеток [1]. 

Введем безразмерную координату 𝜉, связанная с декартовой координатой 𝑥 соотношени-

ем: 

𝜉 = 𝜓𝑥 (21) 

Здесь 𝜓 − физико-геометрический параметр оболочки.  

𝜓 = √
𝐸ℎ

4𝐷𝑅2

4

= √
3(1 − 𝜈2)

𝑅2ℎ2

4

 

В безразмерных координатах разрешающее уравнение (18) примет вид: 
𝜕4𝑤

𝜕𝜉4
+ 4𝑤 =

1

𝜓4𝐷
{𝑞 +

1

𝑅
(𝑁2

𝑐𝑟 − 𝜈𝑁1
𝑐𝑟) − 𝜓2

𝑑2𝑀1
𝑐𝑟

𝑑𝜉2
} 

(22) 

 

При решении данной задачи удобнее, использовать линейные комбинации,                            

так называемые функции А.Н. Крылова [10]. Запишем решение уравнения (22) как: 
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𝑤 = 𝐶1𝐾1 + 𝐶2𝐾2 + 𝐶3𝐾3 + 𝐶4𝐾4 + �̅�0 + �̅�
𝑐𝑟 (23) 

где , �̅�0 − частное упругое решение (22), �̅�𝑐𝑟 − добавка к частному решению, вызванной 

ползучестью, 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, 𝐾4 − функции А.Н. Крылова [6]. 

𝐾1(𝜉) =  𝑐ℎ𝜉 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜉, 

𝐾2(𝜉) = 0,5(𝑐ℎ𝜉 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜉 + 𝑠ℎ𝜉 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜉), 
𝐾3(𝜉) = 0,5 𝑐ℎ𝜉 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜉, 

𝐾4 = 0,25(𝑐ℎ𝜉 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜉 − 𝑠ℎ𝜉 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜉), 

 

(24) 

Функция  �̅�0 может быть выражена через функции А.Н. Крылова интегралом: 

�̅�0 =
1

𝜓4𝐷
∫ 𝐾4(𝜉 − 𝑡) ∙ 𝑞(𝑡).
𝜉

0

 
(25) 

Выразим нагрузку (20) через безразмерные координаты: 

𝑞(𝜉) =
𝛾

𝜓
(𝜆 − 𝜉),   𝜆 = 𝜓𝑙 − безразмерная длинна оболочки (26) 

или с учетом (26), функция  �̅�0 имеет вид: 

�̅�0 =
1

4 ∙ 𝜓5 ∙ 𝐷
(𝜆 − 𝜉 − 𝜆𝐾1 + 𝐾2) 

(27) 

Для функции �̅�𝑐𝑟 запишем: 

�̅�𝑐𝑟 =
1

𝜓4 ∙ 𝐷
∫(−𝜓2

𝑑2𝑀𝑐𝑟

𝑑𝜉2
|
𝜉=𝑡

+
1

𝑅
(𝑁2

𝑐𝑟(𝑡) − 𝜈𝑁1
𝑐𝑟(𝑡)))

𝜉

0

𝐾4(𝜉 − 𝑡)𝑑𝑡 

(28) 

Угол поворота записывается в виде:  

𝜑 =
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝜓(−𝐶1𝐾4 + 𝐶2𝐾1 + 𝐶3𝐾2 + 𝐶4𝐾3 +

𝛾

4 ∙ 𝜓5 ∙ 𝐷
(−1 + 4𝜆𝐾4 + 𝐾1)) +

𝑑�̅�𝑐𝑟

𝑑𝑥
 

(29) 

Изгибающий момент определятся следующим образом:  

𝑀1 = −𝐷
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
−𝑀1

𝑐𝑟

= −𝜓2𝐷 (−4𝐶1𝐾3 + 𝐶2𝐾4 + 𝐶3𝐾1 + 𝐶4𝐾2 +
𝛾

𝜓5 ∙ 𝐷
(𝜆𝐾3 − 𝐾4)) − 𝐷

𝑑�̅�𝑐𝑟

𝑑𝑥

− 𝑀1
𝑐𝑟 

(30) 

Выражение для поперечной силы принимает вид: ) 

𝑄1 = −𝐷
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
−
𝑑𝑀1

𝑐𝑟

𝑑𝑥

= −𝜓3𝐷(−4𝐶1𝐾2 − 4𝐶2𝐾3 − 4𝐶3𝐾4 + 𝐶4𝐾1 +
𝛾

𝜓5 ∙ 𝐷
(𝜆𝐾2 − 𝐾3)) − 𝐷

𝑑3�̅�𝑐𝑟

𝑑𝑥3
−
𝑑𝑀1

𝑐𝑟

𝑑𝑥
 

(31) 

Для граничных условий запишем следующим образом. Подставим граничные усло-

вия (18а) в (23), (29) - (31), получим: 
𝑤(0) = 0 →  𝐶1 = �̅�

𝑐𝑟 = 0; 
𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
= 0; 𝜓𝐶2 +

𝑑�̅�𝑐𝑟

𝑑𝑥
|
𝑥=0

= 0 → 𝐶2 = −
1

𝜓

𝑑�̅�𝑐𝑟

𝑑𝑥
|
𝑥=0

= −
𝑑�̅�𝑐𝑟

𝑑𝜉
|
𝜉=0

 

(32) 

𝑀1(𝜆) = 0: −𝑀1
𝑐𝑟|𝑥=𝑙 − 𝜓

2

∙ 𝐷 (
4

𝜓

𝑑�̅�𝑐𝑟

𝑑𝑥
|
𝑥=0

𝐾4(𝜆) + 𝐶3𝐾1(𝜆) + 𝐶4𝐾2(𝜆) +
𝛾

𝜓5 ∙ 𝐷
(𝜆𝐾3(𝜆) − 𝐾4(𝜆)))

− 𝐷
𝑑2�̅�𝑐𝑟

𝑑𝑥2
|
𝑥=𝑙

= 0; 

𝑄1(𝜆) = 0: − 𝜓
3 ∙ 𝐷 (

4

𝜓

𝑑�̅�𝑐𝑟

𝑑𝑥
|
𝑥=0

𝐾3(𝜆) − 4𝐶3𝐾4(𝜆) + 𝐶4𝐾1(𝜆) +
𝛾

𝜓5 ∙ 𝐷
(𝜆𝐾2(𝜆) − 𝐾3(𝜆)))

− 𝐷
𝑑3�̅�𝑐𝑟

𝑑𝑥3
|
𝑥=𝑙

−
𝑑𝑀1

𝑐𝑟

𝑑𝑥
|
𝑥=𝑙

= 0; 

(33) 
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Таким образом, для определения постоянных 𝐶3 и 𝐶4на каждом шаге по времени 

имеем два уравнения с двумя неизвестными.  Для определения производных  

𝑑�̅�𝑐𝑟

𝑑𝜉
,
𝑑2�̅�𝑐𝑟

𝑑𝜉2
,
𝑑3�̅�𝑐𝑟

𝑑𝜉3
 

Воспользуемся приемом определения производных деформаций ползучести в [1]             

и приведем ее в том же виде: 
𝑑�̅�𝑐𝑟

𝑑𝜉
=
1

4
[𝑒𝜉 cos (𝜉 −

𝜋

4
) ∙ 𝐼1 + 𝑒

𝜉 sin (𝜉 −
𝜋

4
) ∙ 𝐼2 − 𝑒

−𝜉 cos (𝜉 −
𝜋

4
) ∙ 𝐼3 − 𝑒

−𝜉 sin (𝜉 −
𝜋

4
)

∙ 𝐼4], 

(34) 

𝑑2�̅�𝑐𝑟

𝑑𝜉2
=
1

4
[𝑒𝜉 cos (𝜉 −

𝜋

4
) ∙ 𝐼1 + 𝑒

𝜉 sin (𝜉 −
𝜋

4
) ∙ 𝐼2 − 𝑒

−𝜉 cos (𝜉 −
𝜋

4
) ∙ 𝐼3 − 𝑒

−𝜉 sin (𝜉 −
𝜋

4
)

∙ 𝐼4], 

(35) 

𝑑3�̅�𝑐𝑟

𝑑𝜉3
=
1

4
[𝑒𝜉 cos (𝜉 −

𝜋

4
) ∙ 𝐼1 + 𝑒

𝜉 sin (𝜉 −
𝜋

4
) ∙ 𝐼2 − 𝑒

−𝜉 cos (𝜉 −
𝜋

4
) ∙ 𝐼3 − 𝑒

−𝜉 sin (𝜉 −
𝜋

4
)

∙ 𝐼4], 

(36) 

где 

𝐼1 = ∫𝑓(𝑡)𝑒
−𝑡 cos (𝑡 +

𝜋

4
)𝑑𝑡

𝜉

0

;     𝐼2 = ∫𝑓(𝑡)𝑒
−𝑡 sin (𝑡 +

𝜋

4
)𝑑𝑡

𝜉

0

; 

𝐼3 = ∫𝑓(𝑡)𝑒
𝑡 cos (𝑡 +

𝜋

4
)𝑑𝑡

𝜉

0

;     𝐼4 = ∫𝑓(𝑡)𝑒
𝑡 sin (𝑡 +

𝜋

4
)𝑑𝑡

𝜉

0

. 

где  

𝑓(𝑡) = −𝛼2
𝑑2𝑀∗

𝑑𝜉2
|
𝜉=𝑡

+
1

𝑅
(𝑁𝜃

∗(𝑡) − 𝜈𝑁𝑥
∗(𝑡)). 

Для функции �̅�𝑐𝑟 можно также записать: 

�̅�𝑐𝑟 =
√2

8
{𝑒𝜉 sin 𝜉 ∙ 𝐼1 − 𝑒

𝜉 cos 𝜉 ∙ 𝐼2 + 𝑒
−𝜉 cos 𝜉 ∙ 𝐼3 + 𝑒

−𝜉 sin 𝜉 ∙ 𝐼4}. 
(37) 

Интегралы 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3, 𝐼4 вычисляются численно по формуле Симпсона. 

Для решения вводится сетка по координатам 𝑥 и 𝑧, а также по времени 𝑡.  
После определения прогибов из уравнения (18) по формулам (15) и (16) вычисля-

ются деформации. Далее определяются напряжения по формулам (8). 

Вывод. Расчет был выполнен в программном комплексе MATLAB. Для верификации 

правильности решения воспользуемся данными из [1]. 

Был выполнен расчет полимерного резервуара из вторичного ПВХ 

ℎ =  3 см, 𝑙 =  3 м, 𝑅 =  2 м,   𝛾 =  10 кН/м3, 𝐸 =  1480 МПа, 𝜈 =  0.3.  
Уравнение состояния принималось нелинейное уравнение Максвелла-Гуревича [9]. 

Реологические параметры ПВХ при температуре 20°С: модуль высокоэластичности  𝐸∞  =
 5990 МПа, модуль скорости 𝑚∗  =  12.6 МПа, начальная релаксационная вязкость 𝜂0

∗ =
 9.06 ∙  105 МПа ∙  мин.  

Оболочка по длине разбивалась на 𝑛𝑥 = 100 отрезков, по толщине на 𝑛𝑧 = 50            

интервалов, по времени на 𝑛𝑡 = 100 шагов. 

В табл. 1. приведено сравнение, выполненное в [1] для верификации правильности 

решения.  

Наибольшее расхождение результатов составляет 0.15%, что свидетельствует о их 

достоверности. 
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Таблица 1. Сравнение наибольших перемещений в различные моменты времени, получен-

ных МКР и численно-аналитического метода (ЧАМ) 

Table 1. Comparison of the largest displacements at different points in time obtained by the MKR 

and the numerical-analytical method (NAM) 

𝑡, час 1 2 3 4 5 6 7 8 

𝑤,  
мм 

МКР [1] 8.3732 8.7825 9.0182 9.1622 9.2532 9.3118 9.3500 9.3751 

ЧАМ 8.3839 8.7946 9.0312 9.1758 9.2671 9.3260 9.3644 9.3896 

На рис. 3 – 4 приведено соответственно изменение напряжений  𝑤𝑚𝑎𝑥 во времени                

и по высоте цилиндра при 𝑡 =  10 часов соответственно. В процессе ползучести произо-

шло увеличение максимального прогиба на 23,5%. Рост кольцевых напряжений в основа-

нии объясняется ростом по абсолютному значению кольцевого изгибающего момента, 

график изменения которого во времени приведен на рис. 4. 

На рис. 5 приведено соответственно изменение напряжений 𝜎1 и 𝜎2 в основании 

при 𝑧 = −ℎ/2. Из представленных графиков видно, что напряжения 𝜎𝑥 остаются практи-

чески постоянными, а напряжения выросли на 14,8%.  

 
Рис. 5. График изменения напряжений 𝝈𝟏 = 𝝈𝒙  и  𝝈𝟐 = 𝝈𝜽 во времени 

Fig. 5. Graph of changes in stresses σ_1=σ_x and σ_2=σ_θ over time 

Таким образом, расчет оболочки только в упругой стадии приводит к заниженным               

значениям напряжений, и как следствие возможному ее разрушению в процессе эксплуатации. 
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