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 Резюме. Цель. Целью исследования является решение задачи вычисления пара-

метров линейной регрессионной модели на основе совместного применения методов                

антиробастного оценивания и максимальной согласованности между реальными и вычис-

ленными значениями зависимой переменной в непрерывной форме. Метод. Расчет неиз-

вестных параметров модели производится с помощью сведения исходной задачи к задаче 

линейного программирования. Ее решение не должно вызывать вычислительных трудно-

стей вследствие значительного количества разработанных эффективных программных 

средств.  Результат. Сформированная задача линейного программирования обладает              

допустимой для реальных ситуаций размерностью. Вывод. Результаты решения числен-

ного примера указывают на эффективность предложенного в работе способа вычисления 

параметров линейной регрессионной модели на основе совместного применения методов 

антиробастного оценивания и максимальной согласованности. Окончательный выбор зна-

чений параметров остается за разработчиком модели. 
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 Abstract. Objective. The purpose of the study is to solve the problem of calculating the 

parameters of a linear regression model based on the joint application of anti-robust estimation 

methods and maximum consistency between the real and calculated values of the dependent                

variable in continuous form. Method. The unknown parameters of the model are calculated by 

reducing the original problem to a linear programming problem. Its solution should not cause 

computational difficulties due to the significant number of developed effective software tools. 

Result. The generated linear programming problem has a dimension acceptable for real situa-

tions. Conclusion. The results of solving a numerical example indicate the effectiveness of the 

method proposed in the work for calculating the parameters of a linear regression model based 

on the joint application of anti-robust estimation methods and maximum consistency. The final 

choice of parameter values remains with the model developer. 
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 Введение. При построении математических моделей регрессионного типа для 

сложных систем любой природы исследователи часто совмещают различные методы.     

Так, в работе [1] констатируется, что проблема больших размерностей является одной            

из важнейших при разработке модели линейной регрессии.   

В этой связи, например, при построении модели уровня загрязнения реки Тигр          

одновременно применялись методы плавного интегрирования подсчета абсолютного от-

клонения, а также метод FGLasso. В [2] при разработке модели рыночной стоимости ак-

ций крупной компании Baghdad Soft Drinks Company был использован метод штрафных 

наименьших квадратов для оценки параметров модели путем задействования различных 

штрафных функций, включая штрафы LASSO, SCAD, минимаксный вогнутый штраф                   

в дополнение к штрафной функции Elastic-net. Статья [3] посвящена, в частности, постро-

ению модели параметрической регрессии для объема, диаметра и высоты деревьев, осно-

ванной на двухпараметрическом расширении экспоненциального гамма-распределения. 

При этом кратко описываются различные процедуры оценки, а именно метод максималь-

ного правдоподобия, оценка момента, оценка максимального произведения расстояний, 

обычная и взвешенная оценка наименьших квадратов и оценка Крамера-фон-Мизеса,                       

а также проводится исследование результатов моделирования для сравнения производи-

тельности методов.  

В [4] исследуются модели частичной регрессии, построенные с применением                

методов робастной оценки с вейвлет-порогом, Спикмана и методом сглаживания Надарьи-

Уотсона с использованием прогнозных экспериментов с различными размерами выборки 

и коэффициентами засорения данных.  В исследовании [5] отмечается, что модель обрат-

ной гауссовой регрессии применяется, когда переменная отклика является непрерывной, 

положительно асимметричной и хорошо соответствует обратному распределению Гаусса. 

В условиях мультиколлинеарности оценка максимального правдоподобия не является 

правильным выбором. Поэтому предлагается новая гребневая оценка главного компонен-

та для такой регрессии, которая объединяет в себе методы главных компонент и обычную 

гребневую оценку. В работе [6] изучается географически взвешенная регрессия— это раз-

витие теории наименьших квадратов по отношению к модели взвешенной регрессии, ко-

торая учитывает пространственные эффекты, в результате чего получается оценка пара-

метров модели, которую можно использовать для прогнозирования местоположения 

объектов. В статье [7] предлагается построенная с помощью различных методов модель 

множественной регрессии для одновременного определения показателей преломления                 

и температуры при использовании интерферометрического оптического датчика.  

В [8] демонстрируется совместное применение методов наименьших модулей 

(МНМ) и нелинейных наименьших квадратов для построения нелинейных регрессий.                  

Работа [9] посвящена прогнозированию индекса качества воздуха в городах района Цзин-

Цзинь-Цзи в Китае на основе линейной регрессионной модели панельных данных.                  

При этом используются метод наименьших квадратов и его двухэтапный вариант, оценки 

квазимаксимального правдоподобия и обобщенного момента, робастная оценка с фикси-

рованным эффектом. В [10] представлена новая структура М-квантильной регрессии,                

в которой все коэффициенты описываются гибкими параметрическими функциями.                   

На основе модели изучаются условия жизни в странах Европейского Союза и в трех реги-

онах Италии. 

Постановка задачи. Рассмотрим линейное регрессионное уравнение (модель) вида: 

𝑦𝑘 = ∑ 𝛼𝑖𝑥𝑘𝑖
𝑚
𝑖=1 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛,                                                 (1) 

где:  y – зависимая переменная,  

а 𝑥𝑖 − i-ая независимая переменные, 

 𝛼𝑖 − i-ый определяемый параметр, 
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 𝜀𝑘 − ошибки аппроксимации,  

k − номер наблюдения, 

 𝑛 − число наблюдений (длина выборки).  

Заметим, что настоящая работы выполнена в рамках логико-алгебраического                

(аппрксимационного) подхода к анализу данных (см., например, [11]), поэтому все пере-

менные в (1) будем считать детерминированными величинами. 

Линейную модель (1) можно представить в виде: 

𝑦𝑘 = у̂𝑘 + 𝜀𝑘 ,   𝑘 = 1, 𝑛, 
где 𝑦𝑘 и у̂𝑘 – соответственно фактические (наблюдаемые) и расчетные (вычисленные 

по модели) значения зависимой переменной у. 

 Наиболее распространенными методами оценивания параметров модели (1)                        

являются методы наименьших квадратов и МНМ (см., например, [12]). Существенно              

менее часто применяются методы антиробастного оценивания (МАО) [12] и максималь-

ной согласованности (ММС) [13] в поведении фактических и расчетных значений зависи-

мой переменной на предыстории исследуемого процесса.  

В настоящей работе рассмотрен алгоритмический способ совместного применения 

МАО и ММС при оценивании линейной регрессии (1). 

 Методы исследования. Отличительной особенностью МАО является его выра-

женный антиробастный характер, что проявляется в сильной реакции на выбросы – 

наблюдения, плохо согласующиеся с выборкой в целом. Реализация МАО приводит                      

к необходимости решения следующей задачи линейного программирования (ЛП): 

∑ 𝛼𝑖
𝑚
𝑖=1 𝑥𝑘𝑖 + 𝑢𝑘 − 𝑣𝑘 = 𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛,                                    (2) 

𝑢𝑘 + 𝑣𝑘 - r ≤ 0, 𝑘 = 1, 𝑛,                                                     (3) 

𝑢𝑘 ≥ 0, 𝑣𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 1, 𝑛,                                                         (4) 

𝑟 + 𝜌 ∑ (𝑢𝑘 + 𝑣𝑘)
𝑛
𝑘=1 → min,                                                 (5) 

где 𝜌 – наперед заданное малое положительное число.  

 ММС направлен на максимизацию согласованности между заданными в выборке 

данных 𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 и вычисленными по модели у̂𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 значениями зависимой пере-

менной. Формально непрерывная форма ММС состоит в решении задачи оптимизации: 

L=∑ ∑ 𝑙𝑘𝑠  → 𝑚𝑖𝑛𝑛
𝑠=𝑘+1

𝑛−1
𝑘=1 ,                                           (6) 

где, 

𝑙𝑘𝑠 = {
|�̂�𝑘 − �̂�𝑠|, (𝑦𝑘 − 𝑦𝑠)(�̂�𝑘 − �̂�𝑠) < 0
0, в противном случае.

 

 

Рассчитаем числа 𝜔𝑘𝑠, k=1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑠 = 𝑘 + 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  следующим образом: 

                              𝜔𝑘𝑠 = {

1, 𝑦𝑘 − 𝑦𝑠 > 0
−1, 𝑦𝑘 − 𝑦𝑠 < 0
0,   𝑦𝑘 − 𝑦𝑠 = 0.

 

Тогда, как показано в [14], задача (6) сводится к задаче ЛП с ограничениями (2), 

(4), 

𝜔𝑘𝑠 ∑ 𝛼𝑖
𝑚
𝑖=1 (𝑥𝑘𝑖 − 𝑥𝑠𝑖) + 𝑙𝑘𝑠 ≥ 0, k=1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑠 = 𝑘 + 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,                (7) 

𝑙𝑘𝑠 ≥ 0,  k=1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑠 = 𝑘 + 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                                                   (8) 

и целевой функцией 

𝑑 ∑ (𝑢𝑘 + 𝑣𝑘) + (1 − 𝑑)∑ ∑ 𝑙𝑘𝑠
𝑛
𝑠=𝑘+1

𝑛−1
𝑘=1

𝑛
𝑘=1  → min.                       (9) 

 

Здесь 𝑑 ∈ (0,1] – заранее выбранное положительное число, задающее уровень ком-

промисса в целевой функции (9) между функцией потерь М=∑ |𝜀𝑘| = ∑ (𝑢𝑘 + 𝑣𝑘)
𝑛
𝑘=1 ,𝑛

𝑘=1  

соответствующей МНМ и непрерывным критерием согласованности поведения (6).  

Легко видеть, что при 𝑑 = 1 задача ЛП (2), (4), (7) – (9) реализует МНМ, а при 𝑑, 

близком к 0, она позволяет определить оценки параметров модели (1), обеспечивающие 
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максимальную согласованность поведения расчетных и фактических значений выходной 

переменной, как это рекомендовано в работе [14]. 

Обсуждение результатов. Для совместного применения МСО и непрерывной 

формой ММС необходимо решить задачу ЛП с ограничениями (2) - (4), (7), (8) и целевой 

функцией 

𝑠𝑟 + 𝛿 ∑ (𝑢𝑘 + 𝑣𝑘) + (1 − 𝑠)∑ ∑ 𝑙𝑘𝑠
𝑛
𝑠=𝑘+1

𝑛−1
𝑘=1

𝑛
𝑘=1  → min,                      (10) 

где 𝛿 – наперед заданное положительное число, 𝑠 ∈ (0,1) – число, задающее                    

уровень компромисса между МАО и ММС. 

Оценивание параметров модели (1) путем решения задачи ЛП (2) - (4), (7), (8), (10) 

позволяет объединить достоинства МАО и непрерывной формы ММС. 

Рассмотрим простой численный пример. Путь задана выборка данных вида: 

Х = 

(

  
 

4   6
8   4
3   7
9   2
7   8
5   2)

  
 

,   у = 

(

  
 

3
6
9
8
1
7)

  
 

. 

Построим на ее основе линейную регрессию  

𝑦𝑘 = 𝛼1𝑥𝑘1 + 𝛼2𝑥𝑘2 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1,6,                                         (11) 

используя МНМ, МАО, ММС и предложенный выше способ, воспользовавшись 

специализированными программами [15, 16]. 

МНМ. 

𝑦𝑘 = 0.913𝑥𝑘1 − 0.109𝑥𝑘2 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1,6, 

М=15.07, 𝑟= 7.02. 

МАО. 

𝑦𝑘 = 0.25𝑥𝑘1 + 0.5𝑥𝑘2 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1,6, 

М=22, 𝑟= 4.75. 

Непрерывный ММС (𝑑=0.5). 

𝑦𝑘 = 0.469𝑥𝑘1 + 0.19𝑥𝑘2 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1,6, 

М= 19.25, 𝑟= 6.28, L= 12.375. 

Совместное применение МАО и непрерывный ММС (𝑠 = 0.9, 𝛿 = 0.2). 

𝑦𝑘 = 0.29𝑥𝑘1 + 0.48𝑥𝑘2 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1,6, 

М= 21.52, 𝑟= 4.8, L= 15.33. 

Анализ результатов моделирования указывает на следующее: 

1. В трех из четырех случаях (кроме МНМ) коэффициенты при независимых 

переменных положительны. 

2. Эти коэффициенты, как   значения критериев адекватности, близки для 

МАО и рассмотренного выше способа, что можно объяснить близостью 

значения 𝑠 к единице. 

3. В любом случае, окончательный выбор значений параметров остается за 

разработчиком модели, который, руководствуясь своим опытом и знаниями, 

должен основывать свое решение на тех задачах, которые он намерен             

решить с ее помощью. 

  Вывод.  В ходе проведенного исследования получены следующие результаты: 

1. Поставленная задача сведена к задаче линейного программирования. 

2. Сформированная задача линейного программирования допускает альтерна-

тивные решения путем задания разных значений константам, определяю-

щим уровень значимости задействованных методов. 

3. Представленный подход может быть успешно использован при комбинировании 

других методов моделирования при построении регрессионных конструкций.  

4. Решен численный пример.  
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