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Резюме. Цель. Технологии вакуумного обезвоживания растворов в поле СВЧ постоянно 
развиваются в направлении повышения энергетической эффективности процесса сушки и 
снижения себестоимости целевой продукции. Это научное направление в полной мере относится 
и к вакуумной СВЧ – сушке суспензии во вспененном состоянии. Важнейшей задачей является 
совершенствование математического моделирования, которое оказывает существенную помощь 
в исследовании тепломассообменных процессов, протекающих в вакуумных сушилках с СВЧ 
– энергоподводом, в проектировании новых установок и выработке эффективных режимов их 
эксплуатации, разработке оптимальных режимов вакуумной сушки вспененных суспензий с 
учетом теплофизических и электрофизических характеристик. Метод. Исследование основано 
на методах иммитационного компьютерного моделирования. Результат. С использованием 
результатов ранее проведенных исследований получен математический аппарат по нахождению 
температуры в пенообразном продукте в процессе вакуумной СВЧ – сушки. Его отличие от 
существующих математических моделей заключается в возможности применения простых 
методов анализа дифференциальных уравнений с меньшим количеством неизвестных 
переменных. Предложен метод численно – аналитического решения математической модели 
процесса вакуумной СВЧ – сушки вспененной суспензии. На примере СВЧ – сушки вспененной 
соевой суспензии проведена экспериментальная проверка, которая показала удовлетворительную 
сходимость результатов моделирования с погрешностью 10 – 12%. Вывод. Исследование 
численных методов решения сформулированной задачи позволяет определять температуру в 
любой точке соевой суспензии с учетом теплофизических и электрофизических характеристик 
суспензии в широком диапазоне режимных параметров. 
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Abstract. Objective. Technologies of vacuum dehydration of solutions in the microwave 
field are constantly developing in the direction of increasing the energy efficiency of the drying 
process and reducing the cost of target products. This scientific direction fully applies to vacuum 
microwave drying of soy suspension in a foamed state. In this regard, the most important task is 
to improve mathematical modeling, which provides significant assistance in the study of heat and 
mass transfer processes occurring in vacuum dryers with microwave power supply; in the design 
of new installations and the development of effective modes of their operation; the development of 
optimal modes of vacuum drying foamed soy suspension, taking into account thermophysical and 
electrophysical characteristics. Method. The research is based on computer simulation methods. 
Result. Using the results of previous studies, a mathematical apparatus was obtained for finding 
the temperature in a foamy product during vacuum microwave drying. Its difference from existing 
mathematical models lies in the possibility of using simple methods for analyzing differential 
equations with fewer unknown variables. A method of numerical and analytical solution of a 
mathematical model of the process of vacuum microwave drying of foamed suspension is proposed. 
Experimental verification showed quite satisfactory convergence of the simulation results with an 
error of 10-12%. Conclusion. The study of numerical methods for solving the formulated problem 
makes it possible to determine the temperature at any point of the soybean suspension, taking 
into account the thermophysical and electrical characteristics of the suspension in a wide range of 
operating parameters.
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Введение. Совершенствование  математического аппарата для описания вакуумной 
СВЧ – сушки является предметом экспериментальных и теоретических исследований 
значительного числа современных ученых [1 – 16]. Анализ известных математических 
моделей не позволяет в полной мере решать задачи связанные с проектированием 
вакуумных СВЧ – сушилок и управления процессом вакуумной сушки в широком диапазоне 
технологических параметров. 

Постановка задачи. В работе предлагается метод моделирования, основанный на 
применении простых дифференциальных уравнений с меньшим количеством переменных, 
позволяющий определять температуру во вспененном продукте по высоте слоя.

Методы исследования. На основе анализа литературных источников и с 
использованием результатов ранее проведенных исследований [17] получен математический 
аппарат, описывающий влияние волнового характера распределения СВЧ – поля по высоте 
вспененного слоя. Его отличие от существующих математических моделей вакуумной 
СВЧ – сушки заключается в возможности применения простых методов анализа систем 
дифференциальных уравнений с меньшим количеством неизвестных переменных.

Процесс вакуумной СВЧ – сушки описывается уравнением теплообмена, в котором 
поглощением тепла пенным продуктом линейно зависит от разности температур (T-T0):

2

02 ( )T T T T
x

α β
τ
∂ ∂

= ⋅ − ⋅ −
∂ ∂

,                                                   (1)

где T – температура, при которой происходит вакуумная СВЧ-сушка пенного продукта; 
°С, T0 –температура в рабочем объеме сушилки, °С; x – координата по высоте слоя продукта, 
x ϵ [0; l], м; l – высота слоя продукта, м; α – коэффициент температуропроводности, м2/с; β – 
коэффициент теплопоглощения при вакуумной сушке, кДж/кг; τ – время, с; с граничными 
условиями
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где Tw – температура поверхности продукта на границе с вакуумом,
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где 𝑞𝑞0 = 0.556 ∙ 10−10𝜀𝜀′′𝜈𝜈𝐸𝐸2, – удельное количество теплоты, которое трансформи-
руется в объеме пенообразного продукта из энергии сверхвысокочастотного электромаг-
нитного поля и передается от поверхности, на котором он расположен к поверхности ис-
парения, где εˊˊ=εˊtgδ – коэффициент диэлектрических потерь; ε – диэлектрическая про-
ницаемость;  – угол диэлектрических потерь; ν – частота электромагнитных колебаний, 
Гц; E – напряженность электрического поля, В/м; и начальными условиями:

10T T
 =

= ,                                                         (4)
где T1 – постоянная температура по всему объёму продукта в начале процесса суш-

ки.
Решение системы уравнений (1) – (4) о нахождении температуры Т в пенообразном 

продукте в процессе вакуумной сушки сведено к двум более простым задачам, о нахожде-
нии F1 и F2:
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где F1 и F2 – новые вводимые функции, полученные через замену переменных.
Методы исследования. Задачу (5) – (7) решали в соответствии с методом разделе-

ния переменных [18]. Для уравнения (5) искали частное решение без учета начальных 
условий, удовлетворяющее граничным условиям (6) в виде:

                                  1 ( ; ) ( ) ( )F F x t X x T = =  ,                                                      (11)
где τ – время с; x – пространственная координата по высоте слоя, м; тогда 

                                       'F X T



= 


, ,    .                        (12)

С учетом (12) уравнение (5) приведено к виду:
                                    .                                              (13)

После деления выражения (13) на произведение получено уравнение
                                  ,                                                       (14)

в котором произведена замена:

                    ,                                                               (15)

где - неизвестная постоянная, тогда
                              .                                                               (16)

с граничными условиями (6) для :
                                ,    .                                                        (17)

Уравнение (16) решали при , для которого известно характеристическое 
уравнение [19]:
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                  ,                                                                  (18)
где , – корни данного характеристического уравнения.
Тогда решение дифференциального уравнения (11) было представлено следующим 

образом:                                .                                               (19)
Если в (16) произвольное число, то задача (16) – (17) имела только тривиальное 

решение [20]. Для нахождения значения λ при Х≠0 была поставлена задача: найти 
такие значения , при которых существуют нетривиальные решения однородного 
дифференциального уравнения (16), удовлетворяющие однородным граничным условиям 
(17). Вся совокупность таких значений и функций называется спектром соб-
ственных значений { } и спектром собственных функций { } [20].

Для выполнения граничных условий продифференцировано уравнение (19):
                                 .                                           (20)

Граничное условие (17) с учетом (11) и (12) приведено к виду:
                            .                                                         (21)
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Следовательно
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Подставляя из (19) и из (20) в (21) получено:
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С использованием рядов Фурье[19] получено решение для λ и X:
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Преобразовано уравнение (14) при с заменой на :
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решение которого имеет вид:
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где – произвольные постоянные.

Из (11) найдены частные решения :
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Так как функция (29) при любом удовлетворяла однородному дифференциаль-

ному уравнению (5) и однородным граничным условиям (6), то их сумма тоже удовлетво-
ряла уравнению (5) с однородными граничными условиями (6) при любых значениях Аn:
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Так как функция (29) при любом n  удовлетворяла однородному дифференциальному 
уравнению (5) и однородным граничным условиям (6), то их сумма тоже удовлетворяла 
уравнению (5) с однородными граничными условиями (6) при любых значениях Аn:
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=  − .                              (30)

Предполагалось что ряд (30) сходится. Доказательство сходимости подобных рядов 
хорошо известно [18]. Найдена постоянная из начальных условий (7):

                                .                            (31)

Равенство (31) рассматривалось как разложение функции в правой части, т. е. 
в ряд Фурье  по собственным функциям на отрезке 

, удовлетворяющие однородным граничным условиям (23). Для их нахождения, 
в соответствии с теорией о собственных функциях [20], левую и правую части этого ра-

венства умножили на и затем проинтегрировали по переменной на 

отрезке  :
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Если , то

.                               (33)

В случае, когда , формула (33) имеет вид:

(34)

При все слагаемые в сумме равенства (32), учитывая (33) и (34) обращаются в ноль 
кроме одного при . Равенство (32) с помощью (33) и (34) приведено к виду:
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Отсюда Аn:

                  .                                           (39)

Подставляя из (39) в (30), выражение искомой функции F1(x,t) получено в яв-
ном виде:
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Нахождение функции F2(x,t) осуществляли аналогичным образом из решения за-
дачи (8) – (10). Данную функцию искали с разделёнными переменными, используя соб-

ственные функции , удовлетворяющие граничным условиям (9), тогда 
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где - неизвестные функции времени τ, с начальными условиями из (10) 
                                                      (42)

Такой вид F2(x,t) удовлетворял граничным условиям (9), так как собственные функ-
ции удовлетворяют условиям (23). Выполнены начальные условия (10) 

для удовлетворения дифференциального уравнения (8). Неоднородное слагаемое 
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Данное равенство подобно выражению (31), поэтому определяли по формуле (39), где 
заменили на , на и (T1-Tw) на (Tw-T0):

                   .                                            (44)

Для поиска подставляли F2 (41) в (8) с разложением в ряд Фурье:
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где выражение коэффициентов приведены в (44). 
В левой и правой частях уравнения (45) приравнивали коэффициенты перед 
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Здесь относительно и получено линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение первого порядка с постоянными коэффициентами. Его общее решение имело 
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.              (47)

С помощью начальных условий (42) найдено :
                                        (48)

Из (47) и (48) найдено 

   .            (49)

Таким образом, определена функция F2(x,t):
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С помощью (11), (19), (40), (44) и (50) записано решение всей задачи:

                               + ,                      (51)

                           где  , , .

         Обсуждение результатов. Для сравнения данных, полученных по модели (51) с экс-
периментальными, проводили исследования на опытной  вакуумной СВЧ – установке [7] 
(рис.1). 

Рис. 1. Опытная вакуумная СВЧ – установка
       Fig. 1. Experimental vacuum microwave installation

Установка состоит из корпуса 1, крышки с анти – конденсатным покрытием 2, СВЧ 
– излучателей 3, камеры 4, емкости для продукта 5, патрубка для подключения вакуумной 
системы 6, вакуумной системы 7, элементов крепления 8, технологических отверстий 9, 
поворотной платформы 10.

В качестве объекта исследований использовалась соевая суспензия в следующих 
диапазонах изменения режимных параметров: Nсвч=600 – 2400 Вт; Рвак=700 Па; m=0,5 – 4
кг. При этом учитывались теплофизические и электрофизические характеристики соевой 
суспензии. По экспериментальным данным построена зависимость изменения температу-
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Здесь относительно t  и t  получено линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение первого порядка с постоянными коэффициентами. Его общее решение имело вид

Установка состоит из корпуса 1, крышки с анти – конденсатным покрытием 2, СВЧ – 
излучателей 3, камеры 4, емкости для продукта 5, патрубка для подключения вакуумной системы 
6, вакуумной системы 7, элементов крепления 8, технологических отверстий 9, поворотной 
платформы 10.

В качестве объекта исследований использовалась соевая суспензия в следующих 
диапазонах изменения режимных параметров: Nсвч=600 – 2400 Вт; Рвак=700 Па; m=0,5 – 4 кг. 
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ры от времени T=f(τ) в середине слоя материала при x = l/2, в зоне контакта с поверхно-
стью при x = 0, на поверхности материала при x = l (рис.2). 

Рис. 2. Зависимость температуры материала от времени по высоте слоя 
N=2400 Вт,Pвак=700 Па, m=4 кг

Fig. 2. Dependence of the temperature of the material on the height of the layer
N=2400 W,Pvac=700 Pa, m=4 kg

Численные расчеты на ЭВМ в среде Mathematica по формуле (51) позволили по-
строить расчетные кривые изменения температуры в соевой суспензии и сопоставить их с 
экспериментальными кривыми (рис.3). Сравнение экспериментальных и математических 
данных показало погрешность моделирования не превышающую 10 – 12%.

Рис. 3. Экспериментальная (1) и расчетная (2) кривые температуры 
Fig. 3. Experimental and calculated temperature curve 

Вывод. Исследование численных методов решения сформулированной задачи поз-
воляет определять температуру в любой точке соевой суспензии с учетом теплофизиче-
ских и электрофизических характеристик суспензии в широком диапазоне режимных па-
раметров. 
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