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Резюме. Цель. Целью исследование является разработка алгоритма идентификации 
параметров однородной вложенной кусочно-линейной регрессионной модели первого 
типа методом наименьших модулей. Метод. Оценивание ее неизвестных параметров 
осуществляется с помощью сведения к задаче линейно-булевого программирования. 
Решение не должно вызывать вычислительных трудностей ввиду значительного количества 
эффективных программных средств – это, например, хорошо себя зарекомендовавшая 
и размещенная в сети Internet в свободном доступе программа LPsolve.  Результат. 
Сформированная задача линейно-булевого программирования имеет приемлемую 
размерность для решения практических проблем моделирования. Вывод. Результаты 
решения численного примера указывают на эффективность предложенного в работе способа 
вычисления оценок параметров однородной вложенной кусочно-линейной регрессионной 
модели первого типа методом наименьших модулей.     
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  Abstract. Objective. The aim of the study is to develop an algorithm for identifying the 
parameters of a homogeneous nested piecewise linear regression model of the first type by the 
method of least modules. Method. Estimation of its unknown parameters is carried out with the 
help of reduction to the problem of linear Boolean programming. Its solution should not cause 
computational difficulties due to a significant number of effective software tools - for example, 
the well-established and freely available program LPsolve on the Internet. Result. The generated 
linear programming problem has an acceptable dimension for solving practical modeling problems. 
Conclusion. The results of solving a numerical example indicate the effectiveness of the method 
proposed in the work for calculating parameter estimates for a homogeneous nested piecewise 
linear regression model of the first type by the method of least modules.
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Введение. При моделировании различных сложных систем весьма часто используются 
конструкции, связанные с применением операций вложенности. Так, в работе [1] 
предлагается новый подход к решению непараметрических задач последовательного 
обнаружения разладки. Вложенные последовательные планы выборочного контроля 
позволяют использовать тест Колмогорова-Смирнова и другие непараметрические тесты 
для последовательного обнаружения точек разладки. Точные формулы для математического 
ожидания и дисперсии момента ложного обнаружения основаны на точных распределениях 
непараметрических статистик для малых объемов выборки. 

В [2] представлены результаты исследования, расширяющего известную модель Брока 
и Дурлауфа, позволяя учитывать ненаблюдаемую неоднородность предпочтений между 
альтернативами выбора путем изучения вложенной логит-модели. При этом ослабляется 
предположение о глобальных взаимодействиях, и вместо этого рассматриваются локальные 
взаимодействия в рамках нескольких гипотетических социальных и пространственных 
сетевых структур. 

Статья [3] посвящена   использованию двухуровневой вложенной логит-модели для 
оценки влияния региональных стимулов на выбор местоположения новых фирм в Индии. В 
работе [4] представлена вложенная гибридная эволюционная модель для сокращения времени 
ожидания транспортных средств на светофорах и улучшения мобильности в дорожной 
сети. В [5] предложен подход, основанный на вложенной оптимизации, для решения задач 
расширения пропускной способности систем разнокачественного водоснабжения. Он 
должен учитывать, как будет выполняться условие удовлетворения спроса и требования 
к качеству воды за счет использования нескольких источников с разным качеством воды, 
а также временное и пространственное распределение доступных водных ресурсов и 
воздействие на окружающую среду. 

Работа [6] посвящена планированию компьютерных экспериментов методом «черного 
ящика». При работе с его несколькими функциями часто возникает необходимость создавать 
проекты для всех черных ящиков вместе, а не по отдельности. Эти так называемые 
вложенные планы особенно полезны в качестве обучающих и тестовых наборов для 
подбора и проверки метамоделей. Кроме того, вложенные схемы могут использоваться 
для связывания параметров и последовательных оценок. В статье вводятся одномерные 
вложенные максиминные планы. Доказано, что потеря заполняемости по отношению к 
традиционным максиминным схемам составляет не более 14.64% и 19.21 % при вложении 
двух и трех конструкций соответственно.

 В [7] представлена методология проксимальной вложенной выборки для объективного 
сравнения альтернативных байесовских моделей визуализации для приложений, которые 
используют изображения для принятия решений в условиях неопределенности. Методология 
основана на вложенной выборке и методе Монте-Карло, специально предназначенном для 
сравнения моделей, и использует проксимальные методы цепи Маркова для эффективного 
масштабирования до больших задач и работы с логарифмически вогнутыми и не обязательно 
гладкими моделями. 

В статье [8] представлена удобная в вычислительном отношении процедура расчета 
критерия Вальда для вложенных гипотез. Подобно обобщенному критерию Шротера 
(1983), предложенная процедура не требует явного вывода ограничений, подразумеваемых 
нулевой гипотезой, и, следовательно, ее использование может исключить сложный этап 
проверки линейных и нелинейных гипотез. Показано, что традиционный критерий Вальда, 
обобщенный критерий Шротера и предлагаемая в статье процедура асимптотически 
эквивалентны. Иллюстрируется ее использование в модели динамической регрессии. В 
работе [9] исследуются вложенные ковариационные модели, определяемые как линейные 
комбинации основных ковариационных функций, которые очень популярны во многих 
областях прикладной статистики, в частности в геостатистике. Известным ограничением 
вложенных моделей является то, что константы в линейной комбинации обязаны быть 
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неотрицательными, чтобы сохранить положительную определенность (допустимость). В 
данной статье исследуются вложенные модели на d-мерных сферах. Указан точный интервал 
допустимости констант, входящих в линейные комбинации. В частности, показывается, 
что хотя бы одна константа может быть отрицательной. Одним из следствий данного 
факта является то, что можно получить вложенную модель, достигающую отрицательных 
корреляций. Приводятся теоремы характеризации для произвольных линейных комбинаций, 
а также для невыпуклых комбинаций, включающих две функции ковариации.

Постановка задачи. В работе [10] путем обобщения некоторых кусочно-линейных 
регрессионных моделей [11-13] введены два типа вложенных кусочно-линейных регрессий: 

- вложенная кусочно-линейная регрессия первого типа:
                                             

                                       (1)
- вложенная кусочно-линейная регрессия второго типа:

                                            
   .                            (2)

Здесь  – номер наблюдения, у – зависимая переменная,  независимые 
переменные,  подлежащие оцениванию параметры, , ,  – ошибки 
аппроксимации, n – количество наблюдений (длина выборки). Индексные множества 

 являются подмножествами множества {1,2,…, } и могут иметь 
непустые пересечения.

В [10] указано, что в формулах (1) и (2) использован первый порядок вложенности. Он 
может быть также вторым, третьим и т.д.

 В работе [14] описаны некоторые частные формы вложенных кусочно-линейных 
регрессий:

- простая вложенная кусочно-линейная регрессия первого типа
                         (3)

- простая вложенная кусочно-линейная регрессия второго типа
                         (4)

- однородная вложенная кусочно-линейная регрессия первого типа
                  (5)

- однородная вложенная кусочно-линейная регрессия второго типа
               (6)

 Разумеется, представления (3) – (6) далеко не исчерпывают всех возможных способов 
конкретизации вложенных кусочно-линейных регрессий. Некоторые из таких способов 
отражены в [14].  Поставим задачу вычисления оценок параметров однородной вложенной 
кусочно-линейной регрессии первого типа (5) методом наименьших модулей (МНМ) (его 
описание см., например, в работах [11-13, 15]):

.                                                   (7)
 Методы исследования. В работе [16] задача идентификации параметров простой 

вложенной кусочно-линейной регрессии первого типа (3) с помощью МНМ сведена к задаче 
линейно-булевого программирования (ЛБП) следующим образом.

Введем следующие обозначения.

  Тогда указанная задача ЛБП примет следующий вид:
,  ,  ,                                                    (8)

, ,  ,                              (9)
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 ,                                                      (10)
,  ,  ,                                                     (11)

, ,  ,                                    (12)
 ,                                                             (13)

,  ,                                                                  (14)
,  ,                                                                  (15)

                               ,  ,                                              (16)  
                               ,  ,                                               (17)  

, ,                                                    (18)
                      ,                          (19)

                                   ,  ,                                                    (20)
                                   ,  ,                                                  (21)

                                     ,                                                               (22)
,                                                             (23)

где М – заранее заданное большое положительное число.
     Обсуждение результатов. Преобразуем задачу (8) – (23) так, чтобы новая сформированная 
задача ЛБП была эквивалентна задаче (7).
     Введем обозначения:

 

     Тогда по аналогии с (8) – (23) эквивалентная (7) задача ЛБП примет вид:
,  , ,                                                 (24)

, , ,                       (25)
 ,                                                          (26)
,  ,                                                        (27)

, ,                                        (28)
=1, ,                                                                   (29)

, ,                                                           (30)
, ,                                                 (31)
,                                                             (32)

.                                                                 (33)
  Решение задачи ЛБП (24) – (33) не должно вызывать вычислительных трудностей 

ввиду значительного количества эффективных программных средств – это, например, 
хорошо себя зарекомендовавшая и размещенная в сети Internet в свободном доступе 
программа LPsolve. 

 Проиллюстрируем на простом примере предложенный способ построения однородной 
вложенной кусочно-линейной регрессии первого типа. В качестве исходных данных возьмем 
выборку из [16], несколько изменив в ней вектор наблюдений для зависимой переменной:
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 Будем строить однородную кусочно-линейную регрессию первого типа с индексными 
множествами  и , равными:

={1,2}, ={2,3}.
В результате решения задачи ЛБП (24) – (33) получим следующую регрессионную 

модель:
, .

При этом некоторые вещественные переменные задачи примут значения:
 = (4,4,12,6),

u = (0,0,0,3),
v = (1,0,0,0).

Таким образом, в задаче (7) 4.
Тот факт, что  объясняется тем обстоятельством, что вторая компонента 

индексного множества  совпадает с первой компонентой множества .
     Вывод. В работе поставлена задача идентификации параметров однородной вложенной 
кусочно-линейной регрессии первого типа методом наименьших модулей. Получены 
следующие результаты:

1. Поставленная задача сведена к задаче линейно-булевого программирования.
2. Сформированная задача ЛБП имеет приемлемую размерность для решения 

практических проблем моделирования.
3. Представленный подход может быть применен к расчету параметров и других форм 

вложенной кусочно-линейной регрессии. 
4. Решен численный пример. 
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