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Резюме. Цель. При построении разрешающих соотношений теории оболочек 
предполагается справедливость основных допущений о материале рассматриваемой 
конструкции, который считается однородным, изотропным и вязкоупругим, т.е. 
подчиняющимся закону Максвелла-Гуревича. Исследованию подлежит полимерная 
цилиндрическая оболочка, жестко защемленная у основания, подверженная внутреннему 
гидростатическому давлению. Метод. Задача сводится к неоднородному дифференциальному 
уравнению четвертой степени относительно перемещения срединной поверхности  
вдоль оси . Так как в замкнутом виде представление решения данного уравнения   крайне 
затруднено, то поиск его представлен численно, в частности, методом сеток. Составляющие 
деформации ползучести  определялись как линейная аппроксимация скорости 
методом Рунге-Кутта. Результат.  В процессе расчета оболочки по моментной теории, было 
обнаружено, что в результате ползучести оболочки тангенциальные напряжения выросли 
более чем на 12 процентов. Вывод. Предложенная методика позволяет моделировать 
изменение механических свойств оболочки (например, косвенная неоднородность) 
вызванной воздействием физических полей. 

Ключевые слова: замкнутая цилиндрическая оболочка, гидростатическое давление, 
метод сеток, разрешающее уравнение, метод Рунге-Кутты
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Abstract. Objective.  When constructing the resolving relations of the theory of shells, the 
validity of the basic assumptions about the material of the structure under consideration is assumed, 
which is considered homogeneous, isotropic and viscoelastic, i.e. obeying the Maxwell-Gurevich 
law. The subject to study is a polymer cylindrical shell, rigidly clamped at the base and subject to 
internal hydrostatic pressure. Method. The problem is reduced to an inhomogeneous differential 
equation of the fourth degree with respect to the displacement of the middle surface w along the 
z axis. Since the closed form representation of the solution to this equation is extremely difficult, 
the search for it is presented numerically, in particular, using the grid method. The creep strain 
components  were determined as a linear approximation of the velocity by the Runge-
Kutta method. Result. In the process of calculating the shell using moment theory, it was found 
that as a result of shell creep, tangential stresses increased by more than 12 percent. Conclusion. 
The proposed technique makes it possible to simulate changes in the mechanical properties of the 
shell (for example, indirect heterogeneity) caused by the influence of physical fields. 

Key words: closed cylindrical shell, hydrostatic pressure, grid method, resolving equation, 
Runge-Kutta method
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Введение. Оболочечные конструкции в виде полых тонкостенных цилиндров из стали, 
полимеров, керамики используются в различных отраслях народного хозяйства. При этом 
отметим, что они могут подвергаться длительным механическим нагрузкам, которые как 
следствие вызывают деформации ползучести или если это полимеры – высокоэластические 
деформации. Поэтому расчеты оболочек с учетом вышеуказанных явлений необходимо 
вести с учетом возможности развития деформации ползучести. Если речь идет о конструкций 
или их элементов из композита, то температурные воздействия приводят к косвенной 
неоднородности и вызывает высокоэластические деформации. 

Очевидно, что использование конструкционных полимеров это будущее, но есть 
основной недостаток – это ограничение по температуре и реология связующего. Поэтому 
попытки расчетов таких полимерных конструкций с учетом ползучести интересны и с точки 
зрения прогнозирования остаточного ресурса рассматриваемой конструкции. 

Постановка задачи. На (рис.1) приведена расчетная схема рассматриваемой задачи. 
Граничные условия можно описать следующим образом: верхний торец свободен от 
нагрузок (момент и поперечная сила равны нулю), а нижний торец защемлен (перемещения 
срединной поверхности и угол поворота равны нулю).

Рис.1. Расчетная схема замкнутой цилиндрической оболочки
Fig.1. Design diagram of a closed cylindrical shell

Задача осесимметричная и соответственно не зависят от полярного угла  и как 
следствие, все производные по данному параметру в статических, геометрических и 
физических уравнениях равны нулю. Сдвигающие усилия  и крутя щий момент  в оболочке 
также обращаются в нуль. Гидростатическое давление на стенку резервуара меняется по 
линейному закону:

здесь – удельный вес жидкости,  высота резервуара.
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Методы исследования. Для вывода разрешающего уравнения приведем основные 
соотношения:

1. Статические уравнения [2]

1
𝑅𝑅 ∙

{ 
 
  

𝑅𝑅 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 0 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜃𝜃 0 0 0
0 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜃𝜃 𝑅𝑅 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 0 1

𝑅𝑅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

0 −1 0 𝑅𝑅 𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝑥𝑥2

1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜃𝜃2 2 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃}
  
  

{
 
 

 
 𝑁𝑁𝑥𝑥𝑁𝑁𝜃𝜃
𝑆𝑆
𝑀𝑀𝑥𝑥
𝑀𝑀𝜃𝜃
𝐻𝐻 }
 
 

 
 

+ {
𝑋𝑋𝜈𝜈
𝑌𝑌𝜈𝜈
𝑍𝑍𝜈𝜈
} = 0

(
(1)

Здесь 𝑁𝑁𝑥𝑥,𝑁𝑁𝜃𝜃 и 𝑆𝑆 – продольные и сдвигающая силы соответственно; 𝑀𝑀𝑥𝑥,𝑀𝑀𝜃𝜃 и 𝐻𝐻 −
изгибающие и крутящий моменты соответственно. 𝑋𝑋𝜈𝜈, 𝑌𝑌𝜈𝜈, 𝑍𝑍𝜈𝜈 ‒ компоненты поверхностной
нагрузки.

Геометрические соотношения Коши (связь деформаций и перемещений) можно 
представить, как [2]:

{
  
 

  
 𝜀𝜀𝑥𝑥 =

𝜕𝜕𝑢𝑢0
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑧𝑧

𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜀𝜀𝑦𝑦 = (
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑣𝑣0
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑤𝑤𝑅𝑅) +

𝑧𝑧
𝑅𝑅2 (

𝜕𝜕𝑣𝑣0
𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2)

𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃 = (1𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑢𝑢0
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕𝑣𝑣0𝜕𝜕𝜕𝜕 ) +

𝑧𝑧
𝑅𝑅 (

𝜕𝜕𝑣𝑣0
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 2

𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕)

                                         (2)

Перемещения с индексом «0» - деформации точек срединной поверхности, а де-
формации 𝑤𝑤 связаны с изгибом и кручением срединной поверхности в соответствующих 
направлениях.

Что касается физических соотношений, то с учетом вынужденных деформаций они 
имеют вид [3-5]:

{
 𝜀𝜀𝑥𝑥
𝜀𝜀𝜃𝜃
𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃

} = 1
𝐸𝐸 [

1 −𝜈𝜈 0
−𝜈𝜈 1 0
0 0 2(1 + 𝜈𝜈)

] {
𝜎𝜎𝑥𝑥
𝜎𝜎𝜃𝜃
𝜏𝜏𝑥𝑥𝜃𝜃

} + {
𝜀𝜀𝑥𝑥∗
𝜀𝜀𝜃𝜃∗
𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃∗

}                                 (3)

здесь  𝜀𝜀𝑥𝑥∗, 𝜀𝜀𝜃𝜃∗ , 𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃∗ − деформации ползучести;

Напряжения через деформации запишем так:

{
𝜎𝜎𝑥𝑥
𝜎𝜎𝜃𝜃
𝜏𝜏𝑥𝑥𝜃𝜃

} = 𝐸𝐸
1 − 𝜈𝜈2 ([

1 𝜈𝜈 0
𝜈𝜈 1 0
0 0

(1 − 𝜈𝜈)
2

]{
𝜀𝜀𝑥𝑥0
𝜀𝜀𝜃𝜃0
𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃0

} + 𝑧𝑧 [
1 𝜈𝜈 0
𝜈𝜈 1 0
0 0 2

] {
𝜒𝜒𝑥𝑥
𝜒𝜒𝜃𝜃
𝜒𝜒𝑥𝑥𝜃𝜃

} − [
1 𝜈𝜈 0
𝜈𝜈 1 0
0 0 1

] {
𝜀𝜀𝑥𝑥∗
𝜀𝜀𝜃𝜃∗
𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃∗

})   (4)

Здесь изменения кривизн: 

{
𝜒𝜒𝑥𝑥
𝜒𝜒𝜃𝜃
𝜒𝜒𝑥𝑥𝜃𝜃

} = 1
𝑅𝑅2

[
 
 
 
 
 
 −𝑅𝑅2 𝜕𝜕

2

𝜕𝜕𝜕𝜕2 0

− 𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑅𝑅
2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕]
 
 
 
 
 
 

{𝑤𝑤 𝑣𝑣0};

Продольные и перерезывающие усилия представляют собой:
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{
𝑁𝑁𝑥𝑥
𝑁𝑁𝜃𝜃
𝑆𝑆
} =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
∫𝜎𝜎𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ
2

−ℎ2

∫𝜎𝜎𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ
2

−ℎ2

∫ 𝜏𝜏𝑥𝑥𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ
2

−ℎ2 }
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

= 𝐸𝐸
1 − 𝜈𝜈2  [

1 𝜈𝜈 0
𝜈𝜈 1 0
0 0

(1 − 𝜈𝜈)
2

] {
𝜀𝜀𝑥𝑥0
𝜀𝜀𝜃𝜃0
𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃0

} − {
𝑁𝑁𝑥𝑥∗
𝑁𝑁𝜃𝜃∗
𝑆𝑆∗
} ;                   (5)

где 

{
𝑁𝑁𝑥𝑥∗
𝑁𝑁𝜃𝜃∗
𝑆𝑆∗
} = 𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈2  

{
 

 
∫  [

1 𝜈𝜈 0
𝜈𝜈 1 0
0 0

(1 − 𝜈𝜈)
2

]{
𝜀𝜀𝑥𝑥∗
𝜀𝜀𝜃𝜃∗
𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃∗

} 𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ
2

−ℎ2 }
 

 
;

Что касается крутящего и изгибающего момента, то здесь они представлены как: 

{
𝑀𝑀𝑥𝑥
𝑀𝑀𝜃𝜃
𝐻𝐻
} =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
∫𝜎𝜎𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ
2

−ℎ2

∫𝜎𝜎𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ
2

−ℎ2

∫ 𝜏𝜏𝑥𝑥𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ
2

−ℎ2 }
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

= 𝐷𝐷 [
1 𝜈𝜈 0
𝜈𝜈 1 0
0 0 (1 − 𝜈𝜈)

] {
𝜒𝜒𝑥𝑥
𝜒𝜒𝜃𝜃
𝜒𝜒𝑥𝑥𝜃𝜃

} − {
𝑀𝑀𝑥𝑥
∗

𝑀𝑀𝜃𝜃
∗

𝐻𝐻∗
}                        (6)

  Здесь  𝐷𝐷 = 𝐸𝐸ℎ3
12(1 − 𝜈𝜈2) − цилиндрическая жесткость.

{
𝑀𝑀𝑥𝑥
∗

𝑀𝑀𝜃𝜃
∗

𝐻𝐻∗
} = 𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈2  

{
 

 
∫  [

1 𝜈𝜈 0
𝜈𝜈 1 0
0 0

(1 − 𝜈𝜈)
2

]{
𝜀𝜀𝑥𝑥∗
𝜀𝜀𝜃𝜃∗
𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃∗

} 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ
2

−ℎ2 }
 

 
;

Обсуждение результатов. Рассматривая осесимметричную постановку задачи, все 
уравнения становятся более простыми (сдвигающее усилие и крутящий момент обраща-
ются в нуль), в частности, из статических уравнений останутся:

{
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 0;

𝜕𝜕2𝑀𝑀𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝑁𝑁𝜃𝜃𝑅𝑅 + 𝑞𝑞 = 0

                                                                           (7)

Продольные силы и изгибающий момент будут иметь вид:
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{
𝑁𝑁𝑥𝑥
𝑁𝑁𝜃𝜃
𝑀𝑀𝑥𝑥

} = 𝐸𝐸ℎ
1 − 𝜈𝜈2  

[
 
 
 
 
 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜈𝜈
𝑅𝑅

𝜈𝜈 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

1
𝑅𝑅

0 ℎ2

12
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2]
 
 
 
 
 

{𝑢𝑢0 𝑤𝑤} − {
𝑁𝑁𝑥𝑥

∗

𝑁𝑁𝜃𝜃
∗

𝑀𝑀𝑥𝑥
∗
} ;                                    (8)

Первое слагаемое из выражения (8) выразим как:
𝑑𝑑𝑢𝑢0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝜈𝜈𝑤𝑤

𝑅𝑅 +
(1 − 𝜈𝜈2)

𝐸𝐸ℎ 𝑁𝑁𝑥𝑥
∗                                                                (9)

Используя из (8) второе соотношение, получим:

𝑁𝑁𝜃𝜃 = 𝐸𝐸ℎ𝑤𝑤
𝑅𝑅 + 𝜈𝜈𝑁𝑁𝑥𝑥

∗ − 𝑁𝑁𝜃𝜃
∗                                                                        (10)

И окончательно, поставляя третье уравнение (8) и (10) во второе уравнение (7) по-
лучим основное дифференциальное уравнение IV порядка:

𝑑𝑑4𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑑𝑑4 + 𝐸𝐸ℎ𝑤𝑤

𝐷𝐷𝑅𝑅2 = 1
𝐷𝐷 [𝑞𝑞 − 𝑑𝑑2𝑀𝑀𝑥𝑥

∗

𝑑𝑑𝑑𝑑2 + 1
𝑅𝑅 (𝑁𝑁𝜃𝜃

∗ − 𝜈𝜈𝑁𝑁𝑥𝑥
∗)] ;

Для определения неизвестных констант после интегрирования, добавим граничные 
условия на торцах оболочки:

{
𝑑𝑑 = 0; 𝑑𝑑𝑤𝑤

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0;  𝑤𝑤 = 0;

𝑑𝑑 = ℎ;  𝑀𝑀𝑥𝑥 = −𝐷𝐷 𝑑𝑑2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑀𝑀𝑥𝑥

∗ = 0, 𝑄𝑄𝑥𝑥 = 𝑑𝑑𝑀𝑀𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷 𝑑𝑑3𝑤𝑤

𝑑𝑑𝑑𝑑3 − 𝑑𝑑𝑀𝑀𝑥𝑥
∗

𝑑𝑑𝑑𝑑  .
Решение будем искать численно, методом сеток [6-10]. Подобную задачу рассмат-

ривали проф. Чепурненко А.С. и соискатель А.А. Савченко для ПЭВП методом конечных 
элементов.  Для сравнения нами выполнен расчет с такими же исходными данными [3]. 
Деформации ползучести 𝜀𝜀𝑥𝑥

∗, 𝜀𝜀𝜃𝜃
∗, 𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃

∗ определялись по методике, приведенной в работе [4,7-
12]. Исходные данные сведены в табл.1.

Таблица 1. Исходные параметры
                                                Table 1. Initial parameters
№Упругие константы/ Elastic constants Реологические параметры/Rheological parameters
1 𝐸𝐸 =  148 кН

см2
𝜈𝜈 =  0.3 𝐸𝐸∞  =  599 кН

см2 𝑚𝑚∗  =  1.3 кН
см2

𝜂𝜂0
∗ =  0,91 ∙

 105 кН
см2 ∙ мин

2 ℎ =  3 см, 𝑙𝑙 =  300 см, 𝑅𝑅 =  200 см, 𝛾𝛾 =  10 кН м3⁄ .
На рис. 2 представлены график изменения во времени максимальной величины 

прогиба 𝑤𝑤. С течением 10 часов, в процессе ползучести, произошло увеличение макси-
мального прогиба на 24%. 

             Рис. 2. Изменение максимального прогиба во времени
Fig. 2. Change in maximum deflection over time
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(1 − 𝜈𝜈2)

𝐸𝐸ℎ 𝑁𝑁𝑥𝑥
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Используя из (8) второе соотношение, получим:

𝑁𝑁𝜃𝜃 = 𝐸𝐸ℎ𝑤𝑤
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∗ − 𝑁𝑁𝜃𝜃
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И окончательно, поставляя третье уравнение (8) и (10) во второе уравнение (7) по-
лучим основное дифференциальное уравнение IV порядка:

𝑑𝑑4𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑑𝑑4 + 𝐸𝐸ℎ𝑤𝑤

𝐷𝐷𝑅𝑅2 = 1
𝐷𝐷 [𝑞𝑞 − 𝑑𝑑2𝑀𝑀𝑥𝑥
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Для определения неизвестных констант после интегрирования, добавим граничные 
условия на торцах оболочки:

{
𝑑𝑑 = 0; 𝑑𝑑𝑤𝑤

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0;  𝑤𝑤 = 0;
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𝑑𝑑𝑑𝑑3 − 𝑑𝑑𝑀𝑀𝑥𝑥
∗

𝑑𝑑𝑑𝑑  .
Решение будем искать численно, методом сеток [6-10]. Подобную задачу рассмат-

ривали проф. Чепурненко А.С. и соискатель А.А. Савченко для ПЭВП методом конечных 
элементов.  Для сравнения нами выполнен расчет с такими же исходными данными [3]. 
Деформации ползучести 𝜀𝜀𝑥𝑥

∗, 𝜀𝜀𝜃𝜃
∗, 𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃

∗ определялись по методике, приведенной в работе [4,7-
12]. Исходные данные сведены в табл.1.

Таблица 1. Исходные параметры
                                                Table 1. Initial parameters
№Упругие константы/ Elastic constants Реологические параметры/Rheological parameters
1 𝐸𝐸 =  148 кН

см2
𝜈𝜈 =  0.3 𝐸𝐸∞  =  599 кН

см2 𝑚𝑚∗  =  1.3 кН
см2

𝜂𝜂0
∗ =  0,91 ∙

 105 кН
см2 ∙ мин

2 ℎ =  3 см, 𝑙𝑙 =  300 см, 𝑅𝑅 =  200 см, 𝛾𝛾 =  10 кН м3⁄ .
На рис. 2 представлены график изменения во времени максимальной величины 

прогиба 𝑤𝑤. С течением 10 часов, в процессе ползучести, произошло увеличение макси-
мального прогиба на 24%. 

             Рис. 2. Изменение максимального прогиба во времени
Fig. 2. Change in maximum deflection over time
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Fig. 2. Change in maximum deflection over time
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         Рис. 3. График роста напряжений во времени

Fig. 3. Graph of stress growth σ_x over time
На рис. 3-4 приведено соответственно изменение напряжений  и  в основании 

при .  Анализ результатов показал, что напряжения  остаются практически 
постоянными, а напряжения выросли чуть более чем на 12%.

        Рис. 4. Эволюционный рост напряжений  во времени
 Fig. 4. Evolutionary growth of stresses σ_θ over time

Вывод. Разработанная методика позволяет моделировать работу цилиндрической 
оболочки под действием гидростатического давления из любого материала в условиях 
ползучести. Результаты могут быть использованы при расчете напряженно-деформированного 
состояния указанных конструкций для любых граничных условий и внешних воздействий.  
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