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Резюме. Цель. Целью исследования является формулировка математической модели 

процесса вакуумной СВЧ – сушки для определения температурных полей во вспененных 
суспензиях. При очевидных преимуществах СВЧ – сушки в вакууме не исключается воз-
можность перегрева высушенного материала, что отражается на его качестве. Поэтому огра-
ничение на температуру материала при сушке должно учитываться при моделировании. Ме-
тод. Исследование основано на методах иммитационного компьютерного моделирования. 
Результат. Предложена постановка задачи моделирования для определения температурных 
полей во вспененных суспензиях в широком диапазоне режимных параметров. Вывод. По-
вышение точности результатов моделирования за счет совершенствования математического 
описания составляет основу современных исследований в области технологии и оборудова-
ния вакуумной СВЧ – сушки. 
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Abstract. Objective. The aim of the study is to formulate a mathematical model of the 
process of vacuum microwave drying to determine the temperature fields in foamed suspensions. 
With the obvious advantages of microwave drying in a vacuum, the possibility of overheating of 
the dried material is not excluded, which affects its quality. Therefore, the limitation on the tem-
perature of the material during drying must be taken into account in the simulation. Method. The 
study is based on the methods of simulation computer modeling. Result. The formulation of the 
modeling problem for determining the temperature fields in foamed suspensions in a wide range 
of regime parameters is proposed. Conclusion. Increasing the accuracy of simulation results by 
improving the mathematical description is the basis of modern research in the field of technology 
and equipment for vacuum microwave drying.
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Введение. В работе рассматривается процесс вакуумной сушки, сущность которого 
состоит в обезвоживании материалов с развитой пористой структурой (в виде пены) в по-
ле токов сверхвысокой частоты (СВЧ). Этот весьма перспективный способ сушки и уста-
новка для осуществления получили развитие в работах [1 – 16]. В материале с развитой 
структурой механизм внутреннего массообмена заключается в том, что здесь поверхно-
стью парообразования является не только и не столько наружная поверхность тела, сколь-
ко вся его развитая структура. В высокопористом материале внутренняя поверхность па-
рообразования может превосходить по площади внешнюю поверхность в десятки и сотни 
раз. Поэтому даже при влажном состоянии такого материала изменение локального влаго-
содержания внутри него происходит в значительной мере за счет фазовых превращений. 
Таким образом, описание массообмена для обычных материалов и, в частности, описание 
процесса внутреннего парообразования требуют существенного уточнения при рассмот-
рении материалов с развитой пористой структурой. 

Постановка задачи. Сформулировать математическую модель процесса вакуум-
ной СВЧ – сушки для определения температурных полей во вспененных суспензиях. 

Методы исследования. Для решения данной задачи считали, что продукт имеет 
пенную структуру, а процесс вакуумной сушки происходит в условиях вакуума при дав-
лении 700 Па (рис. 1).  
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Рис.1. Физическая модель процесса вакуумной СВЧ – сушки 

Fig. 1. Physical model of the vacuum microwave drying process 
Предполагалось, что в первоначальный момент весь слой пены имеет замкнутые 

пузырьки, а после создания вакуума и подвода к ним энергии от СВЧ – генератора проис-
ходила вакуумная сушка влаги с поверхности пузырьков. В простейшем варианте процесс 
описывается уравнением теплообмена, в котором поглощением тепла пенным продуктом 
линейно зависит от разности температур (T-T0): 
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где T – температура, при которой происходит процесс сушки; °С,    T0 –температура 
в рабочем объеме сушилки, при которой осуществляется процесс вакуумной сушки пен-
ного продукта, °С; x – координата по толщине продукта, x ϵ [0; l], м;  l – толщина слоя 
продукта, м; α – коэффициент температуропроводности, м2/с;  β – коэффициент теплопо-
глощения при вакуумной сушке, кДж/кг с граничными условиями  
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где Tw – температура поверхности продукта на границе с вакуумом, 
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где q0 – удельное количество теплоты, которое трансформируется в объеме пено-
образного продукта из энергии сверхвысокочастотного электромагнитного поля и переда-
ется от поверхности, на котором он расположен к поверхности испарения. 
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Рис.1. Физическая модель процесса вакуумной СВЧ – сушки
Fig. 1. Physical model of the vacuum microwave drying process
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где εˊˊ=εˊtgδ – коэффициент диэлектрических потерь;  ε – диэлектрическая прони-
цаемость;   – угол диэлектрических потерь;  ν – частота электромагнитных колебаний, 
Гц;  E – напряженность электрического поля, В/м; и начальными условиями: 

10T T


 ,                                                         (4) 
где T1 – постоянная температура по всему объёму продукта в начале процесса суш-

ки. 
Обсуждение результатов. С высокой степенью достоверности можно считать, что 

напряженность СВЧ поля E постоянна по объему высушиваемого продукта, т.е. электро-
магнитные волны не затухают при прохождении от верхней поверхности слоя к нижней. 

Вместе с тем, при моделировании СВЧ – нагрева учитывалась селективность по-
глощения электромагнитной энергии различными составляющими влагосодержащего ма-
териала – жидкой и твердой фазой влаги и паром. Так, коэффициент диэлектрических по-
терь воды весьма велик и значительно превышает соответствующие значения для сухой 
составляющей большинства материалов, а коэффициент диэлектрических потерь пара 
практически равен нулю. Поскольку в процессе сушки концентрация жидкой фазы влаги 
изменяется, то значение общего коэффициента диэлектрических потерь материала εˊˊ мо-
жет на целые порядки различаться по высоте слоя. Поэтому значение εˊˊ должно опреде-
ляться с учетом соответствующих условий (температуры и состава материала) в каждой 
конкретной точке объекта сушки. Тогда при моделировании учитывается не только объ-
емный, но и направленный характер СВЧ нагрева. 

Экспериментальное определение сложной зависимости коэффициента εˊˊ от соста-
ва, структуры, температуры материала и прочих факторов довольно трудоемко и не может 
гарантировать получения достаточно точных результатов. В связи с этим предложен спо-
соб упрощенной аналитической оценки зависимости εˊˊ от состава и структуры материала. 

В соответствии с этим общий коэффициент εˊˊ представлен в виде суммы коэффи-
циентов диэлектрических потерь сухого вещества, воды и пара, умноженных на некото-
рые весовые коэффициенты: 

с с в в п п            , 
где εсˊˊ, εвˊˊ, εпˊˊ – коэффициенты диэлектрических потерь соответственно для сухо-

го вещества, воды и пара; с, в, п – весовые коэффициенты. Все весовые коэффициенты 
неотрицательны, их сумма равна единице. 

Так как удельная мощность СВЧ нагрева q0 рассчитывалась по объему материала, 
то каждый из весовых коэффициентов определялся как отношение объема соответствую-
щего компонента к общему объему материала. Это позволило учесть развитую структуру 
продукта, которая отражается на его способности поглощать энергию поля СВЧ. 

Рассмотрен некоторый элементарный объем V внутри материала, в котором через 
Vс, Vв, и Vп соответственно объем сухого вещества, жидкости и заполненных паром пу-
зырьков в объеме V, тогда: 
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где mс, mв, – масса сухого вещества и жидкости в объеме V, кг; с, в – плотность 
сухого вещества, и жидкости (воды), кг/м3.  

С учетом того, что пар практически не поглощает электромагнитную энергию 

)0( п  , окончательно получено: с 3 в
с в

( )u u   
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     . 

Данная формула позволяет учесть зависимость коэффициента диэлектрических потерь 
материала от объемной концентрации сухого вещества и локального массосодержания жид-
кости.  Полученная начально-краевая задача (1) – (4) была упрощена путём разложения 
неизвестной температуры ),( xT  в ряд Фурье по собственным функциям.  
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соб упрощенной аналитической оценки зависимости εˊˊ от состава и структуры материала. 

В соответствии с этим общий коэффициент εˊˊ представлен в виде суммы коэффи-
циентов диэлектрических потерь сухого вещества, воды и пара, умноженных на некото-
рые весовые коэффициенты: 

с с в в п п            , 
где εсˊˊ, εвˊˊ, εпˊˊ – коэффициенты диэлектрических потерь соответственно для сухо-

го вещества, воды и пара; с, в, п – весовые коэффициенты. Все весовые коэффициенты 
неотрицательны, их сумма равна единице. 

Так как удельная мощность СВЧ нагрева q0 рассчитывалась по объему материала, 
то каждый из весовых коэффициентов определялся как отношение объема соответствую-
щего компонента к общему объему материала. Это позволило учесть развитую структуру 
продукта, которая отражается на его способности поглощать энергию поля СВЧ. 

Рассмотрен некоторый элементарный объем V внутри материала, в котором через 
Vс, Vв, и Vп соответственно объем сухого вещества, жидкости и заполненных паром пу-
зырьков в объеме V, тогда: 

с с в в с 2
с в 3

с с в в в

; ( );V m V m m u u u
V V V V V

  
    

         п
п

V П
V

   , 

где mс, mв, – масса сухого вещества и жидкости в объеме V, кг; с, в – плотность 
сухого вещества, и жидкости (воды), кг/м3.  

С учетом того, что пар практически не поглощает электромагнитную энергию 

)0( п  , окончательно получено: с 3 в
с в

( )u u   
 

     . 

Данная формула позволяет учесть зависимость коэффициента диэлектрических потерь 
материала от объемной концентрации сухого вещества и локального массосодержания жид-
кости.  Полученная начально-краевая задача (1) – (4) была упрощена путём разложения 
неизвестной температуры ),( xT  в ряд Фурье по собственным функциям.  

где T1 – постоянная температура по всему объёму продукта в начале процесса сушки.
Обсуждение результатов. С высокой степенью достоверности можно считать, что 

напряженность СВЧ поля E постоянна по объему высушиваемого продукта, т.е. электро-
магнитные волны не затухают при прохождении от верхней поверхности слоя к нижней.

Вместе с тем, при моделировании СВЧ – нагрева учитывалась селективность погло-
щения электромагнитной энергии различными составляющими влагосодержащего материа-
ла – жидкой и твердой фазой влаги и паром. Так, коэффициент диэлектрических потерь воды 
весьма велик и значительно превышает соответствующие значения для сухой составляющей 
большинства материалов, а коэффициент диэлектрических потерь пара практически равен 
нулю. Поскольку в процессе сушки концентрация жидкой фазы влаги изменяется, то значе-
ние общего коэффициента диэлектрических потерь материала εˊˊ может на целые порядки 
различаться по высоте слоя. Поэтому значение εˊˊ должно определяться с учетом соответ-
ствующих условий (температуры и состава материала) в каждой конкретной точке объекта 
сушки. Тогда при моделировании учитывается не только объемный, но и направленный ха-
рактер СВЧ нагрева.

Экспериментальное определение сложной зависимости коэффициента εˊˊ от со-
става, структуры, температуры материала и прочих факторов довольно трудоемко и не 
может гарантировать получения достаточно точных результатов. В связи с этим предло-
жен способ упрощенной аналитической оценки зависимости εˊˊ от состава и структуры 
материала.

В соответствии с этим общий коэффициент εˊˊ представлен в виде суммы коэффи-
циентов диэлектрических потерь сухого вещества, воды и пара, умноженных на некоторые 
весовые коэффициенты:
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Для нахождения собственных функций задача (1) – (4) сводилась к однородным 
граничным условиям. Это достигалось следующей заменой: 

                         T a b x     ,                                                    (5) 
где  x,t  – новая неизвестная функция,  a, b – неизвестные константы, которые 

необходимо подобрать так, чтобы граничные условия для  были однородными.  
Пусть x l =0, тогда из граничного условия (2) и формулы (5) получено: 

                                                                wx lT a b l T

    .                                               (6) 

После дифференцирования уравнения (6) приведено к виду: 

                                                          0
0 0x x

T b q
x x



 

 
   

 
. 

Из условия 
0xx








=0, следует, что b= 0q . Подставляя полученное значение b в 

уравнение (6) определена константа а:  0wa T q l   . 
Найденные выражения для a  и b  подставляли в уравнение (5): 

                            0 0( )wT T q l q x       .                                             (7) 
Дифференцируя (7) по t  и дважды по x , получены уравнения: 

T 
 
 


 

,                                                            (8) 

                                       0
T q
x x

 
  

 
,                                                       (9) 

                                     
2 2

2 2

T
x x

 


 
.                                                         (10) 

После подстановки (7) – (10) в уравнение (1) получено: 

                              
2

0 0 02 ( )w
Т T q l q x T

x
  


 

         
 

.                              (11) 

Граничные условия для υ получены из (7): 

                                       0 0w wx l x l
T T q l q l T

 
       ,            0

x l



 ,                     (12) 

а из условия (9) следует: 

                       
0x

T
x 




= 0q +
0xx








= 0q , или 
0

0
xx









.                            (13) 

Граничные условия (12) и (13) для υ имеют однородный вид, который необходим 
для применения теории собственных функций и последующих спектральных разложений. 

После подстановки (7) в (4) определены начальные условия для υ: 
                                                  

0
T


= 0 0 10w t

T q l q x T


      , 
                                   0t   = 1 0 0wT T q l q x     .                                           (14) 

Функция   представлена в виде двух слагаемых 
                                   1 2F F                                                               (15)    

Если считать, что F1 удовлетворяет однородному дифференциальному уравнению 

                             
2

1 1
12

F F F
x

 


 
   

 
,                                                  (16) 

то, после подстановки υ из (15) в (11), с учетом (16) для F2 получено следующее уравне-
ние 

                 
2

2 2
0 22 ( ) ( )w

F F T T q x l F
x

 


 
        

 
.                                 (17) 

Для F1 были приняты однородные граничные условия 
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1 0x lF   ,         1
0 0x

F
x 





,                                              (18) 

тогда из (12) и (13) для F2 получены также однородные граничные условия 

2 0x lF   ,        2
0 0x

F
x 





.                                              (19) 

Если начальные условия для F1 принимались в виде 
                 1 0 1 0 1wF T T q x      ,                                                (20) 

то после подстановки (15) и (20) в (14),  получены начальные условия для F2: 
                                2 0

0F


                                                                (21) 
Таким образом, задача (1) – (4) о нахождении температуры Т в пенообразном про-

дукте в процессе вакуумной  сушки сведена к двум более простым задачам о нахождении 
F1 из системы {(16), (18), (20)}: 

               2
1 1

12

F F F
x

 


 
   

 
,                                                    (22) 

                                     1 0x lF   ,       1
0 0x

F
x 


 


,                                                (23) 

                                    1 1 00
( )wF T T q l x


    ,                                                (24) 

и нахождении F2 из системы {(17), (19), (21)}: 
         

2
2 2

0 22 ( ) ( )w
F F T T q x l F

x
  


 

         
 

,                              (25) 

                                  2 0x lF   ,      2
0 0x

F
x 


 


,                                               (26) 

                                          2 0
0F


 .                                                           (27) 

Вывод. Сформулирована задача моделирования, для решения которой необходимо 
располагать теплофизическими и электрофизическими свойствами объекта моделирова-
ния; диапазоном изменения входных, выходных и промежуточных переменных; ограни-
чениями, накладываемыми на условия проведения процесса вакуумной сушки в поле то-
ков сверхвысокой частоты (СВЧ). Для математического описания необходимы экспери-
ментальные данные, дополняющие полноту информации для решения поставленной зада-
чи [17, 18]. Высушиваемые материалы с развитой поверхности парообразования при ком-
бинированном методе энергоподвода, высокая интенсивность тепломассообмена и раз-
личные аспекты технического характера обуславливают особую сложность соответству-
ющего процесса сушки в плане их моделирования, что требует специфического подхода в 
решении предлагаемой модели.  
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