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Резюме. Цель. Целью исследования является обоснование проектных критериев оп-
тимальности, учитывающей многокритериальное назначение и функционирование объекта. 
Метод. Исследование проведено на основе методов многокритериальной оптимизации, мето-
да анализа иерархий, метода сверток, эвристических методов. Результат. В работе описаны 
общие задачи многокритериальной оптимизации механических систем. Указано на важность 
проблемы обоснования проектных критериев оптимальности, учитывающей многокритери-
альное назначение и функционирование объекта и введения количественно измеряемых це-
лей из множества альтернативных вариантов. Отмечается, что выбор и формирование обоб-
щенного критерия оптимальности является наиболее ответственным при решении оптимиза-
ционных задач. Указано на необходимость обеспечения корректности применения того или 
иного метода свертки. Анализированы различные подходы при формировании обобщенного 
критерия оптимальности. Приведены их особенности, преимущества и недостатки. Указано 
на возможность коррекции параметрических ограничений в задачах улучшения оптимальных 
решений. Вывод. При решении многокритериальных задач необходимо с большим внимани-
ем относиться как к постановке задачи, так и к выбору системы критериев и реализуемому 
методу решения проблемы.
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Abstract. Objective. The purpose of the study is to substantiate the design criteria for op-
timality, taking into account the multi-criteria purpose and functioning of the object. Method. The 
study was carried out on the basis of multicriteria optimization methods, the hierarchy analysis meth-
od, the convolution method, and heuristic methods. Result. The paper describes general problems of 
multicriteria optimization of mechanical systems. The importance of the problem of substantiating 
the design criteria for optimality, taking into account the multi-criteria purpose and functioning of 
the object, and introducing quantitatively measurable goals from a variety of alternative options is 
indicated. It is noted that the choice and formation of a generalized optimality criterion is the most 
responsible in solving optimization problems. The need to ensure the correctness of the application 
of one or another convolution method is indicated. Various approaches to the formation of a gener-
alized optimality criterion are analyzed. Their features, advantages and disadvantages are given. The 
possibility of correcting parametric constraints in problems of improving optimal solutions is pointed 
out. Conclusion. When solving multi-criteria problems, it is necessary to pay great attention to both 
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the formulation of the problem and the choice of a system of criteria and the implemented method 
for solving the problem.
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Введение. В общем виде многокритериальная оптимизация системы направлена на 
поиск ее оптимальных параметров с целью формирования оптимального управления этой 
системы, которая реализует оптимальные режимы функционирования с учетом воздействия 
внешних и внутренних факторов, характеристик системы и требуемых показателей каче-
ства.

Основной проблемой при проектировании сложных систем является то, что невоз-
можно выбрать один единственный критерий оптимальности. Часто локальные критерии 
оптимальности противоречат друг другу, поэтому многокритериальный подход является, 
несомненно, необходимым. 

Постановка задачи. Проблема многокритериальности не существовала бы, если бы 
все локальные критерии могли быть сведены к единому (общему) критерию оптимально-
сти или, как отмечалось выше, если бы локальные критерии были бы не противоречивы, 
то есть если бы изменение управляемых конструктивных параметров объекта приводило к 
одновременному экстремуму всех локальных критериев. Часто в задачах оптимизации всег-
да присутствуют противоречивые критерии, при которых максимизация одного локального 
критерия приводит к минимизации другого и наоборот.

Методы исследования. Современные технические устройства являются достаточно 
сложными, так как представляет собой большой комплекс различных механизмов, имею-
щих свои входные и выходные параметры, и функционируют совместно для достижения 
своего функционального назначения. Существуют различные подходы при решении задач 
многокритериальности оптимизации механических систем. Для выбора того или иного ва-
рианта проектируемого устройства необходимо определить общий критерий оптимально-
сти технического решения, удовлетворяющего как заказчика так и проектировщика. 

В качестве основных критериев (компонент) можно выделить:
1. Максимальное качество;
2. Минимальная себестоимость разработки и изготовления;
3. Минимальные расходы на эксплуатацию;
4. Максимальная безопасность функционирования.

Каждая компонента также является многокритериальной. Так, например, много-
критериальность первой компоненты обусловлена тем, что к проектируемому устройству 
предъявляются комплекс таких технических требований, как надежность, точность, быст-
родействие, габаритные параметры и т.д. 

Реализация такого комплекса требований на основе выбора вектора параметров 
устройства связана с рядом проблем, который возникает при одновременном учете всех 
компонент. Важнейшей проблемой, обеспечивающей оптимальное качество технической 
продукции, является проблема обоснования проектных критериев оптимальности, учиты-
вающей многокритериальное назначение и функционирование объекта. Практическая зна-
чимость данной задачи заключается в том, что ее правильное решение может оказать опре-
деляющее влияние на конструкцию.

При выборе критериев оптимальности наиболее желательными являются введение 
количественно измеряемых целей из множества альтернативных вариантов.  Если известен 
набор количественно измеряемых целей, то возникает задача определения для каждой цели 
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вещественной функции. Сложность процесса заключается в том, что даже при наличии это-
го набора вещественных функций решение задачи оптимизации по большой совокупности 
количественно измеряемых целей в количественной форме является трудноразрешимым и в 
некоторых случаях практически невозможным.

Сложность выбора критерия оптимальности заключается в том, что неправильный 
выбор приведет к построению неоптимальных, иногда неработоспособных систем. 

Количественным показателем критерия оптимальности можно использовать некий 
функционал (функцию). При выборе такого функционала большое внимание необходимо 
уделить степени адекватности критерия сформулированной цели и насколько экстремальное 
его значение соответствует выбору варианта с оптимальной конструкцией. Критерий опти-
мальности позволит оценивать результаты принимаемых проектных решений. Правильно 
выбранный критерий оптимальности может отражать или определять сущность влияния ос-
новных факторов, встречающихся в процессе проектирования, на результат принятия опти-
мального проектного решения.

На практике проблема принципа оптимальности нашла широкое применение в форме 
проблемы скаляризации векторного критерия, то есть в форме сведения векторного крите-
рия оптимальности к некоторому обобщенному скалярному критерию, являющемуся функ-
цией локальных критериев.

При проектировании несложных устройств все критерии, кроме одного, выбранного 
в качестве основного, принимаются в качестве ограничений, и оптимизация производится 
по одному выбранному главному критерию. Такой подход имеет свои недостатки, снижает 
эффективность принимаемых решений, но допустимо с точки зрения оперативности приня-
тия решений. В таком случае из четырех приведенных выше локальных критериев в каче-
стве основного принимается качество продукции, а остальные три принимаются в качестве 
ограничений. Такая постановка актуальна в случаях улучшения качества уже существую-
щих устройств. Задача векторной оптимизации представляется следующим образом

 
где D - множество допустимых решений. F(x) – векторная функция векторного ар-

гумента x, которую можно представить как { F(x) = (x)….. (x)}, где F(x) = (x)…..
(x)) – скалярные функции векторного аргумента x, каждая из которых является математи-

ческим выражением одного критерия оптимальности. 
Обсуждение результатов. В общем виде многокритериальная оптимизация от обыч-

ной отличается тем, что здесь имеется несколько целевых функций вместо одной функции, 
которые вместе образуют векторный критерий.

При решении задач векторной оптимизации необходимо с самого начала выделить 
область компромиссов или множества эффективных решений (множества Парето). Опти-
мальное проектное решение, выбираемое на основе многокритериального подхода незави-
симо от избираемого принципа оптимальности, всегда должно принадлежать области ком-
промиссов, иначе оно может быть улучшено и, следовательно, не является оптимальным. 
Существует много способов нахождения области Парето [1-3].

Решение x  оптимально по Парето, если не существует такого решения  при 
условиях f( )  Любой другой вектор, который не является оптимальным по Парето 
превалируется оптимальным вектором. 

Понятие оптимальных по Парето проектных решений представляет собой обобще-
ние понятия точки максимума числовой функции для нескольких функций. Область опти-
мальных по Парето проектных решений характеризуется тем свойством, что все принадле-
жащие ей решения не могут быть улучшены одновременно по всем локальным критериям. 
Выделение множества Парето значительно сужает область поиска оптимального решения и 
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во многом упрощает задачу выбора принципа оптимальности и нахождения оптимального 
проектного решения. Поэтому построение множества Парето оптимальных проектных ре-
шений должно стать одним из первых этапов большого числа процедур (особенно интерак-
тивных) и методов многокритериальной оптимизации.

В качестве примера рассмотрим нахождение  Парето оптимальных решений на ос-
новании метода двух критериев . Допустим значение критерия  желательно мак-
симизировать, а значение критерия Один из вариантов этого метода, 
широко применяемого для решения задач выбора лучшего из нескольких конкурирующих 
вариантов систем, в общих чертах состоит в следующем. 

1. Каждый вариант оценивается по двум локальным критериям .
2. Строится график оценок, соответствующих всем рассматриваемым вариантам си-

стемы, и из него выделяются те варианты, из которых и должен быть выбран оптимальный 
вариант (рис. 1).  Поскольку значение критерия  желательно максимизировать, а значение 
критерия , то, например, вариант 3  предпочтительнее варианта 2 (по-
следний имеет меньшее значение  и большее значение  . 

Таким образом, из шести представленных вариантов лишь три (1-й, 5-й, 3-й) могут 
претендовать на роль лучшего.

3. Окончательный выбор оптимального варианта из оставшихся трех вариантов про-
изводится лишь эвристически по результатам анализа построенного графика, либо путем 
разработки специальных количественных методов достижения компромисса на множестве 
Р ( ).

Рис.  1. Парето оптимальные решения по двум противоречивым критериям
Fig. 1. Pareto optimal solutions according to two conflicting criteria 

  По существу вопрос о выборе решающего правила, позволяющего отдать предпо-
чтение той или иной модели из множества Парето, составляет трудную задачу. В ситуаци-
ях нестрогой противоречивости локальных критериев оптимальности выделение области 
компромисса обязательно. В задачах, где встречается строгая противоречивость локальных 
критериев оптимальности, областью компромиссов будет все допустимое множество D ( )   
проектных решений.

В области компромиссов Р ( ) выбор и сравнение качества проектных решений воз-
можны только на основе представления принципа компромисса в виде некоторой схемы 
компромисса между локальными критериями оптимальности. Наиболее часто применяют 
две группы принципа компромисса: принцип справедливой и абсолютной уступки и прин-
цип равномерности. Они позволяют компенсировать увеличение влияния одной группы ло-
кальных критериев за счет уменьшения влияния другой группы локальных критериев на 
векторный критерий оптимальности.

На практике проблема выбора принципа оптимальности находит применение в фор-
ме сведения векторного критерия оптимальности к некоторому обобщенному скалярному 
критерию, являющемуся функцией локальных критериев.
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Если относительный уровень снижения качества по одной группе локальных крите-
риев не превосходит относительно повышения по остальным критериям, то оптимизация 
проектных решений согласно принципу справедливого компромисса можно проводить с 
критерием в виде скалярного произведения локальных критериев 

Opt  F( ) = max .
Недостатком данного подхода является тот факт, что в случаях, когда локальные кри-

терии имеют различные единицы измерения, обобщенный критерий оптимальности теряет 
физический смысл.

Для оптимизации векторного критерия также используются и другие принципы: ра-
венства, Чебышева, минимизации суммы приведенных отклонений и др. [5,6,7].

Принцип равенства предусматривает формирование векторного критерия оптималь-
ности из локальных критериев оптимальности, имеющих одинаковую величину

Opt F( ) = ( ) =  ( ) = …= ( ).
Этот критерий может не давать оптимальных решений, так как данное условие не 

обязательно выполняется на области возможных решений.
Принцип квазиравенства допускает формирование глобального критерия оптималь-

ности из неравных локальных критериев оптимальности, но разница между ними по вели-
чине не должна превосходить некоторую небольшую относительную величину δ. Проблема 
здесь состоит в определении этой величины δ, что, в конечном счете, зависит от специфики 
решаемой задачи.

Принцип Чебышева требует, чтобы оптимальная величина векторного критерия опти-
мальности определялась наибольшей величиной наименьшего локального критерия опти-
мальности. В качестве множества допустимы решений берется множество Парето Р ( ).

Opt F( ) = max  min ( ).
Принцип минимизации суммы приведенных отклонений предусматривает оптимиза-

цию векторного критерия оптимальности, в качестве аргументов которого используются не 
локальные критерии оптимальности, а отклонения локальных критериев оптимальности от 
их оптимальных. Такая оптимизация правомочна, если они имеют одинаковую важность. В 
ином случае необходимо вводить коррективы. 

Одним их удобных приемов решения является введение вектора распределения важ-
ности критериев. Такая ситуация возникает, например, когда и исследователь, и заказчик 
мало имеет информацию о возможностях достижения экстремальных значений по каждому 
из локальных критериев [8]. 

Значительную помощь в выборе оптимального решения обеспечивает метод плани-
руемого поиска, достаточно просто реализуемого на ЭВМ [9]. 

Весь процесс принятия решения строится как диалог лица, принимающего решение 
(ЛПР) с ЭВМ, т.е. интерактивным методом [10]. Как вариант, можно предложить интерак-
тивную процедуру улучшения оптимальных решений за счет коррекции ограничений [11]. 
Эффективность диалога существенно повышается при использовании метода планирования 
экспериментов [12]. 

В работе [13] описаны методы решения задач линейной многокритериальной опти-
мизации, основанных на принципе приближения к векторной оптимизации по всем локаль-
ным критериям с учетом типа взаимодействия между ними. Такой метод является самым 
распространенным методом векторной многокритериальной оптимизации при решении 
прикладных задач.

Сущность метода заключается в назначении коэффициентов , и последующей 
максимилизации линейной комбинации критериев   (x)  на множестве X, причем

+  = 1.
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Меняя значения коэффициентов  можно получить различные варианты решения 
задач многокритериальной оптимизации. От правильного назначения коэффициентов 
, зависит точность решения оптимизационной задачи, так как они характеризуют 
«вес» того или иного критерия.  При отсутствии информации о приоритете рассматривае-
мых критериев коэффициенты  назначаются одинаковыми. Такая аддитивная постановка 
весов критериев возможна только при условии взаимной независимости критериев по пред-
почтению [14]

Более гибким является метод определения коэффициентов , основанный на попар-
ном сравнении «весов» критериев и последующем использовании метода анализа иерархий 
[15].

Сущность метода заключается в следующем: 
Вначале строится многоуровневая иерархическая структура на основе декомпозиции 

задачи на простые составляющие: в вершине иерархии - цель исследования (1 уровень); на 
втором уровне критерии, которые могут влиять на цель; на третьем уровне - альтернативные 
варианты.

 Затем эксперты попарно сравнивают элементы на каждом уровне. Для определения 
значимости альтернативных вариантов их мнения обрабатывают с использованием специ-
ально разработанного автором алгоритма. Количественным выражением относительной 
значимости является вектор приоритетов.

Главным недостатком данного метода является необходимость наличия значитель-
ного количества информации об объекте исследования, представляющей собой множество 
оценок предпочтительности, полученных в процессе парного сравнения критериев.

 Использование принципа Эджворта является желательным при подборе экспертов, 
когда создаются несколько групп высококвалифицированных специалистов с различными 
мнениями по обсуждаемой проблеме, каждой из которых невыгодно отменять свое реше-
ние. В соответствии с этим принципом любой вариант за пределами множества Парето дол-
жен иметь нулевую степень принадлежности выбираемому множеству.

Значения  можно также определить на основе прямого сравнения по предпочтению 
реальных или гипотетических альтернатив [16].

В некоторых случаях применяется эвристические методы, когда эксперт определя-
ет «вес критерия».  К ним относятся методы: мозгового штурма, свободных ассоциаций, 
Дельфи, инверсии, синектики, ключевых вопросов. Недостатком методов является наличие 
субъективности при принятии решения экспертом. 

В условиях нечеткости исходной информации экспертные методы являются основ-
ными [17–21], так как «экспертные системы» основываются на аппарате нечеткой логики 
и позволяют полностью или частично заменить ЛПР при поиске решений возникающих 
проблем. 

Следует заметить, что выбор и формирование обобщенного критерия оптимальности 
является наиболее ответственным при решении оптимизационных задач. Поэтому в каждом 
случае необходимо обеспечить корректность применения того или иного метода свертки. 
Наиболее распространенным методом формирования обобщенного критерия оптимально-
сти является метод линейной свертки.

 В работе [22] анализируется круг задач, в котором использование линейной мно-
гокритериальной оптимизации обосновано и предлагается подход, состоящий в предвари-
тельном сужении множества Парето за счет информации об отношении предпочтения ЛПР 
с последующей экстремизацией линейной свертки исходных критериев на более узком мно-
жестве. Предлагается следующий алгоритм решения задачи линейной многокритериальной 
оптимизации:

1. Для каждой функции решить задачу максимизации с исходными ограничениями, 
получив оптимальное решение  и соответствующее значение целевой функции (
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2. Получив вектор оптимальных решений проводить их ранжирование  точек-реше-
ний  по предпочтительности в зависимости от значений целевых функций. Соответствую-
щим образом упорядочить целевые функции.

3. Определить, какие целевые функции доминируются другими целевыми функция-
ми, и в зависимости от этого исключить доминируемые целевые функции, таким образом, 
получив недоминируемые критерии, то есть получить оптимальные по Парето векторы.

4. Решить задачу многокритериальной оптимизации с исходными ограничениями и 
недоминируемыми альтернативами с помощью одного из методов многокритериальной оп-
тимизации.

Автор [23] предлагает комбинированный метод, согласно которому на основе акси-
оматического подхода, осуществляется предварительное сужение множества Парето при 
помощи квантов информации об отношении предпочтения лица, принимающего решение, 
после чего применяется линейная свертка критериев.

Необходимо отметить, что указанное предварительное сужение позволяет, во-первых, 
учесть имеющуюся дополнительную информацию, а во-вторых, − сократить возможные не-
гативные последствия, связанные с применением метода линейной свертки критериев.

Метод сверток, несмотря на его достаточно широкую популярность, имеет ряд недо-
статков [24]: не всегда потеря качества по одному критерию компенсируется приращением 
по-другому. «Оптимальное» по свертке решение может характеризоваться низким качеством 
некоторых частных критериев и, следовательно, будет неприемлемым, не всегда можно до-
статочно корректно задать веса критериев. Зачастую известна лишь сравнительная важность 
критериев, величина обобщенного критерия, полученная по свертке не имеет никакого фи-
зического смысла, многократный запуск алгоритма свертки может выдавать только несколь-
ко наиболее легко достижимых Парето точек, даже если в действительности существенно 
больше.

Вывод.  При решении многокритериальных задач необходимо с большим внимани-
ем относиться как к постановке задачи, так и к выбору системы критериев и реализуемому 
методу решения проблемы. Рассматриваемые вопросы относятся не только к механическим 
системам.  Описаны различные подходы при решении конкретных многокритериальных 
задач.
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