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Резюме. Цель. Целью исследования является раскрытие теоретических и практических 
аспектов математического моделирования угловых перемещений базовой машины, что 
позволяет более глубоко понять принципы ее работы и взаимодействие с окружающей средой. 
Метод. При помощи математической модели проанализированы вопросы взаимодействия 
базовой машины с поверхностью дороги и дождевальной фермой при трех динамических 
состояниях агрегата в плоскости, перпендикулярной рабочему движению базовой машины, 
угловые характеристики поворота базовой машины в поперечном направлении при наезде 
с различными скоростями на препятствие без учета упругодеформирующей способности 
грунта. Результат. Результаты исследования содают возможность оценивать технические 
параметры угловых перемещений базовой машины на величину воздействий, возмущающих 
агрегат. Вывод. Модель позволяет правильно выбрать основные принципы построения 
системы автоматического управления дождевальной фермы, и ориентировочно определить 
главные параметры элементов аппаратуры базовой машины двухконсольного  дождевального 
агрегата.

Ключевые слова: степень свободы, уравнение Лагранжа, математическая модель, 
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Abstract. Objective. The purpose of the study is to reveal the theoretical and practical as-
pects of mathematical modeling of the angular displacements of the base machine, which allows 
a deeper understanding of the principles of its operation and interaction with the environment. 
Method. With the help of a mathematical model, the issues of the interaction of the base machine 
with the road surface and the sprinkler farm were analyzed in three dynamic states of the unit in a 
plane perpendicular to the working movement of the base machine, the angular characteristics of 
the base machine turning in the transverse direction when hitting an obstacle at different speeds 
without taking into account the elastic-deforming ability of the soil. Result. The results of the 
study make it possible to evaluate the technical parameters of the angular displacements of the 
base machine on the magnitude of the impacts that disturb the unit. Conclusion. Allows you to 
correctly choose the basic principles of building an automatic control system for a sprinkler farm 
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Введение. В общем случае движение базовой машины – трактора имеет шесть сте-

пеней свободы. Составленные с помощью уравнений Лагранжа второго рода, уравнения 
движения позволяют представить движение трактора как раздельные колебания в про-
дольном и  поперечном направлениях [1-2,4,5,6,7]. 

Уравнение движения трактора с навесным оборудованием в поперечном направле-
нии имеет сложную структуру, а наличие значительного количества неизвестных затруд-
няет практическое  определение передаточной функции базовой машины (трактора). 

Кроме того, дождевальный агрегат имеет отличительные особенности конструкции 
и эксплуатации, которые не могут быть учтены уравнениями движения при обычных 
условиях эксплуатации агрегатов в сельском хозяйстве. Эти особенности эксплуатации 
дождевального агрегата и динамики отдельных его элементов (фермы и трактора) заклю-
чаются в сравнительно медленном (0,1-0,2 м/c) перемещении трактора вдоль оросителя с 
возможными максимальными амплитудами углового поперечного движения, равными 
87,5·103 – 105,0·10-3   рад (5-60) для трактора и 35,0·10-3 – 44,0·10-3 рад (2,0 - 2,50) для фер-
мы [6,10,12,13].   

Постановка задачи. Ходовая часть трактора перегружена почти вдвое, центр масс 
агрегата расположен значительно выше в (1,5 - 2 раза), чем у других машин, агрегатируе-
мых с гусеничным трактором, а момент инерции фермы заполненной водой, примерно в 
10-20 раз больше момента инерции трактора.  

В зависимости от положения рукоятки гидравлического распределителя при дви-
жении по неровностям могут возникнуть три динамических  состояния агрегата: плаваю-
щее, когда на трактор воздействует только вес фермы; ферма и трактор составляют единое 
целое при неработающих гидроцилиндрах; относительное перемещение фермы и трактора 
в момент включения гидроцилиндров  управления. Трактор является основным источни-
ком возмущенного углового движения фермы. 

Методы исследования. Для получения упрощенной математической модели попе-
речного углового движения трактора, отображающей влияние главных действующих фак-
торов (скорости появления препятствий под гусеницей Ζоп и жесткости подвески  тракто-
ра) составим уравнение движения трактора при наезде одной гусеницы на препятствие. 
Демпфирующая способность подвески и грунта не учитывается.  

В начальный момент трактор занимает горизонтальное положение 1-1 (рис. 1). Оси 
Z и Y инерциальной системы координат проходят через центр масс трактора и по линии 
контакта гусениц трактора с горизонтальной поверхностью  дороги.  

Реакция опор 
2
G

 БА FF . Если под гусеницей А трактора появилось препятствие, 

при скорости его возникновения 
ОП

Z произойдет поворот трактора относительно опоры Б 

на угол φоп (положение II-II) со скоростью 
lОП
ОП

Z
  , когда жесткость ходовой части 

трактора равна бесконечности (l – колея трактора).  
При жесткости ходовой части, равной С, возникает дополнительный поворот трак-

тора относительно точки О на угол пр (положение III – III) из-за перераспределения уси-
лий FА и FБ между соответствующими опорами. 

 

and roughly determine the main parameters of the equipment elements of the base machine of a 
two-console sprinkler unit.
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Рис. 1. Определение координат действительного поворота трактора 

Fig. 1. Determining the coordinates of the actual turn of the tractor 
Скорость поворота трактора под действием пружин подвески равна 
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   - скорость перераспределения составляющих сил веса агрега-

та; G и H – вес агрегата и вертикальная координата центра масс его; относительное сме-
щение центра масс фермы и трактора равна нулю, т.к. центр подвеса принят расположен-
ным в центре масс ее.  

В свою очередь поворот трактора на угол пр вызовет дополнительное перераспре-
деление усилий между опорами опF .  

Это усилие можно рассматривать как величину второго порядка малости и принять
0Fоп  , т.к. в реально существующих условиях эксплуатации агрегата φпр<φоп.  
Суммарная скорость угла поворота трактора составит 
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При появлении под гусеницей трактора препятствия трактор совершает сложное 
движение, при котором происходит поворот его на угол  и перемещение центра масс аг-
регата.  

Угловые скорости ОП  и ПР  приводят к линейной скорости перемещения центра 
масс агрегата, что позволяет определить координаты точки действительного поворота 
трактора. 
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середину опорной поверхности гусеницы.  
Угол α наклона к оси симметрии трактора можно получить из решения треугольни-

ка для плана скоростей линейного перемещения центра масс агрегата.  
Так как ОПV и ПРV  изменяются пропорционально ОПZ  в процессе поворота трактора 

угол α остается неизменным, радиус поворота трактора после соответствующих упроще-
ний равен R=Kн, Н     

2H )21(
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 - безразмерный коэффициент, зависящий только от техни-

ческой характеристики трактора 
l
Ha  ; cl

Gb  . 
В новой инерциальной системе координат (рис. 2) при расположении нулевой точ-

ки в центре действительного вращения трактора и оси Z направленной вертикально, коор-
динаты центра масс агрегата в зависимости от  равны 

 coscoscos RRZ   

         sinsinsin RRУ   

 
Рис. 2. Расчетная схема для определения характеристик поворота трактора и фермы 
Fig. 2. Calculation scheme for determining the characteristics of the rotation of the tractor 

and farm 
Таким образом, при наезде на препятствие трактор поворачивается под действием 

возмущающего момента вокруг фиксированной точки, определяемой характеристикой 
трактора, и в любой момент движения должно обеспечиваться равновесие активных (воз-
мущающих) и реактивных моментов относительно этой точки поворота 
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- радиус вращения центра масс трактора, за положительное направление 

поворота трактора принято вращение его по часовой стрелке.  
Коэффициент вязкого трения гидросистемы равен нулю. 
Для анализа уравнения возмущающих моментов целесообразно записать в новых 

переменных 𝑍𝑍оп и �̈�𝑍оп 
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Это уравнение соответствует динамическому состоянию агрегата, при котором на 
трактор действует только вес фермы. В дождевальных агрегатах типа ДДА-100МА коэф-
фициенты при  𝑍𝑍оп и �̈�𝑍оп равны 180020000cos  GRJТ  

[2, 8]. 
При запертом положении гидроцилиндров с учетом известного соотношения мо-

ментов инерции N трактора 17N 
ТJ

J возмущающий момент равен 

   sinZcosZ1)N( опопВА  GRGRJКM Т
  

Принимая [1] 

t
l


V2sinZZ ооп


  
t

ll


V2sinV4ZZ 2

22

ооп
  

V – скорость движения агрегата; l – средняя протяженность неровности, можно 
получить зависимость возмущающих моментов от скорости рабочего движения при двух 
динамических состояниях агрегата. 

𝑀𝑀вт = 𝐾𝐾𝜑𝜑
4𝜋𝜋2𝐽𝐽𝑇𝑇

𝑙𝑙2̅𝑍𝑍о sin 2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑙𝑙 𝑡𝑡

 ( 𝑙𝑙2

4𝜋𝜋2 −  𝜋𝜋2) + 𝐺𝐺𝐺𝐺 sin 𝛼𝛼 

 
 

𝑀𝑀ва = 𝐾𝐾𝜑𝜑
4𝜋𝜋2𝐽𝐽𝑇𝑇

𝑙𝑙2̅𝑍𝑍о 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑠𝑠 𝑡𝑡

 [ 𝑙𝑙2

4𝜋𝜋2 −  (𝑁𝑁 + 1)𝜋𝜋2] + 𝐺𝐺𝐺𝐺 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼 

Обсуждение результатов. Для средней протяженности неровности около 3 м и 
V=0,11 м/с возмущающий момент дождевального агрегата в 14 раз больше возмущающего 
момента трактора. При скорости движения в 10 раз большей необходимой при транспорте 
или мелкодисперсном дождевании возмущающий момент для агрегата будет более чем в 
20 раз превышать возмущающий момент тракторов. 

При третьем динамическом состоянии агрегата трактора на действие управляюще-
го момента (М) неоднозначно и зависит от его угловых характеристик. Действие М на 
трактор, находящийся в горизонтальном положении выражается уравнением  

)(2)( сМсТ GGНМJ     
где GН2  – момент, вызванный смещением центра масс между опорами при пово-

роте трактора от управляющего воздействием; 2GlGМ   – жесткость подвески трактора, 
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выраженная в угловых величинах; φ и φс – углы поворота трактора под действием М и 
смещения центра масс. 

После преобразования это уравнение, приведенное к стандартному виду, будет 
равно:  

 

TT

М

J
М

J
G

   

а его решение будет представлено зависимостью 

МT

М

T

М

G
Мt

J
GGt

J
GG  sincos 21  

где G1 и G2 (постоянные интегрирования) учитывают угловые характеристики по-
ворота трактора в начале действия управляющего момента. При нулевых начальных усло-
виях (to=0;  φ0=0) это уравнение имеет вид 









 t

J
G

G
М

T

М

М

cos1  

Для мгновенного возникшего M=const, который появляется при включении гидро-
системы, время полного поворота трактора  на угол  определится из круговой частоты 
процесса  


м

T

G
JТ


2

 

Таким образом, в этом случае  не зависит от М, а характеризуется постоянными 
техническими параметрами трактора, т.е. полный управляющий момент будет воздей-
ствовать на ферму спустя  после его появления.  Максимальный угол поворота трактора 
пропорционален управляющему воздействию. 

Вывод. Проведенный анализ в статье дает возможность количественно оценивать 
влияние технических параметров базовой машины (трактора), на величину воздействий 
возмущающих агрегат, и на угловые характеристики поворота трактора в поперечном 
направлении при наезде с различными скоростями на препятствие без учета упругоде-
формирующей способности грунта. Это позволяет правильно выбрать основные принци-
пы построения систем автоматического управления положением дождевальной фермы и 
ориентировочно определить главные параметры элементов аппаратуры. 
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