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Резюме. Цель. Целью исследования является определение зависимости нормального 

напряжения от радиуса кривизны гибкого стержня при различной толщине. Метод. Применен 

метод определения максимальных напряжений в продольно сжатом стержне большой гибкости 

с помощью эллиптических интегралов Результат. Выполнено моделирование тонкостенного 

продольно сжатого стержня в расчётном комплексе ANSIS. Вывод.Точная теория расчета гиб-

ких стержней позволяет определить значение осевой силы при продольном сжатии, при кото-

рой концы стержня сомкнутся. При решении задач практического использования такого типа 

стержней интерес представляет определение максимальных напряжений, причем в любой ста-

дии деформации, что позволяет с большей точностью выбрать размерные параметры упругого 

элемента и его материал. 
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Abstract.  Objective. The aim of the study is to determine the dependence of the normal stress 

on the radius of curvature of a flexible rod at different thicknesses. Method. A method was applied to 

determine the maximum stresses in a longitudinally compressed rod of high flexibility using elliptic 

integrals. Result. Modeling of a thin-walled longitudinally compressed rod was performed in the AN-

SIS calculation complex. Conclusion. The exact theory for calculating flexible rods allows you to de-

termine the value of the axial force during longitudinal compression, at which the ends of the rod will 

close. When solving the problems of practical use of this type of rods, it is of interest to determine the 

maximum stresses, and at any stage of deformation, which makes it possible to choose the dimensional 

parameters of the elastic element and its material with greater accuracy. 
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method  
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Введение. Определение величины максимальных напряжений является одной из основ-

ных задач в области проектирования и эксплуатации механизмов и конструкций [1]. Численной 

характеристикой степени влияния внешних сил на деформируемый элемент большой гибкости 

в теории расчета, предложенной Е.П. Поповым [2] является величина изгибающего момента, 

которая и определяет значение напряжений в тонкостенных стержнях, при этом кривизна 

стержня, точнее, радиус его кривизны, входит в формулу определения момента: 

                    EJ
М


              (1) 

Здесь Е– модуль упругости материала,   J –  осевой момент инерции сечения,   H = EJ –

изгибная жёсткость стержня,      – радиус кривизны изогнутой оси стержня – (величина, об-

ратная кривизне 1



 )  

Постановка задачи. С целью установления влияния минимальной кривизны стержня на 

значение максимальных напряжений соответствующая зависимость может быть формализована 

с учетом геометрического представления эллиптических интегралов Лежандра, выполненного 

учеными Томского политехнического университета [3]. 

При исследовании на прочность стержней малой гибкости опорные реакции и внутрен-

ние силовые факторы определяются из условия, что первоначально стержни являются абсолют-

но твёрдыми, поэтому изгибающие моменты и нормальные напряжения, равные отношению 

максимального изгибающего момента к осевому моменту сопротивления не будут зависеть от 

изменения кривизны стержня. При определении изгибающих моментов в стержнях большой 

гибкости (тонкостенные стержни) кривизна упругой линии изменяется существенно. Теорети-

чески точное значение кривизны определяется по формуле 
2

2

2 3[1 ( ) ]

d y

dx

dy

dx

 



,                                      (2) 

но необходимо установить координаты точки с максимальной кривизной.  

С другой стороны, точное значение кривизны упругой линии можно вычислить из ра-

венства (1), если известны величина изгибающего момента, соответствующая радиусу кривиз-

ны и изгибная жёсткость стержня. Зависимость изгибающего момента от геометрических пара-

метров гибкого стержня и осевой силы установлена Е.П. Поповым [2] и имеет вид 
2 cos

o

k Fl
М H





         (3) 

Здесь k – эллиптический модуль,   – эллиптическая амплитуда в рассматриваемом се-

чении,  F – сила, сжимающая стержень,  Н – изгибная жёсткость стержня,   l – длина гибкого 

стержня,  β – силовой коэффициент,  χ0 – начальная кривизна стержня. 

Методы исследования. В качестве примера определим максимальные нормальные 

напряжения в тонкостенном стержне, продольно сжатого силой F (рис.1), когда начальная кри-

визна равна нулю.  В точке сжатия (точка С рис.1 б) изгибающий момент будет максимальным, 

где эллиптическая амплитуда  =π.  

На основе метода эллиптических интегралов [2] и их геометрического представления [3] 

определим зависимости параметров изогнутого стержня и силовых факторов, зависящих от 

конфигурации  изогнутого стержня.  
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Рис. 1. Расчетная схема гибкого стержня с шарнирами на концах: 

а – исходный вид; б – деформированный осевой силой 

Fig. 1. Calculation scheme of a flexible rod with hinges at the ends:  

a – original view; b - deformed by axial force 

Модулярный угол α  

cos 0,5( 1)
b

l
   .                                               (4) 

Эллиптический модуль k 

21 ( )
2

b l
k

l


  .                               (5) 

Силовой коэффициент β 

1 0,5( 1)

[ ]
2

0,5( 1)

b

l
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.                                (6) 

Сила, сжимающая стержень    
2 2

2 2

[1 0,5( 1)]

( 1)

b
H

lF
b

l
l

  





 .                                    (7) 

Максимальный прогиб       

                    

2

max

2 1 ( ) ( 1)
2

[1 0,5( 1)

b l b
l

l l
f

b

l



   



 

.                               (8) 

Отличительной особенностью представленных зависимостей (4–8) является то, что все 

параметры уравнений, зависящие от конфигурации стержня, выражены через длину стержня l и 

хорду b, соединяющую концы стержня. Используя эти выражения, получим формулу для вы-

числения максимальных изгибающих моментов в сечениях тонкостенных стержней   

       
22

max
2

1 ( )2 [1 0,5( 1)]
2

( 1) [1 0,5( 1)]

b lb
H

llM
b b

l
l l




 

 

  

                                            (9) 

Минимальный радиус кривизны     
min

max

EJ

M
 

 

                                                       (10) 
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Максимальные нормальные  напряжения    
max

2

Et



                                                       (11) 

Кроме того, полученные данные могут быть использованы для проверочного расчета по 

формуле (2), так как абсцисса искомой точки равна собственно максимальному прогибу, а орди-

ната равна половине хорды. Рассмотрим варианты определения радиуса кривизны и напряжения 

в гибких стержнях:в первом случае, если известна конфигурация изогнутой оси стержня (для 

схемы представленной на рис.1 задаётся длина хорды b);  во втором случае, когда заданы сило-

вые факторы (для схемы представленной на рис.1 задана сжимающая сила F). 

  Первый вариант. Определить максимальное нормальное напряжение и минимальный ра-

диус кривизны упругой линии стержня, а также вычислить значение силы, которую следует при-

ложить к прямолинейному тонкостенному стержню рис.1, чтобы концы его соприкоснулись (b = 

0). Исходные данные задачи: длина стержня l = 0,4 м, ширина 5,15 мм и толщина 0,5 мм прямо-

угольного сечения (5,15х0,5 мм), момент сопротивления W = 0,215 мм
3
, осевой момент инерции 

Jmin = 0,053 мм
4
, изгибная жёсткость стержня Н = 0,01073 Нм

2
.  

Так как при соприкосновении концов стержня длина хорды b = 0, то из формулы (7) 

сжимающая сила равна 
2 2

2

3,14 0,0107 1,5
1,484

0,4
F Н

 
  . 

Максимальный изгибающий момент по формуле  (9) 

                         

2
2

max

1 ( )
2 3,14 0,0107 1,5 2

0,218
0,4[1 0,5]

l

l
M Нм


  

  


. 

 Минимальный радиус кривизны по формуле (10) 

min 0,049
H

м
M

   . 

  Максимальное напряжение по формуле (11) 

                                           
11 3

max 6

2 10 0,5 10
1020

2 2 0,049 10

Et
МПа



  
  

 
 

Для схемы на рис. 1 определены графические зависимости максимальных нормальных 

напряжений от радиуса кривизны гибких стержней, когда их концы соединены рис.2 (кривая 1 

– t = 0,5 мм, кривая 2 – t = 2 мм, кривая 3 – t = 4 мм). 

                                
Рис. 2. Зависимости изменения нормального напряжения от радиуса кривизны гибкого стержня 

при различной толщине 

Fig. 2. Dependences of the change in normal stress on the radius of curvature of a flexible rod  

at different thicknesses 

Из рис. 2 видно, что при увеличении толщины стержня напряжения при одинаковых ра-

диусах кривизны значительно увеличиваются. Эти результаты имеют значение при проектиро-

вании упругих элементов с нелинейной (регрессивно-прогрессивной) характеристикой [4-6], и 

их исследовании [7-9], причем при задании входных параметров практически удобно задавать 

именно размер хорды, соответствующий максимальной деформации гибкого стержня. 

1 

3 

2 

м, 

Па 
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Второй вариант (в данном случае является проверочным). Для стержня на рис.1 с исход-

ными данными предыдущей задачи вычислить длину хорды сжатого стержня под действием 

силы F=1,484 Н и определить максимальный изгибающий момент.  

Силовой коэффициент подобия согласно [2] 1.484
0,4 4,71

0,0107

F
l

H
   

 

Для схемы на рис.1 эллиптические амплитуды в характерных точках равны 

0 . . 1

3
, ,

2 2
Т С

 
      . 

Силовой коэффициент подобия β также связан с эллиптическими параметрами  зависимо-

стью                                         
1 0( ) ( )F F    .           (12) 

Для заданной расчетной схемы (рис.1) 3
( ) ( ) 2 ( )

2 2
F F F k

 
     

Тогда полный интеграл первого рода 4,71
( ) 2,355

2 2
F k


    

Аналитическое значение полного эллиптического интеграла первого рода согласно ис-

следованиям [3] определяется  по формуле  

                                                 
2

0,5
( )

1
2

F k

tg








                                (13) 

Из уравнения (13) определяется модулярный угол  α 

0,5
1 30 60

2 ( )

o oаrctg
F k

 
      

Модуль эллиптического интеграла  k = sinα = sin60 = 0,866 

С учетом исследований [2,3] эллиптический интеграл второго рода определим по фор-

муле             ( ) ( ) cos 2,355 cos60 1,178oE k F k       

Координату концевой точки стержня, равную длине хорды стержня b определим из равен-

ства     1
1 0

2 2 3 4
[ ( ) ( )] 1 [ ( ) ( )] 1 ( ) 1

2 2

x
E E E E E k

l

 
 

  
                      (14) 

Тогда, длина хорды               1 4
1,178 1 0

4,71

x b

l l
     . 

Максимальный изгибающий момент по формуле (3) равен 
2 0,866 1, 484 0, 4

0, 218
4,71

М Нм
  

   

Полученные результаты свидетельствуют о высокой точности расчетных формул. Приме-

няя формулы (10) и (11), можно получить такое же значение радиуса кривизны и максимального 

нормального напряжения, как и при неизвестной силе F в первой задаче. Если, к примеру, задано 

значение допускаемого напряжения [σ] = 300 МПа, то по представленным зависимостям возмож-

но определить допускаемые значения для:  

 - радиуса кривизны из условия прочности согласно (10)  [ ]
2

Et



  

11 3

8

2 10 0,5 10
0,167

2[ ] 2 3 10

Et
м







  
  

 
               [ ] 0,167м   

- изгибающего момента из равенства (1) 
0,01073

0,0642 [ ] 0,0642
[ ] 0,167

H
M Нм М Нм


     

    -  хорды из равенства (9) 

22

2

1 ( )2 [1 0,5( 1)]
2

[ ]

( 1) [1 0,5( 1)]

b lb
H

llМ
b b

l
l l
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2

0, 4
1 ( )2 3,14 0,01073[1 0,5( 1)]

2 0, 40, 4
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[
0, 4( 1) [1 0,5( 0, 4)]

0, 4 0, 4

[ ] 0, 26

bb

b b
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- силы, сжимающей стержень из равенства (7) 

2 22 2

2 2 2 2

0,26[ ]
3,14 0,01073[1 0,5( 1)][1 0,5( 1)]

0,4

[ ] 0,26
( 1) 0,4 ( 1)

0,4

[ ] 0,81 .

b
H

lF
b

l
l

F H

    

 

 



 

Обсуждение результатов. С целью сопоставления результатов, полученных по предла-
гаемой методике, было выполнено моделирование тонкостенного продольно сжатого стержня в 
расчётном комплексе ANSIS [10], когда его начальная кривизна равна нулю. На рис.3 представ-
лена расчетная модель и деформированный вид гибкого стержня (обозначена точка сжатия 
«С»), сжатого продольной силой.  

 
Рис.3 Расчетная модель стержня в исходном состоянии и деформированном виде 

Fig.3. Calculation model of the rod in the initial state and deformed form 

Результат определения максимальных нормальных напряжений представлен на рис. 4.  

 
Рис.4. Распределение нормальных напряжений в гибком стержне 

Fig.4. Distribution of normal stresses in a flexible rod 

 

Полученные данные позволяют сделать вывод о достаточно высокой корреляции полу-

ченных результатов. Так, например значение максимального нормального напряжения, полу-

ченного с помощью предлагаемой методики (вариант первый, значение в МПа), имеет расхож-

дение с программным (значение в Па) менее 3%, при этом значение силы (Н), достаточной для 

соприкосновения концов стержня (когда длина хорды будет равна нулю) имеет отклонение от 

расчетного значения также менее 3 %.  

Вывод. Используемый в работе метод определения максимальных напряжений в про-

дольно сжатом стержне большой гибкости с помощью эллиптических интегралов является пер-

спективным при создании базы знаний для проектирования упругих элементов с нелинейной 

характеристикой и поиска новых технических решений; особенно удобным для практических 

http://vestnik.dgtu.ru/


Вестник Дагестанского государственного технического университета. Технические науки. Том 49, №4, 2022 

Herald of  Daghestan State Technical University. Technical Sciences. Vol.49, No.4, 2022 

http://vestnik.dgtu.ru/ ISSN (Print) 2073-6185 ISSN (On-line) 2542-095Х 

168 

 

расчетов представляется использование в числе входных параметров величины хорды, соеди-

няющей концы стержня. 
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