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Резюме. Цель. Целью исследования является разработка модели размыва неоднородных 

по крупности несвязных грунтов в руслах рек. Методы. Математическая модель разработана с 

использованием теории вероятностей и теории выбросов случайных процессов, с учетом нор-

мального закона распределения горизонтальной и вертикальной составляющих мгновенных 

скоростей течения и Релеевского закона для распределения их максимумов. Результат. Выпол-

нен статистический анализ различных моделей размыва неоднородных по крупности несвязных 

грунтов в руслах рек. Вывод. Основные принципы исследования различных моделей размыва 

неоднородных по крупности несвязных грунтов в руслах рек, а также структура, составленных 

на ее основе алгоритмов расчета и программ позволяют непрерывно совершенствовать методи-

ку расчета и вносить коррективы в соответствующие модули алгоритмов и программ. 
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Abstract. Objective. The aim of the study is to develop a model for the erosion of non-

cohesive soils that are heterogeneous in size in river beds. Method. The mathematical model was de-

veloped using the theory of probability and the theory of outbursts of random processes, taking into 

account the normal law of distribution of the horizontal and vertical components of the instantaneous 

flow velocities and the Rayleigh law for the distribution of their maxima. Result. Statistical analysis of 

various models of erosion of non-cohesive soils heterogeneous in size in river channels was per-

formed. Conclusion. The basic principles of studying various models of erosion of heterogeneous non-

cohesive soils in river beds, as well as the structure of calculation algorithms and programs compiled 

on its basis, allow us to continuously improve the calculation method and make adjustments to the cor-

responding modules of algorithms and programs. 
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Введение. Вопрос о транспортирующей способности русловых потоков, несмотря на 

многолетнюю историю, остается одной из актуальных задач динамики русловых потоков, так 
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как от ее решения зависит достоверность большинства инженерных прогнозов по деформации 

русел. Процессы размыва связных и несвязных грунтов наименее изучены в динамике русловых 

потоков. Это объясняется сложностью и изменчивостью физико-химической природы грунтов 

и трудностью постановки экспериментов, теоретического рассмотрения, особенно связных 

грунтов. Многочисленные исследования указанной проблемы чаще всего охватывали один из 

видов движения наносов или же ставили целью создание обобщенных уравнений транспорта, 

охватывающих все руслоформирующие донные и  взвешенные наносы [1]. 

Ранее разработка методов расчета расхода руслоформирующих наносов в основном ве-

лась по следующим направлениям [2-8]:  

– установление связи между расходом донных наносов и избытком влекущей силы, или 

касательного напряжения на дне потока;  

– применение энергетического подхода к проблеме транспорта наносов, согласно которо-

му расход наносов рассматривается как функция мощности, развиваемой потоком на 

единице площади дна и равной произведению влекущей силы на донную скорость пото-

ка; 

– представление о пропорциональности твердого расхода скорости перемещения наносов 

и их концентрации в потоке; 

– применение понятий и математических методов теории вероятностей и теории случай-

ных процессов, позволяющих более полно описать стохастический характер процессов 

взаимодействия потока с частицами грунта. 

Постановка задачи. Степень достоверности расчета расхода наносов и неразмывающих 

скоростей зависит от степени соответствия используемых математических моделей процесса 

размыва действительной физической природе явления, а также от полноты учета влияющих на 

эти процессы факторов. 

Одной из основных задач изучения устойчивости русел рек является разработка рацио-

нальных методов установления допускаемых неразмывающих скоростей водного потока. При 

достаточной мощности потока частицы грунта, формирующие дно русла, приходят в движение 

и уносятся, дно размывается, а при недостаточной мощности потока взвешенные частицы вы-

падают из взвеси на дно (рис. 1). 

 
Рис. 1. Поверхностный слой частиц несвязного грунта 

Fig. 1. Surface layer of non-cohesive soil particles 

На переднюю грань частицы, расположенной на дне, поток оказывает положительное 

давление, а на тыловой создается вакуум. Так как абсолютное давление на переднюю грань 

больше, чем на тыловую, то среднее давление на нижнюю грань положительное. Кроме того, 

частицы могут оказаться под воздействием вихрей, возникающих в придонном слое потока, что 

также вызывает появление вертикально направленных импульсов. Это вихревое движение, обу-

словленное разностью скоростей в пограничном слое – основная причина размыва русла [1]. 

Сила, с которой водный поток воздействует на частицу на дне водотока, подвержена 

мгновенным изменениям из-за турбулентного характера движения. Природа турбулентного по-

тока столь сложна, что, несмотря на ряд ценных работ ученых, нет полной ясности в вопросах о 

характере закономерностей пульсации. По современному представлению о процессе размыва 

несвязных грунтов, трогание частиц происходит при случайной совокупности различных фак-

торов. Поэтому, учитывая случайный характер факторов, вызывающих процесс размыва, целе-

сообразно для описания его применять методы математической статистики.  
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Под воздействием водного потока в результате вымыва мелких фракций на поверхности 

русла образуется естественная отмостка из крупных частиц, которая служит своеобразным за-

щитным слоем, предотвращающим дальнейший размыв грунта. Наличие отмостки повышает 

сопротивляемость грунта размыву и поэтому позволяет в большинстве случаев назначать до-

пускаемые неразмывающие скорости для этих грунтов, значительно превышающие допускае-

мые скорости для однородных грунтов с таким же средневзвешенным диаметром частиц.  

Главными факторами, определяющими интенсивность процесса естественной отмостки 

являются: гранулометрический состав грунта и влияние на его изменение в процессе размыва 

гидравлических условий в потоке. Именно гидравлические условия предопределяют размеры 

отмащивающих фракций, а уже доля этих фракций в исходном грунте определяется видом гра-

нулометрической кривой. Окончательный состав отмостки, образующийся на поверхности 

грунта, существенным образом зависит от глубины размыва (толщины слоя, переработанного 

потоком грунта). Доля крупных частиц, а следовательно, средний диаметр частиц поверхност-

ного слоя увеличивается с увеличением глубины размыва. Глубина же размыва регулируется 

степенью укрупнения поверхностного слоя.  

Таким образом, явление естественной отмостки русла представляет собой сложный про-

цесс, в котором все элементы (гидравлические условия, размер отмащивающих фракций, сте-

пень укрупнения поверхностного слоя, глубина размыва) взаимосвязаны и не учет этих связей, 

естественно, приводит к значительным погрешностям [2, 6].  

Вследствие чрезвычайного разнообразия форм, размеров, характера расположения частиц 

друг относительно друга все характеристики поверхностного слоя носят статистический характер; 

поэтому целесообразно применение для их определения методов теории вероятностей [2]. 

Существующие математические модели общего размыва речных русел базируются в ос-

новном на упрощенных гидравлических уравнениях (уравнения Шези, Сен-Венана), при этом 

для расчета размывающей и транспортирующей способности потока используются уравнения и 

формулы, разработанные для равномерного движения, и как правило, не обеспечивающие пол-

ного учета основных факторов взаимодействия потока и русла: статистических характеристик 

турбулентности потока, неоднородности гранулометрического состава руслоформирующих 

грунтов и наносов, изменчивости видов и состава грунтов по длине, ширине русла и глубине 

залегания и др [2]. 

Надежный прогноз общего размыва речных русел может быть осуществлен на основе 

реализуемых достоверных математических моделей процесса размыва речных русел быстро 

изменяющимся течением [3-5]. 

Разработка такой модели должна включать: моделирование неустановившегося движе-

ния воды в естественных речных руслах со сложной морфологией; моделирование процесса 

размыва неустановившимся потоком грунтов различного вида и состава; моделирование неста-

ционарного процесса транспорта донных и взвешенных наносов. 

Методы исследования.  Расчет предельного размыва в заданном створе при сохранении 

постоянного уровня свободной поверхности производится исходя из уравнения стабилизации 

размыва [2]. 

Прекращение размыва происходит при выполнении равенства фактической и неразмы-

вающей скорости потока и предельная деформация русла находится в результате численного 

решения следующих уравнений: 

𝑉 = 𝑉𝐻.ДОП,                                                                    (1) 

𝑞 = 𝑉ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,                                                              (2) 

где q – удельный расход воды, м
3
/см; h – глубина потока, м; 𝑉𝐻.ДОП – неразмывающая 

скорость потока, для несвязных грунтов определяемая по формуле: 
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где d – диаметр частиц грунта, м; г и   – плотность материала частиц грунта и воды, 

кг/м
3
,Dотм – средний диаметр частиц отмостки, м m1, np, k1 – соответственно коэффициенты 

условий работы русла, перегрузки и однородности сил сцепления.  

Коэффициент перегрузки для частиц 1d  мм определяем по эмпирической формуле:  

3/132 )]/([3,0

1
1

gd
np


 ,                                              (4) 

для частиц 1d  мм 4pn . 

   ddddhdD ср

h d

dh

сротм

p

 /1
0

0

max

  
                                          (5) 

где dcр и dmax – соответственно, средневзвешенный и максимальный диаметры частиц ис-

ходного грунта. 

Алгоритм расчета допускаемой неразмывающей донной скорости реализован в подпро-

грамме Velocity [7-8]. Расчет допускаемой неразмывающей донной скорости, как для однород-

ных, так и для неоднородных по крупности грунтов выполняется по формуле (3) в соответствие 

с признаком счета NEOD: если NEOD = 0 – однородный по крупности грунт, если NEOD = 1 – 

неоднородный по крупности грунт.   

1. Определение коэффициента перегрузки: если 1d  мм, то расчет осуществляем по 

формуле (4); для частиц 1d  мм 
4pn

. 

2. Проверяется условие: если NEOD = 0, то расчет допускаемой неразмывающей донной 

скорости осуществляется по среднему диаметру частиц dср, если NEOD = 1 – с учетом грануло-

метрического состава грунта.  

3. Расчет максимального диаметра подвижных фракций русловых отложений, dkm вы-

полняется на основе формулы (3) при равенстве фактической u
 и неразмывающей скорости 

ндопV . 

4. Определение относительного содержания подвижных фракций и их средний диаметр 

dД осуществляется с помощью подпрограммы линейной интерполяции по массивам, характери-

зующим гранулометрический состав в подпрограмме Granul.  

5. Конец расчета. 

Специфической особенностью процесса размыва неоднородных по крупности несвязных 

грунтов является изменение в процессе размыва гранулометрического состава поверхностного 

слоя грунта. Для расчета параметров вычисляются следующие величины при изменении i  от 1 

до n, где n – количество фракций в грунте: 

1. Средний диаметр фракции 

2

max,min,

,

ii

iфр

dd
d


 ; 

2. Ординаты интегральной гранулометрической кривой  





i

i

iфрi PP
1

, , 

изменяющиеся в пределах 0< iP >1; 

3. Средневзвешенный диаметр частиц грунта 
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iфр

n

i

iфрср dPd ,

1

,


 . 

 Данный алгоритм реализован в подпрограмме Granul. 

Далее расчет производим по отдельным участкам, предварительно определив распреде-

ление удельных расходов воды по ширине потока. 

Расчет распределения удельных расходов воды построен на применении основного 

уравнения равномерного движения к отдельным участкам шириной ∆𝐵𝑘 и глубиной hk (рис. 2): 

𝑄𝑘 = 𝑆𝑘√𝐽                                                                 (6) 

 

где Qk – расход на к-м участке, м
3
/с, J – гидравлический уклон, Sk  – модуль расхода эле-

ментарной расчетной струи, м
3
/с. 

 

𝑆𝑘 = ∆𝐵𝑘ℎ𝑘𝐶𝑘√ℎ𝑘                                                     (7) 

 

Ck – коэффициент Шези, вычисляемый по формуле Г.В. Железнякова  

 

𝐶𝑘 = 0.5 [
1

𝑛𝜔
− √𝑔(1−𝑙𝑔ℎ𝑘)

0.13
] + √0.25[

1

𝑛𝜔
− √𝑔(1−𝑙𝑔ℎ𝑘)

0.13
 ]2 +

√𝑔(
1

𝑛𝜔
+√𝑔 𝑙𝑔ℎ𝑘)

0.13
   (8) 

 

где hk – глубина потока на к – м участке, м; n  – коэффициент шероховатости, устанав-

ливаемый по существующим нормативным документам (СНиП 2.06.03-85) или в результате 

расчета по гидравлическим параметрам потока в бытовом состоянии. 

ℎ𝑘 = 𝑃𝑉𝐵 − 𝐻𝑘                                                               (9) 

Удельный расход воды находят с учетом соотношения между расходом соответствую-

щей струи и расходом всего потока: 
𝑄𝑘

𝑄
=

𝑆𝑘

∑ 𝑆𝑘
𝑛
𝑘=1

 ,                                                             (10) 

𝑞𝑘 =
𝑄𝑘

∆𝐵𝑘
=

𝑄𝑆𝑘

∆𝐵𝑘𝑆1
                                                            (11) 

где 𝑆1 =  ∑ 𝑆𝑘
𝑛
𝑘=1 ; к – номер участка; n – число расчетных участков по ширине потока. 

 
Рис. 2. Распределение удельных расходов воды и глубины размыва по ширине потока  

   Fig. 2. Distribution of specific water flow rates and erosion depth according to the width of the stream 

Численный метод решения системы уравнений предельного размыва русла зависит от 

вида грунта, где для однородных грунтов (связных и несвязных) используется метод итераций, 

применительно к уравнению: 

ℎ𝑘 = 𝑞𝑘/𝑉𝐻∗ДОП,                                                             (12) 

где 𝑉𝐻∗ДОП = 𝜑(ℎ𝑘) . Расчет производится с точностью 0.00…0.01ℎ𝑘 

Отметки размытого дна вычисляют по формуле: 

 𝐻𝑘 = 𝑃𝑌𝐵 − ℎ𝑘                                                               (13)  
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В случае неоднородного по крупности несвязного грунта применяются два численных 

метода для решения системы уравнений предельного размыва.  

Методом простых итераций определяют отметку дна русла, с которой начинается про-

цесс естественной отмостки русла крупными фракциями грунта.  

Этому соответствует неравенство 𝑉к < 𝑉𝐻, 𝑉𝐻 − неразмывающая скорость для частиц 

максимальной крупности, присутствующих в грунте, с учетом влияния неоднородности грунта 

на высоту выступов шероховатости: 

𝑉𝐻(𝑑𝑔𝑔) = (
𝑙𝑔8.8ℎ𝑘

𝑑95
)√

2𝑚1

0.44𝜌𝑛1 
𝑔(𝜌𝑟 − 𝜌)𝑑99                               (14) 

Расчет ведут по уравнению:  

 

ℎ𝑘 = 𝑞𝑘/𝑉𝐻(𝑑𝑔𝑔)                                                      (15) 

 

Так как на практике неоднородные грунты состоят из целой гаммы разнообразных по 

крупности частиц и поэтому заранее нельзя сказать, какие частицы войдут в состав отмостки, то 

расчет рекомендуется производить несколько раз, принимая в качестве расчетных фракций от-

мостки ряд значений крупных фракций в данной смеси по порядку. 

Для расчета размыва русла при условии 𝑉к < 𝑉𝐻 используется разностный метод, вслед-

ствие интегрального вида соотношения для среднего диаметра отмостки.  

Для этого вводится сетка значений глубины потока с переменным шагом 0.01…0.001ℎ𝑘𝑗. 

На указанной сетке последовательно вычисляются значения фактической скорости потока по 

формуле:  

𝑉𝑘𝑗 = 𝑞𝑘/ℎ𝑘𝑗                                                            (16) 

 

Отметки дна размытого русла вычисляют по формуле: 

𝐻𝑘,𝑗+1 = 𝐻𝑘𝑗 − ∆ℎ𝑘𝑗                                                     (17) 

 

На каждом шаге расчета производится сравнение фактической скорости потока с нераз-

мывающей. 

Расчет прекращается при наступлении неравенства Vк < VHдоп.. 

В соответствии с методикой разработан алгоритм расчета общего размыва русел при не-

установившемся течении. 

Обсуждение результатов. Выполнена статистическая обработка натурных и экспери-

ментальных данных различных исследователей (В.Н. Гончарова, Г. Джильберта, А.М. Мухаме-

дова, А.С. Пейнтела, В.Ф. Талмазы, И.В. Егиазарова, К.И. Россинского, И.И. Леви, В.С. Кноро-

за) по транспорту влекомых, полувзвешенных и взвешенных наносов.  

По экспериментальным данным (714 значений), охватывающие большой диапазон круп-

ности наносов ( d = 0,1… 83 мм) и скоростей течения (V = 0,01… 3 м/с), отобранные согласно 

соответствующим критериям, построена точечная диаграмма в виде зависимости между удель-

ными показателями расхода наносов и скорости, первый из которых изменяется в диапазоне 10
-

7
…10

2
, а второй – в диапазоне 1…4.  

Для выбора регрессионной модели выполнялся визуальный анализ этой зависимости и 

сопоставление с различными регрессионными моделями.  

При построении линии регрессии, исследованы пять моделей, которые при визуальной 

оценке лучше описывают экспериментальную зависимость: линейная модель, логарифмиче-

ская, экспоненциальная, гиперболическая (рис.3-6). 
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Рис. 3. Сопоставление с экспериментальными и натурными данными расчетных 

 значений (логарифмическая модель) 

Fig. 3. Comparison with experimental and field data of calculated values  (logarithmic model) 

 
Рис. 4. Сопоставление с экспериментальными и натурными данными расчетных 

 значений (линейная модель) 

 Fig. 4. Comparison with experimental and field data of calculated values (linear model) 

 
Рис. 5. Сопоставление с экспериментальными и натурными данными расчетных  

значений (гиперболическая модель)  

Fig. 5. Comparison with experimental and field data of calculated values (hyperbolic model) 

 
Рис. 6. Сопоставление с экспериментальными и натурными данными расчетных  

значений (экспоненциальная модель) 

  Fig.  6. Comparison with experimental and field data of calculated values (exponential model) 
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Таким образом, регрессионный анализ показал, что формула зависимости расхода нано-

сов для всего исследованного диапазона должна иметь составной характер. 

Сопоставление с экспериментальными данными расчетных значений расхода наносов в 

исследованном диапазоне параметров потока и грунта дало удовлетворительные результаты на 

определенном диапазоне расходов и скоростей.  

Выполненный регрессионный анализ показал, что все использованные модели во всем 

исследованном диапазоне дают большую погрешность 4.13S . В связи с большим диапазоном 

изменения крупности наносов и скоростей течения удовлетворительное соответствие экспери-

ментальным данным некоторых моделей имеет место только в одном из диапазонов относи-

тельных скоростей 3,1....1/  ндопV  и 2,3...2,1/  ндопV .  Наименьшее отклонение от 

экспериментальных данных дают гиперболическая модель 1 в диапазоне 2,3...2,1/  ндопV  

и степенная модель в диапазоне 3,1....1/  ндопV  (табл. 1). 
Таблица 1. Ошибки, полученные для различных моделей при сравнении  

экспериментальных данных с расчетными 

Table 1. Errors obtained for various models when comparing experimental data  

with calculated ones 

Регрессионные модели 

Regression Models 

Среднеквадратическая 

погрешность, δ 

RMS error 

Сумма квадратов  

отклонений, S 

Sum of squared deviations 

3.1/1  ндопVU  
  

Степенная Power 0,000000789 0,000007 

Линейная Linear 0,000000327 0,000007 

Гиперболическая Hyperbolic 0,000000027 0,000001 

Логарифмическая Logarithmic 0,000000327 0,000007 

2.3/2.1  ндопVU  
  

Гиперболическая Hyperbolic 0,000000023 0,0000101 

Гиперболическая 2 Hyperbolic 2 0,072 31,122  

Экспоненциальная Exponential 0,021 6,723 

Вывод. Разработка надежных методов прогноза размыва неоднородных по крупности 

несвязных грунтов должна вестись по пути возможно более полного приближения расчетной 

схемы процесса размыва к его действительной физической сущности. Это отчасти может быть 

достигнуто в результате учета изменения в процессе размыва гранулометрического состава по-

верхностного слоя грунта, а также использования в качестве характеристики исходного грану-

лометрического состава размываемого грунта – закона распределения размеров его частиц, ко-

торый является наиболее полной характеристикой гранулометрии грунта [9-12]. 

В зависимости от типа решаемой задачи в исследованных моделях к приведенным урав-

нениям добавляются то или иное количество уравнений, необходимое для замыкания системы. 

Такой подход, позволяющий получить решение задач в окончательном виде, применим в тех 

случаях, когда возможна схематизация живых сечений речного потока в виде однообразного 

поперечного профиля на большом протяжении, а также при однородном геологическом строе-

нии ложа водотока.  

Между тем, неоднородность по крупности, являясь характерной особенностью большин-

ства встречающихся на практике несвязных грунтов, оказывает во многих случаях существен-

ное влияние на процесс размыва вследствие возникновения естественной отмостки русла [2, 

15]. Поэтому изложенная выше методика учета неоднородности грунта при учете размыва ру-

сел, а также транспортирующей способности потока может быть применена при решении задач 

прогноза общего размыва русел значительной протяженности, сложенных неоднородными по 

крупности несвязными грунтами. 
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