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Резюме. Цель. При проектировании сложных инженерных сооружений в настоящее 

время проблема устойчивости становится особенно актуальной. С необходимостью удовлетво-

рения условиям прочности, жёсткости при расчётах и конструировании обязательно нужно 

обеспечивать устойчивость равновесия как важнейшее требование. Независимо от вида расчё-

тов на прочность (проверочный, проектировочный, нагрузочный) расчёт конструкции на 

устойчивость даже в наиболее простой постановке сводится к определению критических сил. 

Это позволяет оценить запас устойчивости конструкции при заданной нагрузке. Сложность 

определения критических параметров воздействия возрастает с усложнением рассматриваемой 

системы. Метод. Применение метода конечных разностей является особенностью при решении 

систем уравнений в задачах с граничными условиями. Результат. Определены точные значе-

ния критических сил в неклассических задачах устойчивости сжатых стержней, что доказывает 

полученная  кривая с экрана монитора. Вывод. Изложены основные моменты теории расчёта 

при исследовании устойчивости многопролётных стержней. Для отыскания критических сил 

многопролётного стержня на упругих опорах приведён простой алгоритм решения задач.   
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Abstract. Objective. In the design of complex engineering structures, the problem of stability 

is now becoming especially relevant. With the need to meet the conditions of strength, rigidity in cal-

culations and design, it is imperative to ensure the stability of equilibrium as the most important re-

quirement. Regardless of the type of strength calculations (verification, design, load), the calculation 

of a structure for stability, even in the simplest formulation, is reduced to the determination of critical 

forces. This allows us to estimate the stability margin of the structure under a given load. The com-

plexity of determining the critical parameters of the impact increases with the complexity of the sys-

tem under consideration. Method. The use of the finite difference method is a feature in solving sys-

tems of equations in problems with boundary conditions. Result. The exact values of critical forces in 

non-classical problems of the stability of compressed rods are determined, which is proved by the ob-

tained curve from the monitor screen. Conclusion. The main points of the theory of calculation in the 

study of the stability of multi-span rods are outlined. To find the critical forces of a multi-span rod on 

elastic supports, a simple algorithm for solving problems is given. 
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Введение. Многопролётные стержни рассчитывают, как стержни, опирающиеся на 

упругие основания в тех случаях, когда податливостью опор пренебречь невозможно. С такими 

расчётными схемами приходится встречаться при расчёте междуэтажных балочных перекры-

тий, каркасов промышленных зданий, высоких мачт с оттяжками, мостов и т.д. Устойчивость 

многопролётных сжатых стержней с переменным сечением при наличии упругих промежуточ-

ных опор представляет собой сложную задачу.  

Такие задачи решаются вычислением такого значения наименьшего параметра критиче-

ской силы, которое будучи подставленным в уравнение обращает её в тождество. Гибкие опоры 

в сочетании с многопролётностью оказывают существенное влияние на собственные значения 

[1-3].  

Аналитические методы не решают проблему определения собственных значений и 

форм. В таких случаях применяются численные методы. В частности, используется метод ко-

нечных разностей (МКР), старейший метод, который в настоящее время стал популярным из-за 

его относительно простого подхода к дискретизации дифференциальных уравнений. Исходные 

дифференциальные уравнения нужно превратить в эквивалентную систему алгебраических 

уравнений, для решения которых можно пользоваться вычислительной техникой. К достоин-

ствам метода конечных разностей (метод сеток) можно отнести его универсальность, в отличие 

от аналитических методов, лёгкость построения решающего алгоритма и его программной реа-

лизации [4-9].  

Постановка задачи. Определяется спектр собственных значений для сжатого силами F 

многопролётного стержня переменного сечения на промежуточных упругих опорах (рис.1).  

 
Рис. 1. Спектр собственных значений для сжатого силами F многопролётного стержня  

переменного сечения на промежуточных упругих опорах 

Fig. 1. Spectrum of eigenvalues for a multi-span bar of variable cross section compressed  

by forces F on intermediate elastic supports 

Гибкие упругие опоры имеют коэффициенты жёсткости на закручивание d1, d2, и на рас-

тяжение c1, c2, … cn+1. Рассматриваемый стержень имеет пролёты lj, с разными моментами 

инерции сечений Ij(х), (j=1, 2 … n). 

Изогнутая ось каждого пролёта при потере устойчивости стержня описывается диффе-

ренциальным уравнением четвёртого порядка 

njlxvFvB jjjjj ...,2,1,),0(,0)(  .   (1) 

Здесь )()( jjj xEIxB   –   жёсткость стержня при изгибе, vj(xj)  –  функции прогибов; xj – 

локальные координаты j-го пролёта с началом на левом конце.  
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С левого конца стержень имеет следующие граничные условия:  

,0)0()0(])0()0([,0)0()0()0( 111111111  vFvcvBvdvB                    (2) 

С правого конца: 

0)()()(,0)()(])()([ 21 
 nnnnnnnnnnnnnnn lvdlvlBlvFlvclvlB .              (3) 

Условия сопряжения j-го и (j + 1)-го пролётов:  

                ,000ll,00l,00l 1111   jjjjjjjjjjjj vBvBvvvv
          

(4) 

            .0000ll 1111 
 jjjjjjjj vcvBvB

                                 
(5) 

Методы исследования. Используя метод конечных разностей, который представляет 

собой процедуру преобразования дифференциальных уравнений в системы частных производ-

ных, а также уравнений граничных и начальных условий в системы алгебраических уравнений,  

заменим в (1) область непрерывного изменения аргумента областью дискретного изменения 

[10-13]. Обозначим  





n

1j

jlL  

и разобьём отрезок [0, L] на N – 1 равных частей.  

Введём на этом отрезке сетку с шагом ).1/(  NLh  

 В задаче (1) – (5) проведём замену дифференциальных операторов на конечноразност-

ные.  

Проведём последовательные преобразования основного уравнения (1) в точке i. 

.2.....,,4,3;...,2,1,0)()( i  jijjj ninjvFvB  

Здесь nj – номер узловой точки над (j+1)–ой опорой в локальной системе координат (рис. 

2). Далее такая процедура метода даёт 

 
Рис. 2. Локальная система координат  

Fig. 2. Local coordinate system 

.2.....,,4,3;,...,2,1,0)()()(2)( 2

1ii1-i 
 jijjjjjjj ninjvFhvBvBvB  
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
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kjL

                   

.1 hLn jj  

Переходя к конечным разностям, можно переписать уравнение в виде 

2,n4,.....,3,in;2,1,j0,)y2y(yFh

)y2y(yB)y2y-(y2B)y2y(yB

j1ii1i

2

2i1ii1i1ii1iii1i2i1i







  

где введены обозначения 

)(),( iiii xBBxvy  . 

Приведение подобных членов даёт в окончательном виде 

,2,...,4,3,0211121   jiiiiiiiiii niyByyyyB   

.22,24,22 2

1

2

11

2

1 FhBBFhBBBFhBB iiiiiiiiii     
Аналогичные преобразования проведём для граничных условий и условий сопряжения 

(2) - (5).  

Левый конец (2):  

0
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h
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Правый конец (3):                                 
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Особенностью при решении систем уравнений в задачах с граничными условиями мето-

дом конечных разностей является то, что матрица коэффициентов левой части системы оказы-

вается разряжённой, содержащей множество нулевых элементов. Это связано с тем, что в ко-

нечно-разностных выражениях для вычисления производной используется несколько соседних 

узлов, а не все узлы сетки.  

Результатом применения метода конечных разностей к задаче (1) - (5) является однород-

ная система алгебраических уравнений в матрично-векторной форме  

A у = 0.                                                         (6) 

Элементы квадратной матрицы А порядка N образуются в ходе преобразований, приве-

дённых выше. Они содержат искомые значения F, т.е.  

aij = aij(F). 

Компоненты вектора y = {y1, y2, …yn} соответствуют значениям прогибов в узловых 

точках. Ненулевые значения элементов вектора А возможны лишь в том случае, если определи-

тель матрицы А равен нулю.  

Это требование приводит к алгебраическому уравнению 

det А(F) = 0,                                                (7) 

решение, которого аналитическими методами затруднительно и достигается лишь в не-

которых случаях.  

Обсуждение результатов. Аналитические методы обладают невысокой степенью уни-

версальности, ориентированы на решение простых задач. Приближённые значения корней 

можно найти графическими способами (7) с помощью современных компьютерных средств.  

У графического способа есть преимущества: лёгкость обозрения в целом, непрерывность 

изменения аргумента [14-16]. С этой целью в координатной системе F – det(A) строится кривая, 

точки пересечения которой с осью F и определяют значения критических сил [17-19].  

Рассмотрим конкретный пример с параметрами для вычислений первых критических 

сил [20].  

Трёхпролётный стержень с параметрами n = 3, d = {300; 100} Hм, c = {1000; 1500; 1000; 

1500} H/м,  l = {1,  1,  1} м.   

h = 0,05  м,   









L

x
sin)( 10


BBxB  Па·м

4
,    B0 =200 Па·м

4
,   B1=10 Па·м

4
. 

 
 

Рис. 3. Степень точности алгоритма  

Fig. 3. The degree of accuracy of the algorithm 

Кривая с экрана монитора показывает эффективность метода. Степень близости двух ре-

зультатов говорит о высокой степени точности алгоритма (рис.3).  

Первые элементы спектра собственных значений с монитора ЭВМ равны  

 

F = {947; 1301; 3560; 4092; …} H. 

http://vestnik.dgtu.ru/
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Вывод. Аналитические методы в сочетании с методом конечных разностей решения ха-

рактеристического уравнения дают точные значения критических сил в неклассических задачах 

устойчивости сжатых стержней.  

Выявление критических сил, формы потери устойчивости имеет практическое значение: 

её анализ позволяет принимать обоснованные инженерные решения по внесению эффективных 

изменений в проект конструкции или сооружения с целью повышения устойчивости. 
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