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Резюме. Цель. Целью исследования является разработка программы приближенного 

оценивания специфицированных на основе производственной функции Леонтьева регрессион-

ных моделей (неэлементарных регрессий с двумя переменными) и её применение для модели-

рования уровня безработицы в Иркутской области. Метод. Оценивание неэлементарных ре-

грессий осуществляется с помощью метода наименьших квадратов. Для нахождения прибли-

женных оценок использован ранее разработанный алгоритм, предполагающий решение весьма 

трудоемкой вычислительной задачи. Результат. На основе этого алгоритма в среде программи-

рования Delphi была разработана специальная программа. Программа предусматривает работу 

в ручном и автоматическом режимах. В ручном режиме по заданным критериям определяются 

оценки параметров модели, сумма квадратов остатков, коэффициент детерминации, критерий 

Стьюдента, Дарбина-Уотсона и для каждой переменной номера срабатываний компонент би-

нарной операции по выборке. В автоматическом режиме определяются наилучшие оценки не-

элементарной регрессии по критериям: суммы квадратов остатков, коэффициента детермина-

ции, Стюдента и Дарбина-Уотсона. При этом строятся графики всех основных характеристик в 

зависимости от ключевого параметра модели. С помощью разработанной программы построена 

модель уровня безработицы в Иркутской области. Вывод. Построенная с помощью разрабо-

танной программы модель оказалась лучше, чем традиционная модель множественной линей-

ной регрессии. Программа является универсальной и может применяться для решения конкрет-

ных прикладных задач анализа данных. 

Ключевые слова: регрессионная модель, метод наименьших квадратов, производственная 

функция Леонтьева, неэлементарная линейная регрессия, коэффициент детерминации, безработица 
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Abstract. Objective. The aim of this article is to develop a program for approximate estima-

tion of regression models specified on the basis of the Leontief production function (non-elementary 

regressions with two variables) and use it for modeling the unemployment rate in the Irkutsk region. 

Method. Estimation of non-elementary regressions is carried out using ordinary least squares method. 

To find approximate estimates, we used a previously developed algorithm that involves solving a very 

laborious computational problem. Result. Based on this algorithm, a special program was developed 

in the Delphi programming environment. The program provides for work in manual and automatic 
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modes. In manual mode, according to the specified criteria, the estimates of the model parameters, the 

residual sum of squares, the coefficient of determination, the Student's criterion, Durbin-Watson's cri-

terion and, for each variable, the number of the binary operation components triggerings on the sam-

ple, are determined. In automatic mode, the best estimates of non-elementary regression are deter-

mined according to the criteria: residual sum of squares, coefficient of determination, the Student’s 

criterion and Durbin-Watson’s criterion. At the same time, graphs of all the main characteristics are 

plotted depending on the key parameter of the model. With the help of the developed program, a mod-

el of the unemployment rate in the Irkutsk region was construct. Conclusion. The model construct us-

ing the developed program turned out to be better than the traditional model of multiple linear regres-

sion. The program is universal and can be used to solve specific applied problems of data analysis. 

Keywords: regression model, ordinary least squares, Leontief production function, non-

elementary linear regression, coefficient of determination, unemployment 
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Введение. В настоящее время в различных областях деятельности – экономике, бизнесе, 

социологии, медицине и др. – накоплено огромное количество больших массивов статистиче-

ских данных. Поэтому актуальной научной задачей является эффективная обработка и анализ 

этих данных с целью извлечения из них неизвестных ранее полезных знаний. Эффективным 

инструментом анализа данных является регрессионный анализ [1–3]. Его применение приводит 

к построению регрессионной модели влияния одной или нескольких объясняющих переменных 

на зависимую переменную. Решению конкретных прикладных задач с помощью регрессионно-

го анализа посвящено множество научных работ (например, [4–8]). 

Постановка задачи. Одной из главных проблем, возникающих при построении регрес-

сионной модели, является выбор её структурной спецификации, т.е. математической формы 

связи между переменными. На сегодняшний день разработан весьма внушительный арсенал 

таких форм, подробное описание которых можно найти в [9,10]. В экономике особое внимание 

при этом традиционно уделяется вопросам построения производственных функций (ПФ) [11–

13].  К наиболее известным относится ПФ Леонтьева вида 

 1 1 2 2min ,y a x a x , 

в которой переменная y  зачастую трактуется как объемы выпускаемой продукции, 
1x , 

2x  – 

факторы производства, 
1a , 

2a  – определяемые технологией постоянные величины.  

ПФ Леонтьева целесообразно применять тогда, когда объем выпуска продукции в моде-

лируемой системе определяется количеством ресурса, обеспечивающего лишь наименьший 

возможный выпуск. 

Для оценивания неизвестных параметров 
1a  и 

2a  ПФ Леонтьева составим регрессионную 

модель: 

 1 1 2 2min ,i i i iy a x a x   ,    1,i n ,     (1) 

где n  – объем выборки; iy , 1,i n  – значения объясняемой переменной y ; 1ix , 2ix , 

1,i n  – значения объясняющих переменных 1x  и 2x ; 1a , 2a  – неизвестные параметры; i , 

1,i n  – ошибки аппроксимации. 

Как отмечено в [9], для непосредственного оценивания параметров модели (1) обычно 

применяются методы негладкой оптимизации [14], которые, как правило, являются труднореа-
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лизуемыми. В [9] исследована проблема оценивания регрессии (1) с помощью метода 

наименьших модулей, предполагающего решение оптимизационной задачи 

1 1 1 2 2

1 1

min{ , } min
n n

i i i i

i i

J y a x a x
 

     . 

В той же работе [9] установлено, что задача с функцией потерь 1J  сводится к задаче ча-

стично-булевого линейного программирования. Для её решения разработано специализирован-

ное программное обеспечение, которое находит широкое применение при моделировании ре-

альных социально-экономических процессов и явлений (например, [15,16]). 

Если регрессия (1) оценивается с помощью метода наименьших квадратов (МНК), то 

требуется решать оптимизационную задачу 

  
22

2 1 1 2 2

1 1

min , min
n n

i i i i

i i

J y a x a x
 

     . 

В [17] предложен приближенный метод минимизации функции потерь 2J , который под-

разумевает решение весьма трудоемкой вычислительной задачи. На сегодняшний день не су-

ществует специализированного программного продукта, автоматизирующего процесс её реше-

ния. Поэтому целью данной работы является разработка программы приближенного МНК-

оценивания специфицированных на основе ПФ Леонтьева регрессионных моделей и её приме-

нение для моделирования уровня безработицы в Иркутской области. 

Методы исследования. Алгоритм приближенного МНК-оценивания. Усложним мо-

дель (1), включив в неё свободный член 
0a : 

 0 1 1 2 2min ,i i i iy a a x a x    ,   1,i n .       (2) 

Оценка параметра 0a  показывает приближенное значение переменной y , когда 

1 2 0x x  . Таким образом, модель (2) может быть применена не только тогда, когда перемен-

ная y  трактуется как выпуск продукции, а переменные 
1x  и 

2x  как факторы производства (в 

этом случае параметр 0a  справедливо был равен 0), но и при моделировании абсолютно любых 

по смыслу переменных. 

Будем считать, что в модели (2) переменные 1 0x  , 2 0x  . 

Очевидно, что если 
1 0a  , а 

2 0a  , то в модели (2) для любого наблюдения всегда сра-

батывает вторая компонента бинарной операции min – 
2 2a x , а если 

1 0a  , а 
2 0a  , то, наобо-

рот, первая компонента – 
1 1a x . В этих случаях оценивание регрессии (2) равносильно оценива-

нию обычных парных регрессий y  от 2x  и y  от 1x . Поэтому будем считать, что 
1 2 0a a  . Это 

означает, что модель (2) имеет смысл строить только тогда, когда объясняющие переменные 
1x  

и 
2x  коррелируют с y  с одинаковыми знаками. 

В модели (2) вынесем параметр 
1a  за знак бинарной операции min: 

 0 1 1 2min ,i i i iy a a x x    , 1,i n ,       (3) 

где 2 2/ 0a a   . 

Модель (3) является частным случаем неэлементарных линейных регрессий (НЛР), по-

дробно рассмотренных в работах [18–20]. 

НЛР (3) является нелинейной по параметрам. Но если придать параметру   определен-

ное значение, то она уже становится линейной, поэтому нетрудно получить с помощью МНК 

оценки параметров 
0a  и 

1a .  
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Возникает вопрос: какое значение нужно придать параметру  , чтобы сумма квадратов 

ошибок модели (3) была минимальна? При этом очевидно, что при    в модели (3) всегда 

срабатывает первая компонента 
1x , поэтому получаем парную регрессию y  от 

1x , а при 0   

срабатывает вторая компонента 
2x , поэтому получаем парную регрессию y  от 

2x . В [12] до-

казано, что оптимальная МНК-оценка параметра   для модели (3) лежит на отрезке 

 min max,   ,      (4) 

где 111 21
min

12 22 2

min , ,..., n

n

xx x

x x x


 
  

 
, 111 21

max

12 22 2

max , ,..., n

n

xx x

x x x


 
  

 
. 

Тогда для приближенного МНК-оценивания параметров модели (3), можно воспользо-

ваться следующим алгоритмом: 

1. Разбить отрезок (4) точками, в каждой из которых (и на концах отрезка) найти 

МНК-оценки параметров 
0a  и 

1a . 

2. Из полученных моделей выбрать ту, для которой сумма квадратов ошибок будет 

минимальной. 

Программа приближенного МНК-оценивания. Описанный алгоритм приближенного 

МНК-оценивания НЛР был реализован в виде программы с использованием среды программи-

рования Delphi. Программа позволяет оценивать НЛР (3) как с бинарной операцией min, так и с 

бинарной операцией max.  

 Интерфейс программы представлен на рис. 1. 

 
 

Рис. 1. Интерфейс программы 

Fig. 1. Program interface 

Для работы с программой сначала нужно выбрать статистические данные (нажав кнопку 

«Загрузка»), которые должны храниться в текстовой файле с расширением *.txt.  

В нём должны содержаться три столбца со значениями переменных, отделенные друг от 

друга символом табуляции. Первый столбец содержит наблюдения для переменной y . Целые и 

дробные части чисел отделяются друг от друга символом «,». 

После выбора данных в поле «Первичная информация» автоматически выводится сле-

дующая информация: уравнение множественной линейной регрессии, сумма квадратов её 

остатков, коэффициент детерминации 2R , критерий Дарбина-Уотсона, интервал для параметра 

 , найденный по формуле (4). Затем нужно выбрать режим работы: ручной или автоматиче-

ский. В ручном режиме нужно задать значение параметра  , выбрать бинарную операцию (min 

или max) и нажать кнопку «Оценка». В результате в поле «Ручной режим» выводятся МНК-
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оценки параметров 
0a  и 

1a , уравнение неэлементарной регрессии, сумма квадратов её остатков, 

коэффициент детерминации, критерий Стьюдента, Дарбина-Уотсона и для каждой переменной 

1x  и 
2x  номера срабатываний компонент бинарной операции по выборке. В автоматическом 

режиме нужно выбрать число разбиений интервала (4), бинарную операцию и нажать кнопку 

«Поиск».  

В результате выводятся графики зависимостей суммы квадратов остатков, коэффициен-

та детерминации, t-критерия Стьюдента, критерия Дарбина-Уотсона, числа срабатываний для 

1x  и 
2x  от  . При этом автоматически определяются точки   с наименьшей суммой квадратов 

остатков, с наибольшим значением коэффициента детерминации, с наибольшей абсолютной 

величиной критерия Стьюдента и ближайшим к двум значением критерия Дарбина-Уотсона. 

Обсуждение результатов. Моделирование уровня безработицы в Иркутской области. 

Вопрос регулирования безработицы в России в целом и в отдельных её субъектах – это одна из 

важнейших задач государства, поскольку безработица, как социально – экономическое явление, 

оказывает серьёзное влияние на устойчивое развитие экономики. Для построения регрессион-

ных моделей уровня безработицы в Иркутской области были собраны статистические данные 

(https://rosstat.gov.ru/) за 2000-2020 гг. по следующим переменным: 

y  –  численность безработных, тыс. чел.; 
1x  – ВРП, млн. руб.; 

2x  – среднемесячная но-

минальная начисленная заработная плата работников организации, рублей. 

На основе этих данных была найдена корреляционная матрица переменных, представ-

ленная в табл. 1. 
Таблица 1. Корреляционная матрица переменных 

Table 1. Correlation matrix of variables 

 y  
1x  

2x  

y  1 –0,829 –0,841 

1x  –0,829 1 0,989 

2x  –0,841 0,989 1 

По табл.1 видно, что объясняющие переменные 
1x  и 

2x  довольно тесно коррелируют с 

переменной y , причем, с одинаковым знаком «–», поэтому справедливо попытаться описать 

зависимость между y  и 
1x , 

2x  с помощью НЛР. Переменные 
1x  и 

2x  также тесно коррелируют 

между собой, поэтому в линейной регрессии будет присутствовать мультиколлинеарность. 

Оцененная с помощью МНК по исходным данным модель линейной регрессии имеет вид: 
6

1 2
(0,1756) ( 1,084)

147,032 7,785 10 0,00155y x x



    .       (5) 

В скобках под коэффициентами модели (5) указаны значения t-критерия Стьюдента. 

Для модели (5) сумма квадратов остатков 2

1

2007,448
n

i

i

e


 , коэффициент детерминации 

2 0,70864R  , что говорит об её удовлетворительном качестве аппроксимации.  

Но из-за мультиколлинеарности исказился коэффициент при переменной 
1x , что приво-

дит к некорректной интерпретации модели (5): для снижения числа безработных y  нужно сни-

жать объемы ВРП 
1x . Кроме того, из-за мультиколлинеарности занижены значения t-критерия 

Стьюдента, поэтому можно сделать неверный вывод о незначимом влиянии переменных 
1x  и 

2x  на y . С помощью разработанной программы были оценены НЛР с бинарными операциями 

min и max (число разбиений отрезка (4) задавалось равным 100): 
5

1 2
( 6,607)

146,58 4,633 10 min{ ,28.31 }y x x



   ,       (6) 
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для которой 2

1

1931,099
n

i

i

e


 , 
2 0,7197R  ,  

5

1 2
( 6,421)

146,72 3,298 10 max{ ,39.436 }y x x



   ,      (7) 

для которой 2

1

2011,318
n

i

i

e


 , 
2 0,708R  . 

Как видно, НЛР (7) с бинарной операцией max оказалась несколько хуже линейной ре-

грессии (5) по величине суммы квадратов остатков. При этом в ней всегда срабатывает вторая 

компонента бинарной операции – 
239,436x , из-за чего можно сделать вывод, что модель (7) 

есть парная линейная регрессия y  от 
2x , представленная в иной математической форме. НЛР 

(6) с бинарной операцией min по величине суммы квадратов остатков оказалась лучше линей-

ной регрессии (5) на 76,349 и лучше НЛР (7) на 80,219. При этом из-за полного отсутствия в 

НЛР (7) мультиколлинеарности не произошло искажения знака коэффициента при регрессоре 

1 2min{ ,28.31 }x x . По величине t-критерия Стьюдента этот коэффициент можно признать значи-

мым. Представим НЛР (6) в кусочно-заданном виде: 

5 1
1

2

5 1
2

2

146,58 4,633 10 ,  если 28,31,

146,58 131,16 10 ,  если 28,31.

x
x

x
y

x
x

x






  


 
   


  

Тогда справедлива следующая интерпретация этой модели. Если отношение объемом 

ВРП 
1x  к среднемесячной заработной плате 

2x  не превосходит значения 28,31, то на уровень 

безработицы в Иркутской области влияет ВРП. При этом с ростом ВРП на 10 млрд. руб., уро-

вень безработицы падает в среднем на 463,3 человек. А если отношение объемом ВРП 
1x  к 

среднемесячной заработной плате 
2x  больше значения 28,31, то на уровень безработицы в Ир-

кутской области влияет заработная плата. При этом с ростом заработной платы на 1000 рублей, 

уровень безработицы падает в среднем на 1311,6 человек. 

Вывод. В работе приводится описание алгоритма приближенного МНК-оценивания па-

раметров двухфакторных неэлементарных линейных регрессий с бинарными операциями min и 

max. Получены следующие результаты. 

1. На основе рассмотренного алгоритма разработана программа приближенного МНК-

оценивания неэлементарных линейных регрессий с двумя переменными. 

2. С помощью разработанной программы построена неэлементарная линейная регрессия 

уровня безработицы в Иркутской области, лишенная негативного эффекта мультиколлинеарно-

сти и оказавшаяся лучше традиционной линейной регрессии. 
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