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Резюме. Цель. В современной технике широко распространены упругие конструкции со-
оружений, машин, технических устройств. В реальных условиях стержни испытывают колебания 
от динамических и кинематических возмущений. Целью работы является разработка методов и ал-
горитмов решения задач о колебаниях при динамических и кинематических возмущениях. Метод. 
Исследование основано на применении гипотезы плоских сечений и принципа Даламбера.  Ре-
зультат. Рассмотрена задача продольного свободного и вынужденного колебаний стержней. В ре-
зультате найдена функция смещения поперечных сечений в продольном направлении стержня, по-
лучены спектры собственных форм n  и  собственных частот n  колебания. Вывод. Создан ком-
плекс программ расчета, позволяющий осуществлять решение задач о колебаниях стержней. Полу-
чены спектры собственных частот n и собственных форм n(x)  колебания,  найдена u(x, t) – функ-
ция смещения поперечных сечений в продольном направлении стержня.  
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Abstract. Objective. In modern technology, elastic structures of structures, machines, and 
technical devices are widespread. In real conditions, the rods experience oscillations from dynamic 
and kinematic disturbances. The aim of the work is to develop methods and algorithms for solving 
problems of oscillations under dynamic and kinematic disturbances. Method. The study is based on 
the application of the hypothesis of flat sections and the d'Alembert principle. Result. The problem of 
longitudinal free and forced vibrations of rods is considered. As a result, the displacement function of 
transverse sections in the longitudinal direction of the rod was found, the spectra of natural forms n 
and natural frequencies n  of vibrations were obtained. Conclusion. A set of calculation programs has 
been created, which makes it possible to solve problems of rod vibrations. Spectra of eigenfrequencies 
n and eigenmodes n(x)  of vibrations are obtained, and u(x, t) is found, the function of displacement 
of cross sections in the longitudinal direction of the rod. 
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Введение. Колебания стержней и стержневых систем длительное время привлекают 

внимание проектировщиков. Требования к сооружениям, машинам вызвали особый интерес к 

изучению колебаний от динамических и кинематических возмущений. [1-4]. Продольным сво-

бодным и вынужденным колебаниям стержней посвящена обширная библиография. Следует 

отметить, что они подробно описаны в литературных источниках [5-8].  

Постановка задачи. Целью работы является разработка методов и алгоритмов решения 

задач о колебаниях при динамических и кинематических возмущениях.  

Методы исследования. Свободными или собственными являются колебания, возника-

ющие в системе вследствие внешнего возбуждения, из-за чего создается начальное отклонение 

от положения равновесия. Продолжаются свободные колебания при наличии упругих внутрен-

них сил, восстанавливающих равновесие.  

Изобразим расчётную схему и рассмотрим продольные свободные колебания. Рассмат-

ривается однородный  стержень (рис.1.) с полной массой  m =   A   ( - плотность материала, 

A – площадь поперечного сечения), совершающий колебания в продольном направлении [9-

12]. При этом допускаем применение гипотезы плоских сечений:  поперечное сечение стержня 

плоское и перпендикулярное геометрической оси до деформации таким и после деформации.  

Продольные свободные колебания    Longitudinal free vibrations 

 
Рис. 1. Расчётная схема. Стержень и выделенный элемент 

Fig 1. Calculation scheme. Bar and selected element 

По принципу Даламбера принимаем, что все внешние силы, действующие на механиче-

скую систему при ее движении, всегда уравновешиваются силами инерции.  

Продольные перемещения сечений характеризуются функцией u(x, t). Относительная 

деформация равна   = 
x

u




 и пропорциональна напряжению. Тогда по закону Гука можно запи-

сать 

x

u
EAEAAN




  .                                                              (1) 
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После преобразований получаем уравнение поперечного колебания однородного стерж-

ня постоянного сечения, являющееся однородным дифференциальным уравнением в частных 

производных гиперболического типа.  
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0 =uxx  a2 -utt  ,      ) l (0,x ,      / E =  a 2  .                                      (2) 

Уравнение (2) идентично классическому уравнению свободного колебания однопролет-

ной однородной струны. Добавим к задаче (2) граничные условия, которые могут быть самими 

разнообразными в зависимости от условий закрепления концов стержня [13-16]. Рассмотрим 

частный случай жесткого закрепления на обоих концах стержня. При этом граничные условия 

будут иметь вид  

0 =  t)u(0, ,   0 =  t)u(l, .                                                     (3) 

Решение задачи (2), (3) отыскивается с помощью метода разделения переменных как 

произведение 
ti X(x) =  t)u(x, .   

Подстановка по методу разделения переменных в (2) даёт 

kx cos B +kx sin A  = X(x) ,  a  /  =k  ,    /Ea  . 
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Далее получаем спектр собственных частот колебаний n и собственных форм  n(x)   
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Обсуждение результатов. Для входных параметров a  = 1,  l = 1  формула  (4)  дает табл. 

1 первых 4-х собственных частот.  
Таблица 1. Собственные частоты  

Table 1. Natural frequencies 

n 1 2 3 4 

n 1,5711 4,7121 7,8543 10,9956 

Собственные формы колебаний отыскали при помощи вычислительной комплекса 

MATLAB, который может многократно увеличивать полученный график. Он позволяет с высо-

кой степенью точности получать результаты. Графики показаны на рис. 2.  

 
Рис.2. Собственные формы колебаний 

Fig.2. Natural waveforms 

Вынужденные колебания от динамических возмущений. Вынужденными называются 

колебания стержней, происходящие при действии на нее в течение всего процесса колебаний 

внешних периодически изменяющихся вынуждающих сил. При проектировании конструкций, 
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подверженных вынужденным колебаниям от динамических возмущений, чаще всего стараются 

подобрать соотношения размеров и масс, чтобы не было резонанса [17-20].   

Колебательный процесс позволяет при больших динамических воздействиях сделать 

амплитуду вынужденных колебаний меньше за счет подбора соотношений между частотами 

(рис. 3, табл. 2).  

При динамическом нагружении функция амплитуд колебаний имеет следующий вид 

lkcosk/kxsin
ES

F
A(x)  .                                                      (7) 

Для амплитуды напряжений имеем формулу       

.
kcos

kxcos

S

F
(x)Aσ

l
                                                        (8) 

Из (8) следует, что              

     .
S

F
)x(A0,

S

F
)(A     l                                                     (9) 

  

 
Рис.3. Графики амплитуд H(x) от динамических возмущений 

Fig.3. Plots of amplitudes H(x) from dynamic perturbations 

 

Таблица 2. Собственные частоты  

Table 2. Natural frequencies 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 

n 0,01 1 1,25 3,5 4,5 7,5 7,78 10,945 

Вынужденные колебания от кинематических возмущений. При кинематических воз-

мущениях получена формула 

)kxcoskxsinktg(b)x(A  l .                                                (10) 

Она даёт амплитуду напряжений и её свойства 

,kx)sinkxcosktg(Ekb(x)Aσ  l                                             (11) 

.0(x)A0k0ω0; )(A σ  l                                     (12) 

В обоих случаях из cos k l = 0  (x)Aσ , так как при этом частота возмущений ω  

совпадает с собственными частотами nω . Значит, резонанс приводит к бесконечным значениям 

амплитуды напряжений.    

Здесь показаны графики амплитуд H(x) вдоль стержня (рис.4, 3табл.). Графики резо-

нансных частот не показаны, т.к. они стремятся к . 
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 Рис.4. Графики амплитуд H(x) от кинематических возмущений 

 Fig.4. Plots of amplitudes H(x) from kinematic perturbations 

         

    Таблица 3. Собственные частоты  

Table 3. Natural frequencies 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 

n 0,01 1 1,25 3,5 4 5,5 6,8 9,2 

 
 Напряжения в поперечных сечениях стержня при свободных колебаниях (n). В 

процессе колебаний изменяются не только отклонения стержня u(x, t), но и нормальные напря-
жения σ(x, t) и продольная сила N(x, t). Нормальные напряжения по закону Гука будут 

)t,x(uE)t,x(E)t,x(  . 

Далее в формуле соответствующие им продольные силы 

)t,x(uES)t,x(S)t,x(N   

Эти формулы определяют напряжения и продольную силу при свободных колебаниях. 
По результатам расчётов можно построить эпюры напряжений, которые позволяют проводить 
расчёты на прочность (рис.5, табл. 4). 

 
Рис.5. Спектры собственных частот n и собственных форм n(x)  колебания  

Fig.5. Spectra of eigenfrequencies n  and eigenmodes n(x)  of oscillation 

Таблица 4. Собственные частоты 

Table 4. Natural frequencies 

n 1 2 3 4 

n 1,581 4,723 7,855 10,9965 

Вывод. Рассмотрены математические модели задач, описывающие процессы колебаний 

стержней при динамических и кинематических возмущениях. Разработанные алгоритмы реали-

зованы с помощью математической информационно-вычислительной системы программирова-

ния MatLab.  

Создан комплекс программ расчета, позволяющий осуществлять решение задач о коле-

баниях стержней. Получены спектры собственных частот n и собственных форм n(x)  колеба-
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ния,  найдена u(x, t) – функция смещения поперечных сечений в продольном направлении 

стержня.  
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