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Резюме.  Цель. Целью исследования является построение конечно-разностных моделей, 

с помощью которых можно проводить тестирование изгибных колебаний стержня при различ-

ных условиях крепления, решая задачу в частотной или временной области. Метод. Исследова-

ние основано на применении метода конечных разностей и метода конечных элементов. Ре-

зультат. Обоснована необходимость применения и предложена методика математического мо-

делирования при конструкторском проектировании радиоэлектронных средств, работающих в 

условиях динамических внешних воздействий. Проанализированы значимость применения 

дискретных моделей и особенности их создания для исследования динамики определенных 

конструктивов электронной аппаратуры. Предложена концепция исследования простых моде-

лей стержневых конструкций для анализа и проверки теоретических положений построения 

моделей конструкций. Показаны особенности в разработке моделей по расчету собственных 

форм и частот изгибных колебаний стержней. Вывод. Оценка вибропрочности и виброустой-

чивости нестационарных конструкций радиоэлектронных средств возможна методами и сред-

ствами математического моделирования, применяемых в качестве тестовых моделей для про-

верки различных гипотез и теоретических положений при исследовании динамики сложных 

конструкций и проектировании радиоэлектронных средств. 
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Abstract. Objective.  The aim of the study is to build finite-difference models that can be used 

to test the bending vibrations of a rod under various fastening conditions, solving the problem in the 

frequency or time domain. Method. The study is based on the application of the finite difference 

method and the finite element method. Result. The necessity of application is substantiated and the 

technique of mathematical modeling is proposed for the design engineering of radio-electronic means 

operating under conditions of dynamic external influences. The significance of the use of discrete 

models and the peculiarities of their creation for studying the dynamics of certain constructs of elec-

tronic equipment are analyzed. The concept of studying simple models of bar structures for the analy-

sis and verification of the theoretical positions of constructing models of structures is proposed. The 
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features in the development of models for the calculation of natural shapes and frequencies of bending 

vibrations of rods are shown. Conclusion. Assessment of vibration strength and vibration resistance of 

non-stationary structures of radio-electronic means is possible by methods and means of mathematical 

modeling used as test models to test various hypotheses and theoretical positions in the study of the 

dynamics of complex structures and the design of radio-electronic means. 
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Введение. При эксплуатации радиоэлектронных средств на подвижных носителях воз-

можно возникновение вибраций стержневых и пластинчатых конструктивов, которые в случае 

возникновения резонансов могут оказывать существенное влияние на функционирование аппа-

ратуры в целом. Для оценки работоспособности радиоэлектронных средств в жестких условиях 

эксплуатации желательно еще на этапе проектирования определить динамические характери-

стики конструкции, ее элементов и узлов, что можно сделать расчетным путем. Но конструк-

ции современных радиоэлектронных средств – это сложные механические системы со множе-

ством упругих и жестких связей и неклассическими способами крепления отдельных конструк-

тивных элементов. Расчет колебаний таких систем в общем случае – сложная задача и приме-

нение аналитических методов для решения задач динамики конструкций сопряжено со значи-

тельными трудностями [1]. 

На практике применение получили дискретные модели, основанные на использовании 

сеточных методов – метода конечных разностей (МКР) и метода конечных элементов (МКЭ) 

[2]. Для расчета конструкций сравнительно простых геометрических форм и однородных по 

структуре (стержневые и пластинчатые элементы) целесообразно использование МКР и по-

строение на его основе конечно-разностных моделей [2]. В практике исследовательских работ 

могут оказаться весьма полезными модели стержневых конструкций, так как можно достаточно 

просто построить расчетную модель динамики стержня, и, решая тестовые задачи, проверить 

различные варианты моделей, вносимые концепции и другие теоретические построения. 

Постановка задачи. В данной работе показано как на основе МКР строятся дискретные 

модели по расчету динамики стержневых элементов конструкций РЭС. Показаны некоторые 

особенности в разработке этих моделей, с помощью которых можно проводить тестирование 

изгибных колебаний стержня при различных условиях крепления, решая задачу в частотной 

или временной области. Как отметил Морз «задача нахождения нормальных мод колебаний 

(простых гармонических колебаний) не является простым учебным упражнением. Для систем 

более сложных чем струна, закрепленная между двумя жесткими упорами, мы не имеем метода 

графического анализа…и единственно возможным является метод исследования движения пу-

тем разложения его на простые гармонические компоненты» [3]. 

Методы исследования. При исследовании простых однородных конструкций РЭС 

(стержни, пластины, коробки), обязательным этапом должно стать построение модели по рас-

чету собственных форм (и частот) изгибных колебаний конструкции (решение в частотной об-

ласти), основные положения которого рассмотрены далее. 

Построение модели и расчетного алгоритма изгибных колебаний стержня.  

1. Решение в частотной области.  а) Постановка задачи. Расчет изгибных колебаний 

стержней представляет интерес для практики, так как жесткость стержней на изгиб значительно 

ниже жесткости на растяжение – сжатие и кручение. При расчетах полагается, что упругая ось 

стержня совпадает с линией центров масс поперечных сечений и при колебаниях, все точки 

стержня смещаются перпендикулярно первоначальному направлению стержня. Все поперечные 
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сечения стержня остаются плоскими. Считаем, что стержень шарнирно оперт и нагружен рас-

пределенной нагрузкой  q x  (рис. 1). 

z

x

q(x)

x dx

W(x)

 
Рис. 1. Геометрическая модель стержня 

Fig. 1. Geometric model of the rod 

Заменим в уравнении статического изгиба распределенную нагрузку  q x  силами инер-

ции: 

 
4 2

4 2y

w w
EJ q x S

x t


 
   

 
,    (1) 

где   – плотность материала, кг/м
3
; S – площадь поперечного сечения, м

2
; E – модуль 

упругости, Н/м
2
; 

yJ  – момент инерции сечения стержня, м
4
; w  – смещение (прогиб) стержня в 

i -ой точке, м; t – время, с. 

Если прогнуть стержень и мгновенно убрать внешнюю силу, стержень будет совершать 

свободные (собственные) изгибные колебания и уравнение (1) здесь выражает равенство дей-

ствующих на элемент стержня равномерно распределенных нагрузок от сил инерции и сил 

упругости. Уравнение (1), дополненное граничными и начальными условиями, будет служить 

математической моделью стержневого элемента [4]. 

б) Построение дискретной модели. В соответствии с МКР разбиваем стержень по длине 

на дискретные элементы с шагом xh . Массу каждого элемента сосредоточиваем в его центре 

(узле), а силы взаимодействия между элементами заменяем упругими связями. Получаем гео-

метрическую дискретную модель стержня, состоящую из N  узлов, соединенных упругими свя-

зями (рис. 2). 
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Рис.2. Дискретная модель стержня 

Fig.2. Discrete rod model 

Считаем, что каждый узел модели (рис. 2) колеблется во времени по закону w W sin t , 

где   – частота колебаний. Подставим это выражение в (1) и продифференцируем по t . Полу-

чаем: 

 
4

2

4
x

x

W
EJ S W

x
 


  


, 

или 
4

4
x

x

W
W

x






,      (2) 

где 
2S

EJ


   – собственный параметр, а индекс при yJ  – опущен. 

Заменим производную в левой части разностным аналогом: 
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x
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h
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Обозначим коэффициенты: 
4

1
1

x

A
h

 , 
4

4
2

x

A
h

  , 
4

6
3

x

A
h

 , 
4

4
4

x

A
h

  , 
4

1
5

x

A
h

 , и упро-

стив индексы при W  в уравнении, получим разностное уравнение нашей модели 

           1 2 2 1 3 4 1 5 2A W x A W x A W x A W x A W x W x         . (3) 

Уравнение (3) можно записать в форме  

 x i xL W W ,      (4) 

где L  – разностный оператор; i  – собственный параметр в точке (узле). 

Выразим значение собственного параметра из (4): 

 x
i

x

L W

W
  .       (5) 

Сумма i  дает собственный параметр всего стержня (модели). Но этот путь обладает 

медленной сходимостью итерационного процесса и отрицательными значениями перемещений 

точек (узлов).  

Используем закон квадратичного приближения для отыскания собственного параметра 

стержня. Отметим, что исходное уравнение (4) обращается в тождество, если будет известно 

точное значение неизвестной – перемещения  W x : 

  0x i xL W W  .      (6) 

Это справедливо в точке (узле). Но поскольку используются приближенные значения 

xW  то они должны быть такими, чтобы разность была равна какому-то минимальному значе-

нию: 

 x i xL W W min  , в каждой точке. 

Обозначим это значение через функционал   и устремим его к нулю.  Для отыскания 

значения функционала для всего стержня нужно проинтегрировать квадрат разности по всему 

стержню (т.е. область  ):  

  
2

x i xL W W d   , при 0  . 

Для отыскания величины функционала берем производную от   по   и приравниваем 

ее к нулю: 

0






. 

Используем производную:   1n nu nu u
 ; получим: 

    2 0x i x xL W W W d       , 
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   2
0x x i xL W W d W d     . 

Так как область дискретна, заменим интеграл суммой: 

  2 2

1 1 1 1

n n n n

x x i x i xL W W W W       , 

где 
1

n

i c   и будет собственным параметром всего стержня, тогда 

 
1

2

1

n

x x

i n

x

L W W

W

 





.       (7) 

На основе уравнения (2) и значения c  получаем алгоритм расчета перемещений (в каж-

дом узле модели) первой собственной формы колебаний: 

       1 2 2 1 4 1 5 2

3
x

c

A W x A W x A W x A W x
W

A

      



,  (8) 

где при расчете перемещений в каждом узле используется собственный параметр стерж-

ня. 

Обсуждение результатов. При реализации разработанной модели в виде алгоритма 

можно использовать итерационный метод, который состоит в последовательном уточнении 

значений перемещений при резонансе в узлах модели и собственной частоты.  

Необходимо реализовать блок сохранения расчетных перемещений узлов каждой итера-

ции. Перед началом расчета массив следует обнулить и в каждую ячейку записать перемещения 

узлов первого (исходного) приближения (кроме закрепленных узлов). 

Затем считается собственный параметр c  и уточняется по (8) перемещения узлов в пер-

вом шаге итерации. Далее следует провести проверку окончания вычислений: 

 1
2

m m
с c

m
c

 







 , 

где m  – номер итерационного цикла;   – величина, определяющая сходимость процес-

са. 

Если это условие не выполняется, алгоритм предусматривает переход на следующий 

шаг расчета: задаются условия на границе, вычисляется c , затем перемещения узлов модели в 

следующем шаге итераций и т.д. Если условие по   выполняется, то нужно заполнить массив 

перемещений первой собственной формы колебаний ( 0xW ) и перейти к расчету второй соб-

ственной формы и частоты: 

 
2

0 1
2 0 1

1

x xx
x x x

xx

W W
W W W

W


 




,     (9) 

где 0xW  – массив перемещений формы исходного приближения; 1xW  – массив пере-

мещений первой собственной формы; 2xW  – массив перемещений второй формы. 

Для расчета третьей формы алгоритм будет иметь вид: 

   
2 2

0 1 0 2
3 0 1 2

1 2

x x x xx x
x x x x

x xx x

W W W W
W W W W

W W

 
  

 

 
,  (10) 

где 3xW  – массив перемещений третьей собственной формы. 
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Аналогично можно построить остальные алгоритмы расчета собственных форм колеба-

ний стержня. 

2. Решение во временной области. Здесь рассматриваются не свободные (собственные), а 

вынужденные колебания стержня под действием внешней силы (переменной), которая переда-

ется на стержень через точки крепления от корпуса носителя. 

Чтобы определить истинные значения амплитуд формы колебаний, необходимо ввести в 

модель затухание и значение амплитуды внешнего воздействия. Запишем уравнение вынуж-

денных колебаний стержня с учетом энергии в виде вязкости 

 
4 4 2

4 4 2

w w w
EJ EJ S F x, t

tx x t
 

    
       

,  (11) 

где d

i





  – коэффициент вязкости; d  – логарифмический декремент колебаний; i  – 

собственная частота;  F x,t  – значение внешнего воздействия, задается в начальных услови-

ях. 

Обозначим sEJ C , возьмем производную по времени (второе слагаемое в (11)) и запи-

шем (11) в виде:      
2

2s t s t s t

w
C L w C L w C L w S

t









     


. 

Иначе 

   
2

2

1 s s

t t

C C
w

L w L w
S S t



 

 
 



  
       

 
  

.   (12) 

Правая часть в (12) представляет собой ускорение колеблющейся точки (узла) (вторая 

производная от перемещения по времени). Левая часть (12) равна этому ускорению – обозна-

чим его « a ». Разложим правую часть в конечные разности и запишем (12) в виде: 

     2 2x x xa w t w t w t        , 

где   – шаг дискретизации по времени; t , t  , t   – обозначения трех моментов 

дискретного времени – настоящего, прошедшего, будущего. 

Отсюда можно получить явную разностную схему для расчета перемещений колеблю-

щейся точки:     

        2 2 x x xa w t w t w t        .                               (13) 

 Здесь в (12) через разностный оператор  tL w  обозначено: 

           
4

4 4

1
2 4 1 6 4 1 2t

t

x

w
L w w x w x w x w x w x

x h


           


. 

Обозначим AKV



 , тогда левая часть (12) будет из двух слагаемых: 

         
4

1
1 0 2 4 0 1 6 0 4 0 1 0 2s

x

AKV
U C w x w x w x w x w x

Sh


           , 

         
4

2 1 2 4 1 1 6 1 4 1 1 1 2s

x

AKV
U C w x w x w x w x w x

Sh
           , 

где индекс «0» указывает, что перемещение берется в массиве времени « t », а индекс 

«1» – перемещение берется в массиве ( t  ). 
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Тогда ускорение a , будет равно 1 2a US U U   , и перемещение внутренних точек в 

(13) в момент времени t   будет:    22 2 0 1w x US w w    .                                (14) 

Разработанный алгоритм служит основой программы расчета вынужденных колебаний 

стержня, где перемещения узлов стержня вычисляются на основе явной разностной схемы (14) 

с учетом вязкости. 

3. Определение масштабного коэффициента. Чтобы определить истинные значения ам-

плитуд формы колебаний, необходимо определить некий коэффициент, где будут учтены вяз-

кость среды и значение амплитуды внешнего воздействия. Запишем (11) в форме: 

4 4 2

4 4 2

w w w
EJ EJ S

tx x t
 

     
          

.                (15) 

Представим смещение колеблющейся точки в виде 0w w w  , где 0 0w W sin t  – 

смещение от внешнего воздействия (постоянная составляющая), а   iw A t w  – истинные сме-

щения собственной формы, т.к.  A t  есть некий масштабный коэффициент. 

Тогда уравнение (14) можно записать как 

    
2

2

w
EJL w EJL w S

t t
 
 

  
 

,    (16) 

где L  – дифференциальный оператор от w , т.к. производная от 0W  в этом операторе 

обращается в ноль, как от постоянной величины. 

Умножим обе части (16) на iw  и преобразуем его к виду: 

     
 

i i i i

A t
A t EJL w w EJL w w

t



    

  

 2
2 2

0 02i i

A t
Sw Sw W sin t

t
   


 


. 

Проинтегрируем это уравнение и, заменив интеграл суммой, получим: 

       
     2

2

2i i i i i

A t A t
EJ L w w A t EJ L w w S w

t t
 

 
     

 
    

2
0 0 iS W w sin t    .     (17) 

Обозначим выражения при  A t , 
 A t

t




 и 

 2

2

A t

t




 через коэффициенты a , b , m  соот-

ветственно, а при sin t  – через 0F .  

Тогда (17) можно представить в виде: 

 
   2

02

A t A t
aA t b m F sin t

t t


   
            

, 

т.е. в виде уравнения вынужденных колебаний одномассовой системы с одной степенью 

свободы. Для случая резонанса решение этого уравнения [5] имеет вид –   0

0

F
A t

b
 . Подставив 

сюда значения коэффициентов b , 0F , получим выражение для масштабного коэффициента:   

 

2
0 0 i

i i

S W w
A

EJ L w w

 







.     (18) 

Тогда истинное значение перемещения точки (узла) будет:  1000i iWIS AW x , мм. 

Вывод. Оценка вибропрочности и виброустойчивости нестационарных конструкций 

РЭС – сложная и важная задача при конструировании ЭС. Ее решение на ранних этапах проек-

тирования возможно с использованием методов и средств математического моделирования. 
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Модели и создаваемые на их основе программные комплексы по расчету стержневых элемен-

тов сами по себе имеют самостоятельное значение, как инструмент анализа конструкций РЭС. 

Но их можно использовать и как тестовые модели для проверки различных гипотез и теорети-

ческих положений при исследовании динамики сложных конструкций РЭС. 
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